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Аннотация

Задача определения эффективного тензора упругости микронеод-
нородной и, в общем случае, макроскопичеки однородной и анизотроп-
ной композитной среды относится к проблеме взаимодействия многих
тел. Решение такой задачи возможно лишь приближенно. В работе рас-
сматривается решение такой задачи для порово-трещиноватой среды
– терригенной горной породы, упругие свойства которой анизотроп-
ные. Причем, анизотропия упругих свойств вызвана различными фак-
торами – как собственной анизотропией глинистых минералов, так и
преимущественной ориентацией неизометричных неоднородностей по-
роды. Различные методы теории эффективных сред (ТЭС) для вы-
числения эффективного тензора упругости порово-трещиноватых сред
используют так называемые гипотезы эффективного поля. Так, на-
пример, метод Т-Матрицы, метод Мори-Танака, метод Обобщенного
Сингулярного приближения и метод Эффективного Поля используют
гипотезы эффективного поля в различных вариациях. Таким образом,
различные методы ТЭС показывают близкие результаты. В случае гор-
ной породы, которая рассматривается как природный композит, боль-
шое значение имеет аппроксимация реальной среды некой парамет-
рической модельной средой, отражающей основные особенности мик-
роструктуры породы, которая, в свою очередь, является следствием
особенностей формирования конкретной породы. Следовательно, вы-
бранная модель среды и выделенные модельные параметры играют
очень важную роль в моделировании. Для подтверждения этого те-
зиса было проведено моделирование эффективных упругих характе-
ристик порово-трещиноватой породы двумя различными методами: Т-
матрицы и Обобщенного Сингулярного приближения для двух разных
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параметрических моделей одной и той же горной породы, построенных
независимо на основе визуального анализа микроструктуры породы в
масштабе шлифа. Каждая из построенных моделей имеет разное коли-
чество параметров, которые также различны. Однако общим является
то, что при моделировании таких пород необходимо учитывать жест-
кость контакта минеральных зерен и органического вещества, а также
степень связности компонент. Найдены параметры каждой модели и
определена область изменения пористости породы, в которой обе моде-
ли имеют сходные упругие свойства.

Ключевые слова: порово-трещиноватые среды, эффективные свой-
ства, метод обобщенного сингулярного приближения.
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INFLUENCE OF SPATIAL INTERACTIONS OF
INCLUSIONS ON THE EFFECTIVE ELASTIC
TENSOR OF CRACKED POROUS MEDIUM
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Abstract

The determination of effective stiffness tensor of microinhomogeneous
and, in general, macroscopically homogeneous composite medium is related
to so-called problem of many-body interaction. Solution to the problem can
be found only as an approximation. In this paper we consider a solution to
such a problem for porous-cracked medium that is a terrigenous rock having
anisotropic elastic properties. The elastic anisotropy is a result of many
factors including anisotropic properties of clay minerals and preferential
orientation of non-isometric heterogeneities. Different Effective Medium
Theories for calculating effective stiffness tensor of cracked porous medium
use so called Effective Field Hypothesis (H1, H2 and H3). For example,
T-matrix method, Mori-Tanaka method, General Singular Approximation
method, and Effective Field Methods use the Effective Field Hypothesis.
Thus, different methods produce similar results. When constructing models
of rock’s effective properties the rock is treated a composite “made by
nature”. In this case of importance is a proper approximation of the real
medium by a parametric model medium that reflects specific features of
rock’s microstructure. The microstructure is a result of rock evolution.
Therefore, the model of the medium and the model parameters play very
important roles in the modelling. To prove this statement, two models
of a cracked-porous medium’s properties were created using two different
methods: the T-matrix method and General Singular Approximation
Method. The methods were applied for two different parametric models
of one and the same rock. The models were build based on visual analysis
of rock’s thin sections. Each of the constructed models has different number
of parameters. The parameters are also different. However, a common
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feature of the two models is that for rocks of this type it is necessary to
take into account a rigidity of contact between mineral grains and organic
material. Besides, a connectivity of different heterogeneities should be also
parametrized. For each model a set of parameters was found and a porosity
interval where the models produce similar results in terms of elastic wave
velocities is determined.

Keywords: pore-fractured media, effective properties, generalized singular
approximation method.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

Определение эффективных характеристик порово-трещиноватых сред яв-
ляется актуальной задачей в различных разделах механики. Одним из реаль-
ных примеров такой среды являются горные породы. Под эффективными ха-
рактеристиками здесь и далее понимаются такие физические свойства среды,
которые определяют макроскопическую её реакцию на усреднённое по объё-
му воздействие. Горные породы могут быть представлены как композитный
материал, содержащий поры и трещины, с различными модельными харак-
теристиками, такими как форма трещин, форма пустотного пространства и
т.д. Поровое пространство может быть заполнено различным флюидом: га-
зом, водой, углеводородами и т.д. Методы теории эффективных сред (ТЭС)
позволяют вычислять эффективный тензор упругости таких материалов на
основе математической модели среды. Эта модельная среда состоит из трех
компонент: 1) модельный шаблон среды, который отражает основные харак-
теристики микроструктуры горной породы; 2) параметры модели, которые
определяют форму, ориентацию и связанность пустотного пространства и
свойства всех компонентов среды; 3) уравнения, которые связывают модель-
ные параметры и физические свойства компонентов среды.

Горные породы неоднородны на различных масштабах, следовательно,
микроструктура таких сред должна также изучаться на различных масшта-
бах, а математическая модель породы должна отражать главные особенно-
сти строения среды в этих масштабах. Методы ТЭС как раз и предостав-
ляют необходимые связывающие уравнения для вычисления эффективного
тензора упругости для различных модельных параметров и физических ха-
рактеристик компонент среды. Модельные параметры могут быть определе-
ны на образце горной породы или вычислены из других экспериментальных
данных. Знание модельных параметров и физических свойств является необ-
ходимым для определения эффективного тензора упругости таких сред.

В настоящее время существует огромное множество методов ТЭС и порой
трудно выбрать наиболее подходящий метод. В настоящем исследовании про-
анализированы некоторые методы гомогенизации, которые используются на
практике при вычислении эффективных характеристик горных пород. Все
эти методы основаны на подходах, разработанных в микромеханике неодно-
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родных сред. Аналитически и численно показано, что многие методы очень
похожи друг на друга и дают весьма сходные результаты для одинаковых мо-
дельных сред. Демонстрируется, что многие методы могут быть объединены
в одну группу методов с использованием гипотез эффективного поля.

Для демонстрации данного тезиса проведено моделирование реальной
горной породы – песчаника. Существует несколько подходов к параметри-
зации реальной горной породы. Созданы две независимых модели горной
породы и выполнена инверсия для определения их параметров. Известными
характеристиками горной породы считаются скорости продольных и попе-
речных волн материала матрицы, минеральный состав и пористость. Несмот-
ря на то, что рассмотренные модели горной породы имеют различные па-
раметры, были выявлены ряд общих закономерностей. Показано, что при
построении модели необходимо учитывать жесткость контакта минеральных
зерен и органических компонентов породы и степень связанности компонен-
тов породы.

2. Теория

Эффективный тензор упругости статистически однородной среды 𝐶*
определяется следующим выражением:

⟨𝜎(𝑥)⟩ = 𝐶* : ⟨𝜀(𝑥)⟩ , (1)

где ⟨𝜎(𝑥)⟩ и ⟨𝜀(𝑥)⟩ - осредненные по представительному объему среды
поля напряжений и деформаций для настолько большого числа неоднород-
ностей, чтобы имело смысл статистическое усреднение. Методы теории эф-
фективных сред позволяют вычислить эффективный тензор упругости 𝐶*
используя параметры модели.

Практически все методы ТЭС, детальный обзор которых может быть най-
ден в работе [11], используют три модельных предположения, называемых
гипотезами эффективного поля: H1, H2 и H3. Согласно гипотезе H1, каждое
включение в среде имеет эллипсоидальную форму и находится в некотором
эффективном и однородном поле. Гипотеза H2 предполагает, что эффектив-
ное поле в любой точке внутри включения не зависит от поля напряжений
внутри других включений в среде. В терминах теории упругости, гипотеза
H2 называется квази-кристаллической аппроксимацией. Гипотеза H3 пред-
полагает эллиптическую симметрию для распределения включений в сре-
де [7, 15]. Парная корреляционная функция включений обладает эллипти-
ческой симметрией, но пространственный эллипсоид может отличаться от
эллипсоида, определяющего форму включения. В работе [11] показано, что
в статистически однородной среде и с граничными условиями определенного
вида, эффективный тензор упругости не зависит от корреляционного ради-
уса и плотности распределения включений в среде.

Метод Т-матрицы (оптическая потенциальная аппроксимация и когерент-
ная потенциальная аппроксимация) [13], методы эффективного поля [14] и
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методы эффективной среды (метод обобщенного сингулярного приближе-
ния) [2, 7] используют гипотезы эффективного поля в том или ином виде.
Некоторые частные методы, такие как метод Мори-Танака [13] и метод са-
мосогласования [15] также используют гипотезы эффективного поля.

Во всех вышеперечисленных методах, общее интегральное уравнение для
поля деформаций (2) имеет вид (для статистически однородной среды и с
граничными условиями определенного вида):

𝜀(𝑥) = 𝜀(0) +

∫︁
Ω

𝐺(0)(𝑥− 𝑥′)𝛿𝐶(𝑥′)𝜀(𝑥′)𝑑𝑥′, (2)

где 𝜀0 является константой, т.е. определяется граничными условиями.
Этот член определяет поле деформаций, которое бы существовало в среде с
однородными характеристиками 𝐶(𝐿)и соответствующими граничными усло-
виями. 𝐶(𝐿)часто называют телом сравнения. Тензор четвертого ранга 𝐺(𝑟)

представляет собой вторую производную тензора Грина уравнения равнове-
сия для среды со свойствами 𝐶(𝐿) и является обобщенной функцией. Тензор
𝛿𝐶(𝑟) является флуктуацией локального тензора упругости в неоднородной
среде.

Указанные выше гипотезы эффективного поля используются в процес-
се нахождения решения уравнения (2). Так как многие методы используют
уравнение (2) и гипотезы эффективного поля для вывода конечных фор-
мул, многие методы дают одинаковые результаты. Например, для однород-
ной среды с однонаправленными эллипсоидальными включениями, метод
Мори-Танака и метод, предложенный в работе [15], приводят к одному и
тому же эффективному тензору упругости. Более того, конечные форму-
лы расчета эффективного тензора упругости метода Т-матрицы могут быть
полностью переписаны без каких-либо упрощений в нотации, используемой
в микромеханике. В этом случае, Т-матрица в выражениях может быть за-
менена на тензор концентрации свернутый с тензором флуктуаций (разность
между упругими свойствами матрицы и включений). Можно показать, что
многие методы, которые используют уравнение (2) и гипотезы эффективного
поля, могут быть переформулированы друг в друга. Таким образом, для мо-
делирования эффективного тензора упругости реальных сред, важнейшим
является не выбор конкретного метода ТЭС, а выбор шаблона модели среды
модельных параметров.

Выражение (2) является общим для всей механики микронеоднородных
сред. Важно, что формула (2) имеет ту же форму, что и уравнение Липпмана-
Швингера, известное в квантовой теории рассеяния. Один из подходов к ре-
шению данного уравнения, это использование ряда Дайсона:

𝜀(𝑥) = 𝜀(0) + �̄�𝛿𝐶𝜀(0) + �̄�𝛿𝐶�̄�𝛿𝐶𝜀(0) + · · · , (3)

Аналогичное выражение можно записать с использованием Т-матрицы 𝑇 :
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𝑇 =
∑︁
𝑟

𝑡(𝑟)𝜃(𝑟)+
∑︁
𝑟

∑︁
�̸�=𝑟

𝑡(𝑟)𝐺(𝑟𝑢)𝑡(𝑢)+
∑︁
𝑟

∑︁
�̸�=𝑟

∑︁
𝑣 ̸=𝑢

𝑡(𝑟)𝐺(𝑟𝑢)𝑡(𝑢)𝐺(𝑢𝑣)𝑡(𝑣)+ · · · . (4)

Каждый последующий член в правой части выражения (4) учитывает
взаимодействие включений более высокого порядка. Выражение (4) описы-
вает рассеяние в типичной системе многих тел. Однако, как было показано в
работе [12], при выводе выражений (2) и (3) уже использовались некоторые
гипотезы. Таким образом, выражения (2) и (3) не являются точными. Более
правильной альтернативой уравнению (2) является следующее выражение:

𝜀(𝑥) = 𝜀(0) +

∫︁
Ω

𝐺(0)(𝑥− 𝑥′) [𝛿𝐶(𝑥′)𝜀(𝑥′)− ⟨𝛿𝐶𝜀⟩] 𝑑𝑥′ (5)

Основное отличие (5) от (2) в операции центрирования, оригинально пред-
ложенной в работе [7]. Рассматриваемые в данной работе методы основаны
на уравнениях (2)–(4), следовательно, детальное изучение фундаментальных
проблем микромеханики в виде уравнения (5) выходит за рамки данной рабо-
ты. Однако мы хотели бы отметить важность данной проблемы для будущих
исследований.

3. Пример вычисления эффективного тензора
упругости реальной среды

Для верификации предложенных выводов, были независимо построены
две модели горной породы – песчаника. Модельная среда показана на рисун-
ке 1. Известные свойства породы – скорости продольных и поперечных волн
минеральных компонентов, минеральный состав и объем порового простран-
ства. Первая математическая модель породы была построена в два этапа. На
каждом этапе был использован метод Т-матрицы (Оптическая Потенциаль-
ная Аппроксимация) с телом сравнения. В данной модификации метода Т-
матрицы, была учтена связанность порового пространства с использованием
специального параметра [1, 9]. Пространственное распределение включений
было также учтено.

На первом шаге построения модели, поры (2% от объема породы) были
помещены в минеральную матрицу, которая представляет собой смесь раз-
личных минералов. Поры представляли собой сферические включения. В
результате первой ступени моделирования, эффективный тензор упругости
“материал 1а” был получен. Независимыми параметрами на этом шаге были
скорости упругих волн в матрице породы и параметр, описывающий связан-
ность включений. Во втором шаге моделирования, изолированные удлинён-
ные частицы глинистых минералов были помещены в “материал 1а”. Тензор
упругости глинистых минералов был взят из работы [10]. В результате второй
ступени моделирования, эффективный тензор упругости породы-песчаника
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Рис. 1: Шлиф (срез) горной породы - песчаника (слева) и математическая
модель (справа). Эллипсоидальные включения представляют собой удлинен-
ные частицы глинистых минералов. Сферы и трещины представляют собой
два типа пустотного пространства в среде.

был вычислен. Неизвестными параметрами модели на втором шаге явля-
ются аспектное отношение частиц глинистых минералов, аспектное отноше-
ние двух-точечной корреляционной функции, описывающей пространствен-
ное расположение включений и параметр жесткости контакта включений.

Таким образов, в первой модели всего пять неизвестных параметров. Ин-
версия была произведена с помощью алгоритма решения обратной задачи
(т.е. минимизации функционала) с ограничениями на условия. Полученные
параметры модели: связанность порового пространства 0.85; аспектное отно-
шение глинистых минералов 0.26; аспектное отношение двух-точечной кор-
реляционной функции 0.52; параметр жесткости включений 0.36; скорость
продольных волн в матрице породы 5.44 км/с.

Вторая математическая модель горной породы была построена также в
два этапа, но с существенными отличиями. На всех стадиях моделирования
использовался метод обобщенного сингулярного приближения (ОСП). В этом
методе возможно неявно учесть связанность включений при моделировании
используя специальный параметр.

На первом шаге построения модели, изолированные удлиненные части-
цы глинистых минералов были помещены в минеральную матрицу, которая
представляет собой смесь различных минералов. В этой модели был также
использован анизотропный тензор упругости глинистых минералов [10]. Ас-
пектное отношение включений глинистых минералов было задано равным
0.08 (оценка получена на основании микроскопического анализа шлифа по-
роды). В результате был получен эффективный тензор упругости “материал
1б”. Неизвестными параметрами на этом шаге были скорости упругих волн
в матрице породы. Во втором шаге, поры двух типов были помещены в “ма-
териал 1б”. Поры первого типа были ориентированы хаотически. Второй тип
пор представлял собой ориентированные трещины. В результате второй сту-
пени моделирования, эффективный тензор упругости породы-песчаника был
посчитан. Независимые параметры во втором шаге были аспектное отноше-
ние хаотически ориентированных пор, аспектное отношение трещин, пара-
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метр связанности пор и объем трещин.
Таким образом, в данной модели всего 6 независимых параметров. Ис-

пользовался аналогичный метод инверсии путем минимизации функционала
с ограничениями на параметры поиска. Параметры модели были усреднены
среди всех найденных решений. Параметры модели (rms в скобках): аспект-
ное отношение хаотически ориентированных пор 0.67 (0.23); аспектное отно-
шение трещин 0.01 (0.001); параметр связанности пустотного пространства
0.1 (0.1); трещинная пористость 0.06 (0.06) %; скорости продольных и попе-
речных волн 5.04 (0.15) и 3.27 (0.04) км/с, соответственно. Две модели пока-
зывают одинаковые параметры инверсии (различие параметров менее 10%)
в пределах изменения пустотного пространства модели от 0 до 5%. Для боль-
ших значений пористости модели показывают более существенное различие
параметров, следовательно, необходимы дополнительные исследования.

Рис. 2: Сравнение двух моделей, построенных методом Т-матрицы и Обоб-
щенного Сингулярного приближения. Вертикальная ось представляет собой
скорости продольных волн, посчитанных по данным эффективного тензора
упругости для каждой модели. Различие вертикальных и горизонтальных
скоростей волн обусловлено анизотропией среды (смотри [8]). Показано, что
при пористости от 0 до (примерно) 5.5% модели показывают близкие значе-
ния скоростей продольных волн. Однако, при пористости более 5.5% (справа
от красной вертикальной пунктирной лини) различие моделей становится
очень явным.

4. Заключение

Многие методы теории эффективных сред основаны на уравнении (1) и
используют гипотезы эффективного поля. При этом, различные методы по-
казывают одни и те же результаты для одинаковых моделей. Получается,
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что выбор метода не являются определяющим. С другой стороны, модель-
ная среда и выбор параметров модели являются основными факторами в
построении математических моделей реальных сред.

Для подтверждения приведенных выше выводов, были построены две мо-
дели реальной среды – горной породы, которая представляла собой порово-
трещиноватый песчаник. Две сконструированные модели обладают разными
параметрами. Однако были отмечены общие тенденции в моделировании ре-
альных сред: 1) необходимость введения параметров, определяющих жест-
кость контакта минеральных зерен и 2) необходимость введения параметра,
описывающего связанность компонентов модельной среды.

При этом необходимо постоянно помнить, что все используемые методы
ТЭС основываются на модельных предположениях — гипотезах эффектив-
ного поля — и используют асимптотические методы оценки, а потому нуж-
даются в верификации на основании численных методов. В настоящее время
нами ведутся работы по сопоставлению оценок, получаемых методами ТЭС,
с результатами конечно-элементного расчёта напряжённо-деформированного
состояния полиминерального пористого композита с использованием CAE
FIDESYS [3, 4, 5, 6].
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