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Аннотация

В статье приводится конечно-элементный анализ локализации пла-
стических деформаций в области разрушения модельного диска при
вращении. При определенной угловой скорости вращения диска экспе-
риментально замечается «утяжка». Данный эффект возникает при по-
тери материальной устойчивости, является аналогом известного обра-
зования «шейки» при растяжении образцов. В силу конечности наблю-
даемых экспериментальных перемещений и для обнаружения эффекта
«утяжки» в численном эксперименте уравнения равновесия интегри-
руются с учетом конечности деформаций. Модельный расчет прове-
ден в квазистатической постановке с пошаговым увеличением частоты
вращения. Пластическое поведение металллического сплава материала
диска описывается согласно предельной поверхности Губера-Мизеса.

1Абрамов Сергей Михайлович, член-корреспондент Российской академии на-
ук, директор Института программных систем имени А. К. Айламазяна РАН,
sergey.a.amelkin@gmail.com

2Амелькин С. А., руководитель исследовательского центра системного анализа Инсти-
тута программных систем имени А. К. Айламазяна РАН, sergey.a.amelkin@gmail.com

3Клюев Леонид Владимирович, генеральный директор ООО ИММЕРС,
l.klyuev@immers.ru

4Крапивин Кирилл Юрьевич, ведущий программист-алгоритмист ООО Фидесис,
krapivin@saldlab.com

5НожницкийЮрий Александрович, заместитель генерального директора Государствен-
ного научного центра Федеральное государственное унитарное предприятие «Централь-
ный институт авиационного моторостроения имени П. И. Баранова» — начальник отделе-
ния «Динамика и прочность авиационных двигателей», nozhnitsky@ciam.ru

6Серветник Антон Николаевич, начальник сектора Государственного научного центра
Федеральное государственное унитарное предприятие «Центральный институт авиацион-
ного моторостроения имени П. И. Баранова», servetnik@ciam.ru

7Чичковский А. А., директор по развитию ООО ИММЕРС, chaa14@gmail.com



16 С. М. АБРАМОВ, С. А. АМЕЛЬКИН, Л. В. КЛЮЕВ. . .

Материальные параметры, используемые в расчете определены из экс-
периментальной кривой растяжения образца. Определяющие упруго-
пластические соотношения записаны в конечных деформациях с муль-
типликативной декомпозицией деформационного градиента на упру-
гую и пластическую компоненты. При полностью пластическом дефор-
мировании металлов в силу постоянства первого инварианта пластиче-
ских деформаций процесс деформирования близок к изохорному. В та-
ких случаях линейные изопараметрические конечные элементы прояв-
ляют эффект «объемного локинга», искажающий численный результат.
В силу этого в вычислениях используем двадцати-узловые объемные
конечные элементы второго порядка, которые указанной особенностью
не обладают Вычисления проведены на аппаратно — программном ком-
плексе ИММЕРС — Фидесис. Исследована энерго- и шумо- эффектив-
ность кластера в распределенных вычислениях. В заключении статьи
приводятся сравнение численных результатов с экспериментальными
данными и уровень энерго-эффективности кластера.

Ключевые слова: конечно-элементный анализ, мультипликативная
пластичность, конечные деформации, высокопроизводительный вычис-
лительный кластер.
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Abstract

The paper presents a finite element analysis of the localization of
plastic deformations in the region of fracture of the model disk during
rotation. At a certain angular velocity of rotation of the disk, an "ejection"is
observed experimentally. This effect occurs when the material stability
is lost, is analogous to the known "necking"in the specimen tension. In
view of the finiteness of the observed experimental displacements and
for the detection of the "tightening"effect in a numerical experiment,
the equilibrium equations are integrated taking into account the finite
deformations. The model calculation was carried out in a quasi-static
setting with a step-by-step increase in the rotational speed. The plastic
behavior of the metal alloy of the disk material is described according
to the Huber-Mises limit surface. The material parameters used in the
calculation are determined from the experimental tension curve of the
sample. Elasto-plastic governing relations are used in finite deformations
with a multiplicative decomposition of the deformation gradient into the
elastic and plastic components. In fully plastic deformation of metals, due
to the constancy of the first invariant of plastic deformations, the process of
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deformation is close to isochoric. In such cases, linear isoparametric finite
elements show the effect of “volumetric locking which distorts the numerical
result. Therefore, in calculations we use twenty-node volume finite elements
of the second order, which have no specific feature. The calculations were
carried out on the IMERS-Fidesis hardware-software complex. The energy
and noise efficiency of a cluster in distributed computations is studied. The
article concludes by comparing the numerical results with the experimental
data and the energy efficiency level of the cluster.

Keywords: finite-element analysis, multiplicative plasticity, finite strains,
HPC cluster.

Bibliography: 18 titles.

1. Введение

Определение разрушающих частот вращения и остаточных удлинений
дисков газотурбинных двигателей (ГТД) является обязательным требовани-
ем при их проектировании и сертификации [1]. С этой целью обычно прово-
дят разгонные испытания дисков или роторов на специальных установках [2].
Задача замены части испытаний расчетом на основе математической модели
является актуальной в связи с необходимостью сокращения финансовых и
временных затрат на испытания.

В последние годы при активном развитии численных методов, в част-
ности метода конечных элементов [11, 12], стало возможным исследовать
несущую способность дисков сложной конфигурации, использовать 3D рас-
четные схемы совместно с теорией пластического течения [3, 4]. Основной
идеей моделирования является квазистатический пошаговый расчет диска
при увеличении внешней нагрузки на расчетную модель. Для большинства
конструкционных сплавов, используемых при изготовлении дисков ГТД, дан-
ный процесс сопровождается развитием больших пластических деформаций
вплоть до разрушения.

В данной работе на основании использования промышленной системы
прочностного инженерного анализа CAE Fidesys [9, 13, 16, 17] выполнено
моделирование процесса раскрутки модельного диска под действием посте-
пенно увеличивающейся центробежной нагрузки с учетом физической и гео-
метрической нелинейностей [14, 15]. Для проверки работоспособности модели
выполнено сопоставление расчетных удлинений наружного диаметра модель-
ного диска с экспериментальными данными.

Задача решена на высокопроизводительном вычислительном кластере
Иммерс [10] на основе системы погружного жидкостного охлаждения, позво-
ляющей повысить плотность установки вычислительных узлов, существенно
снизить уровень шума работающего кластера, а также обеспечить мобиль-
ность решения.
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2. Постановка задачи

Математическая постановка задача включает в себя систему уравнений
равновесия:

div𝜎 + 𝑓 = 0

Запишем уравнения равновесия в слабой формулировке. В условиях ко-
нечности деформаций они выглядят так:

𝐾𝑇𝑑𝑢 = 𝑓 −
∫︁
𝜔

𝐵𝑇𝜎𝑑𝜔

где

𝐾𝑇 =

∫︁
𝜔

𝐵𝑇
𝑎𝐷𝑇𝐵𝑏𝑑𝜔 +

∫︁
𝜔

𝑁𝑎,𝑖𝜎𝑖𝑗𝑁𝑏,𝑗𝑑𝜔 — касательная матрица жесткости,

𝑓 =

∫︁
𝜔

𝑁𝑇
𝑎 𝜚𝑏𝑑𝜔 +

∮︁
𝛾

𝑁𝑎𝑡𝑑𝛾 — вектор внешних сил.

Полученная система нелинейных уравнений решается методом Ньютона-
Рафсона [11, 12].

Для связи напряжений с деформациями используются гиперупругопла-
стические определяющие соотношения, где деформационный градиент запи-
сывается в виде мультипликационной декомпозиции упругой и пластической
компонент, 𝐹 = 𝐹𝐸𝑒𝐹 𝑝. Неогуковский материал с разделением на объемное
изменение и сдвиг:

𝜏 =
𝐾

2
𝐽𝑒

(︂
𝐽𝑒 − 1

𝐽𝑒

)︂
+ 𝜇𝑑𝑒𝜈[𝑏̄𝑒]

где 𝐾, 𝜇 — упругие постоянные,

𝑏̄𝑒 = 𝐽𝑒−
2
3 𝑏̄𝑒,

𝑏̄𝑒 = 𝐹 𝑒𝐹 𝑒𝑇 = 𝐹𝐶𝑝−1𝐹 𝑇 — правый тензор упругих деформаций Коши-
Грина,

𝐶𝑝 = 𝐹 𝑝𝑇𝐹 𝑝 — левый тензор пластических деформаций Коши-Грина,
𝐽𝑒 = 𝑑𝑒𝑡 [𝐹 𝑒].
Используется классическое условие текучести Губера - Мизеса, записан-

ное в терминах напряжений Кирхгоффа:

𝑓𝑦 = ||𝑑𝑒𝑣[𝜏 ]|| − 𝑠𝑞𝑟𝑡
2

3
(ℎ(𝛼) + 𝜎𝑦) > 0

с мультилинейной функцией изотропного упрочнения

ℎ(𝛼) =
∑︁
𝑘

𝐸𝑇𝑘
Δ𝛼𝑘.
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Замыкающими уравнениями являются условия Куна-Таккера, из кото-
рых определяется множитель совместности 𝛼:

𝑓𝑦 6 0, 𝛼̇ > 0, 𝛼̇𝑓𝑦(𝛼) = 0.

Тангенциальные модули 𝐸𝑇 определяются непосредственно из истинной
диаграммы деформирования.

Обновление напряжений на каждом временном шаге также как и для
”малых деформаций” осуществляется по алгоритму ”радиального возврата”
[8]:

𝐶̇𝑝−1
= 𝛼̇ 2

3
𝑡𝑟(𝑏̄𝑒)𝐹−1𝑛𝐹, 𝑛 = 𝑑𝑒𝑣[𝜏 ]

||𝑑𝑒𝑣[𝜏 ]|| — ассоциированный с условием теку-
чести закон течения,

𝑑𝑒𝑣[𝜏𝑛+1] = 𝑑𝑒𝑣[𝜏 *𝑛+1]− 2𝜇Δ𝛾𝑛,

𝜇̄ = 𝐼𝑒𝑛+1, 𝐼
𝑒
𝑛+1 =

1
3
𝑡𝑟
[︀
𝑏̄𝑒

*
𝑛+1

]︀
,

𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛 +
√︁

2
3
Δ𝛾.

Компоненты линеаризованной тангенциальной матрицы 𝐷𝑒𝑝
𝑇 = 𝜕𝜎

𝜕𝜀
, свя-

занные с алгоритмом «радиального возврата» вычисляются на каждой ите-
рации, что обеспечивает квадратичную сходимость.

Используются 20-ти узловые гексаэдральные элементы 2-го порядка се-
рендипового семейства. Для них функции формы элемента [12] записываются
следующим образом:

𝑁 = 1
8
(1 + 𝜉𝑖𝜉) (1 + 𝜂𝑖𝜂) (1 + 𝜁𝑖𝜁) (𝜉𝑖𝜉 + 𝜂𝑖𝜂 + 𝜁𝑖𝜁 − 2) — в вершинах

𝑁 = 1
8
(1− 𝜉2) (1 + 𝜂𝑖𝜂) (1 + 𝜁𝑖𝜁),

𝑁 = 1
8
(1− 𝜂2) (1 + 𝜉𝑖𝜉) (1 + 𝜁𝑖𝜁),

𝑁 = 1
8
(1− 𝜁2) (1 + 𝜉𝑖𝜉) (1 + 𝜂𝑖𝜂) — в центрах ребер.

3. Объекты исследования и расчетная модель

Объектами исследования являлись две заготовки диска, отрезанные от
прутка диаметром 330 мм из стали ЭИ961-ш. Из первой заготовки был изго-
товлен модельный диск для разгонных испытаний (рисунок 1а), а из второй
– десять цилиндрических образцов для испытаний на разрыв для построения
функции упрочнения.

Разгонные испытания диска проводились при нормальной температуре в
один этап до разрушения на фрагменты. В процессе проведения испытания
выполнялись записи частоты вращения и удлинения наружного диаметра
диска по методу, описанному в работах [2, 5]. Объект разрушился при часто-
те вращения 24282 об/мин, при этом удлинение наружного диаметра диска в
момент разрушения составило 4,4 мм. На рисунке 1б) показан разрушивший-
ся модельный диск. Первичное разрушение произошло по цилиндрическому
сечению на радиусе R=55 мм.

Оценка несущей способности диска по теории предельного равновесия [6]
показала, что разрушение диска наступает в цилиндрическом сечении на ра-
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диусе R=56 мм при частоте вращения 23100 об/мин, что удовлетворительно
совпадает с результатами испытаний.

a) б)

Рис. 1: Эскиз модельного диска (а) и характер его разрушения (б)

Испытания образцов на разрыв проводились в соответствии с ГОСТ 1497-
84 при нормальной температуре с непрерывной записью диаграммы дефор-
мирования до момента начала образования «шейки» в образце (рисунок 2а).
Построенная по средним значениям механических характеристик условная
кривая деформирования представлена на рисунке 2б. Штриховой линией по-
казан участок диаграммы растяжения после начала образования «шейки».

а) фото образца после разрыва б) диаграмма растяжения

Рис. 2: Результаты испытаний на разрыв образца из стали ЭИ961-ш

Расчетная модель диска представляет собой сектор с углом в основании
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90∘ (рисунок 3). По меридиональным сечениям сектора задано граничное
условие в виде равенства нулю окружных перемещений. К каждому узлу
расчетной модели прикладывалась центробежная сила, пропорциональная
квадрату частоты вращения и текущему радиусу, 𝑓 = 𝜌𝜔2𝑟⃗. Для построения
функции упрочнения было выполнено перестроение условной кривой дефор-
мирования в истинную в соответствии с допущением о постоянстве объема
рабочей части образца до и после пластического деформирования [7].

Рис. 3: КЭ сетка модельного диска

4. Особенности расчета на высокопроизводитель-
ном кластере ИММЕРС

Как показано на рисунке 3, расчетная сетка для проведения численно-
го эксперимента состоит из большого числа элементарных ячеек. Для каж-
дой ячейки независимо проводятся расчеты, поэтому максимальной скорости
вычислений можно достичь при использовании мультипроцессорных систем.
Вычислительная эффективность алгоритма расчета определяется формулой
Амдала [18], однако увеличение количества процессоров влечет экспоненци-
альный рост энергозатрат. Использование современных суперкомпьютерных
систем для задач математического моделирования сложных систем нераз-
рывно связано с проблемой высокой энергоемкости вычислений. Энергоем-
кость вычислений в настоящее время не превышает 10 Гфлопс/Вт, а PUE
вычислителей с воздушными системами охлаждения не менее 1,35, что при
максимальной вычислительной эффективности алгоритмов расчета интен-
сивности вычислений приводит к необходимости обеспечивать мощность вы-
числительной машины на уровне 65 – 70 кВт. Учитывая, что вся потребля-
емая вычислительная мощность рассеивается центром обработки данных в
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виде тепла, можно рассматривать такой суперкомпьютер, как источник теп-
лового загрязнения. Поэтому поиск возможности увеличения энергетической
эффективности вычислительных установок – актуальная задача, которая мо-
жет быть решена как за счет использования инновационных систем охлажде-
ния, так и за счет увеличения плотности расположения тепловыделяющих
вычислительных плат.

5. Результаты расчета

Одним из характерных наблюдаемых в натурных экспериментах явле-
ний, возникающих непосредственно перед разрушением диска, является ло-
кализованная «утяжка» диска, являющаяся аналогом «шейки» в образце и
характеризующаяся развитием нелинейной упругопластической неустойчи-
вости. Для моделирования данного эффекта выполнено большое количество
шагов нагружения (с постепенно увеличивающейся частотой вращения дис-
ка) и итераций нелинейного алгоритма (метода Ньютона-Рафсона) в рамках
каждого шага. При этом ввиду высокой нелинейности задачи пришлось за-
действовать прямой решатель систем линейных алгебраических уравнений,
который является наиболее требовательным к вычислительным ресурсам.

Результаты расчета удлинений наружного диаметра модельного диска и
их сопоставление с экспериментальными данными представлены на рисун-
ке 4. Видно, что кривые прекрасно согласуются между собой. Начиная с
частоты вращения 20000 об/мин происходит существенное изменение скоро-
сти роста удлинений модельного диска, а при приближении к разрушающей
частоте вращения зависимость близка к вертикальной линии. При частоте
вращения 𝜔 = 24375 об/мин, близкой к разрушению, максимальные пласти-
ческие деформации локализуются на радиусе диска R = 50–60 мм с обра-
зованием «утяжки» (рисунки 5 и 6), что согласуется с зоной разрушения
модельного диска.

Проведенные расчеты диска на вычислительном кластере ИММЕРС [10],
показали, что при сохранении интенсивности вычислительного процесса за-
траты энергии снижаются более, чем на 25%. Таким образом, погружные
системы ИММЕРС обеспечивают величину PUE не превышающую 1,05.

6. Заключение

В результате апробации программно-аппаратного комплекса на основе
CAE Fidesys и технологий ИММЕРС была решена задача моделирования
развития больших пластических деформаций во вращающемся модельном
диске. Результаты расчетов с использованием моделей физической и геомет-
рической нелинейностей показали отличную сходимость с эксперименталь-
ными данными.
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Рис. 4: Расчетная и экспериментальная кривые удлинения наружного диа-
метра модельного диска в зависимости от частоты вращения

Рис. 5: Распределение пластических деформаций в диске при частоте враще-
ния 𝜔 = 24375 об/мин (размерность на шкале — отн.ед.)
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Рис. 6: Распределение осевых перемещений в модельном диске при частоте
вращения 𝜔 = 24375 об/мин (размерность на шкале — м)
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