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Аннотация

Рассмотрены такие обобщения конформных преобразований почти контактных мет-
рических многообразий, как обобщенные конформные преобразования, 𝑓 -преобразования,
обобщенные 𝑓 -преобразований почти контактных метрических структур.Приведены ком-
поненты тензорных полей почти контактной метрической структуры в А-реперах. Дано вы-
ражение компонент тензора аффинной деформации римановой связности для обобщенного
конформного преобразования почти контактного метрического многообразия. Установле-
но, что ни один из шести структурных тензоров почти контактного метрического многооб-
разия относительно этого преобразования не инвариантен. Далее выявлены структурные
тензоры, инвариантные относительно 𝑓 -преобразований — частного случая обобщенных
конформных преобразований почти контактных метрических структур.Это второй, тре-
тий и пятый структурные тензоры. Для тех структурных тензоров, которые не инвари-
антны в общем случае, получены условия их инвариантности. После этого рассмотрен во-
прос об инвариантности тех же структурных тензоров при обобщенных 𝑓 -преобразованиях.
Установлено, что второй структурный тензор инвариантен относительно рассматриваемых
преобразований, третий и пятый тензоры являются относительными инвариантами,то есть
инвариантно их обращение в ноль, а для первого структурного тензора получено условие
инвариантности относительно обобщенного 𝑓 -преобразования почти контактных метриче-
ских структур.
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THE INVARIANTS OF GENERALIZED
𝑓-TRANSFORMATIONS FOR ALMOST CONTACT METRIC

STRUCTURES
A. V. Nikiforova (Moscow)

Abstract

In this paper we consider such generalizations of conformal transformations for contact
metric manifolds as generalized conformal transformations, 𝑓 -transformations, generalized 𝑓 -
transformations. Components of tensor fields for almost contact metric structure are given.
These components are found in A-frame. Components for the tensor of affine deformation
by Riemannian connection are calculated in this paper.We study six structure tensors of
almost contact metric manifold.They are not invariant under generalized conformal trans-
formations.We consider a particular case of the generalized conformal transformation, i.e. 𝑓 -
transformation, third, fifth structure tensors are invariant under this transformation. Conditions
of invariance for other structure tensors are received. The invariance of six structure tensors
under generalized 𝑓 -transformations is studied. The second structure tensor is invariant under
the generalized 𝑓 -transformation. Vanishing of third and fifth structure tensors is invariant
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under this transformation.We got the conditions of invariance under these transformations for
first structured tensor under generalized 𝑓 -transformation.

Keywords: 𝑓 -transformation, almost contact metric structure, structured tensors.
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1. Введение

Конформные преобразования псевдо-римановых многообразий являются классическим
объектом изучения многомерной дифференциальной геометрии. Такие преобразование рас-
сматривались в работах Б. Римана, Г. Вейля и др. Под ними понимается переход от псевдо-
римановой метрики 𝑔 к метрике 𝑔 по формуле 𝑔 = 𝑒2𝑓𝑔, где 𝑓 — гладкая на многообра-
зии функция. Позже, в связи с активными исследованиями пост римановых многообразий
и псевдо-римановых многообразий, наделенных дополнительными структурами, стали акту-
альны исследования обобщений конформных преобразований. Например, в работе Л. Смол-
ли [1] рассмотрены расширенные конформные преобразования пространства Картана–Вейля.
В работе Б. Н. Фролова [2] классические конформные преобразования были перенесены на
пространство Римана–Картана, и названы конформными 𝜎-преобразованиями. Другие виды
обобщений конформных преобразований используются в работах [3],[4], [5].

Классическими примерами римановых многообразий, наделенных дополнительными
структурами, являются почти эрмитовы и почти контактные метрические многообразия.

В начале 50-х годов двадцатого века в работе [6] Дж. Грея было введено понятие почти
контактного метрического многообразия. Почти контактные метрические структуры инду-
цируются на пространствах главных тороидальных расслоений над почти эрмитовыми мно-
гообразиями, а также на гиперповерхностях почти эрмитовых многообразий. Исследовани-
ем конформных преобразований почти контактных метрических структур занимались Чиней
и Марреро [7], Ольчак [8], Кириченко и Левковец [9], и другие.

Кроме римановой метрики, на почти контактном метрическом многообразии определены
еще три структурных тензорных поля. Чтобы при конформном преобразовании римановой
метрики новое многообразие получилось почти контактным метрическим, надо сохранить со-
гласованность структурных тензорных полей в преобразованном многообразии, для чего кон-
формное преобразование необходимо определить по-другому. А именно (см. например [10],
[11]): 𝑔 = 𝑒2𝑓𝑔, Φ̃ = Φ, 𝜉 = 𝑒−𝑓𝜉, 𝜂 = 𝑒𝑓𝜂 .

Если же положить тензорные поля Φ, 𝜉 и 𝜂 инвариантными относительно некоторого пре-
образования, то условия согласованности удается сохранить, например, при преобразовании
метрики 𝑔 по формуле 𝑔(𝑋,𝑌 ) = 𝑒2𝑓𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌 ) + 𝜂𝑋𝜂𝑌. Такие преобразования называются
𝑓 -преобразованиями. Они были рассмотрены Е. В. Родиной в [12] и являются частным слу-
чаем более общего преобразования, введенными Л. А. Игнаточкиной в [13] — обобщенных
конформных преобразований при 𝜂 = 𝜂.

2. Тензорные поля почти контактной метрической структуры

Пусть 𝑀 — гладкое многообразие.
Четверка тензорных полей (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔), где Φ тензорное поле типа (1,1), 𝜉 — векторное поле,

𝜂 — дифференциальная 1-форма, 𝑔 — риманова метрика, удовлетворяющая соотношениям

1)Φ2 = −𝑖𝑑+ 𝜉 ⊗ 𝜂; 2) Φ(𝜉) = 0; 3) 𝜂 ∘ Φ = 0; 4) 𝜂(𝜉) = 1;

5) 𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 )− 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ), (1)
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где 𝑋 и 𝑌 — векторные поля, называется почти контактной метрической структурой на
многообразии 𝑀 .

Гладкое многообразие 𝑀 , на котором фиксирована почти контактная метрическая струк-
тура, называется почти контактным метрическим многообразием.

Пусть 𝑚 ∈𝑀 — произвольная фиксированная точка гладкого многообразия 𝑀 , 𝑇𝑚(𝑀) —
касательное пространство в этой точке.

Рассмотрим два отображения

≪: 𝑇𝑚(𝑀) → 𝑇𝑚(𝑀); m : 𝑇𝑚(𝑀) → 𝑇𝑚(𝑀),

которые задаются формулами

≪= −Φ2
𝑚; m = 𝜉𝑚 ⊗ 𝜂𝑚,

где Φ𝑚 = Φ(𝑚), 𝑚 ∈𝑀 — значение тензорного поля Φ, рассматриваемого как гладкое сечение
векторного расслоения тензоров типа (1,1), в точке 𝑚. Это тензор типа (1,1) на касательном
пространстве 𝑇𝑚(𝑀). Аналогичным образом определяются тензоры 𝜉𝑚 (вектор) и 𝜂𝑚 (ковек-
тор).

Отображения ≪ и m являются R-линейными и представляют собой взаимно дополнитель-
ные проекторы, такие, что векторное пространство 𝑇𝑚(𝑀) распадается в прямую сумму их
образов, то есть в нашем случае

𝑇𝑚(𝑀) = L𝑚 ⊕M𝑚,

где введены обозначения ℑ ≪= L𝑚; ℑm = M𝑚.

При этом подпространство M𝑚 одномерно, а подпространство L𝑚 является четномерным.
Напомним, что модуль векторных полей X(𝑀) распадается в прямую сумму распределений
площадки которых для каждой точки 𝑚 ∈𝑀 совпадают с M𝑚 и L𝑚 соответственно. Распре-
деления M и L называются первым и вторым фундаментальным распределениями соответ-
ственно [14].

Система (𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂), состоящая из собственных векторов комплексификации тензора Φ𝑚 —
оператора ΦC

𝑚, отвечающих собственным значениям 𝑖 и −𝑖 соответственно,образует базис ком-
плексификации LC

𝑚. Добавим к этой системе вектор 𝜉𝑚, который также будем обозначать 𝜀0.
Тогда система векторов

(𝜉𝑚 ≡ 𝜀0, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂) (2)

будет образовывать базис комплексификации 𝑇C
𝑚(𝑀) касательного пространства 𝑇𝑚(𝑀). Он

называется адаптированным базисом, или короче А-базисом. Будем считать, что индексы
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, . . . пробегают значения 1, . . . , 𝑛, индексы 𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ, . . . пробегают значения 0, 1, . . . , 2𝑛 и
𝑎̂ = 𝑎+ 𝑛. Тогда А-базис коротко можно обозначить следующим образом: (𝜀𝑖).

Назовем А-репером набор 𝑝 = (𝑚, 𝜀𝑖), где 𝑚 ∈ 𝑀 , (𝜀𝑖) — А-базис в комплексификации
𝑇C
𝑚(𝑀) касательного пространства 𝑇𝑚(𝑀). Компоненты {Φ𝑖𝑗}; {𝜉𝑖}; {𝜂𝑖}; {𝑔𝑖𝑗} тензорных по-
лей (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔) почти контактной метрической структуры в А-реперах имеют следующий вид:

Φ0
0 = 0; Φ0

𝑎 = Φ𝑎0 = 0; Φ0
𝑎̂ = Φ𝑎̂0 = 0; Φ𝑎

𝑏̂
= Φ𝑎̂𝑏 = 0; Φ𝑎𝑏 = 𝑖𝛿𝑎𝑏 ; Φ

𝑎̂
𝑏̂
= −𝑖𝛿𝑏𝑎; (3)

𝜉0 = 1; 𝜉𝑎 = 𝜉𝑎̂ = 0; 𝜂0 = 1; 𝜂𝑎 = 𝜂𝑎̂ = 0;

𝑔00 = 1; 𝑔𝑎0 = 𝑔0𝑎 = 0; 𝑔0𝑎̂ = 𝑔𝑎̂0 = 0; 𝑔𝑎𝑏 = 𝑔𝑎̂𝑏̂ = 0; 𝑔𝑎̂𝑏 = 𝑔𝑏𝑎̂ = 𝛿𝑎𝑏 .
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3. Обобщенные конформные преобразования почти контактных
метрических многообразий и их инварианты

Пусть М,(Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔) — почти контактное метрическое многообразие. Рассмотрим на этом
многообразии новую четверку (Φ̃, 𝜉, 𝜂, 𝑔), где

𝜂 — произвольная 1-форма, такая что 𝜂(𝜉) ̸= 0;

𝜉 = (𝜂(𝜉))−1𝜉;

Φ̃ = Φ− (𝜂 ∘ Φ)⊗ 𝜉;

𝑔 = 𝑒2𝑓 (𝑔 − 𝜂 ⊗ 𝜂) + 𝜂 ⊗ 𝜂. (4)

Здесь 𝑓 — произвольная, гладкая на 𝑀 , функция. Переход от четверки (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔) к (Φ̃, 𝜉, 𝜂, 𝑔)
называется обобщенным конформным преобразованием почти контактного метрического
многообразия М.

Применив основную теорему римановой геометрии для метрики 𝑔 при вычислении тензора
аффинной деформации обобщенных конформных преобразований 𝑇 (𝑋,𝑌 ) = ∇̃𝑋𝑌 −∇𝑋𝑌 , где
∇ и ∇̃ — римановы связности метрик 𝑔 и 𝑔,получили следующий результат:

2𝑔(𝑇 (𝑋,𝑌 ), 𝑍) = 2𝑒2𝑓𝛽𝑋𝑔(𝑌,𝑍) + 2𝑒2𝑓𝛽𝑌 𝑔(𝑍,𝑋)− 2𝑒2𝑓𝛽𝑍𝑔(𝑋,𝑌 )−
− 2𝑒2𝑓𝑋(𝑓)𝜂𝑌 𝜂𝑍 − 𝑒2𝑓∇𝑋𝜂𝑌 𝜂𝑍 − 𝑒2𝑓𝜂𝑌∇𝑋𝜂𝑍 +∇𝑋𝜂𝑌 𝜂𝑍 + 𝜂𝑌∇𝑋𝜂𝑍−
− 2𝑒2𝑓𝑌 (𝑓)𝜂𝑍𝜂𝑋 − 𝑒2𝑓∇𝑌 𝜂𝑍𝜂𝑋 − 𝑒2𝑓𝜂𝑍∇𝑌 𝜂𝑋 +∇𝑌 𝜂𝑍𝜂𝑋 + 𝜂𝑍∇𝑌 𝜂𝑋+

+ 2𝑒2𝑓𝑍(𝑓)𝜂𝑋𝜂𝑌 + 𝑒2𝑓∇𝑍𝜂𝑋𝜂𝑌 + 𝑒2𝑓𝜂𝑋∇𝑍𝜂𝑌 −∇𝑍𝜂𝑋𝜂𝑌 + 𝜂𝑋∇𝑍𝜂𝑌 (5)

Здесь 𝛽 — внешний дифференциал функции 𝑓 . По определению 𝛽(𝑋) = 𝑑𝑓(𝑋) = 𝑋(𝑓). Запи-
шем полученное равенство в компонентах:

2𝑇 𝑞𝑖𝑗 = (2𝑒2𝑓𝛽𝑖𝑔𝑗𝑘 − 2𝑒2𝑓𝛽𝑖𝜂𝑗𝜂𝑘 − 𝑒2𝑓𝜂𝑗,𝑖𝜂𝑘 − 𝑒2𝑓𝜂𝑗𝜂𝑘,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖𝜂𝑘 + 𝜂𝑗𝜂𝑘,𝑖+

+ 2𝑒2𝑓𝛽𝑗𝑔𝑘𝑖 − 2𝑒2𝑓𝛽𝑗𝜂𝑘𝜂𝑖 − 𝑒2𝑓𝜂𝑘,𝑗𝜂𝑖 − 𝑒2𝑓𝜂𝑘𝜂𝑖,𝑗 + 𝜂𝑘,𝑗𝜂𝑖 + 𝜂𝑘𝜂𝑖,𝑗−
− 2𝑒2𝑓𝛽𝑘𝑔𝑖𝑗 + 2𝑒2𝑓𝛽𝑘𝜂𝑖𝜂𝑗 + 𝑒2𝑓𝜂𝑖,𝑘𝜂𝑗 + 𝑒2𝑓𝜂𝑖𝜂𝑗,𝑘 − 𝜂𝑖,𝑘𝜂𝑗 − 𝜂𝑖𝜂𝑗,𝑘)𝑔

𝑘𝑞. (6)

Матрица 𝑔 при этом в А-репере имеет вид:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎝ 𝜂0𝜂0 𝜂0𝜂𝑎 𝜂0𝜂𝑎̂
𝜂𝑎𝜂0 𝜂𝑎𝜂𝑏 𝑒2𝑓𝛿𝑏𝑎 + 𝜂𝑎𝜂𝑏̂
𝜂𝑎̂𝜂0 𝑒2𝑓𝛿𝑎𝑏 + 𝜂𝑎̂𝜂𝑏 𝜂𝑎̂𝜂𝑏̂

⎞⎠
Воспользовавшись определением обратной матрицы: 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑗𝑘 = 𝛿𝑘𝑖 , получим:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎝ (2𝑒−2𝑓𝜂𝑎̂𝜂𝑎 + 1)𝜂−2
0 −𝑒−2𝑓𝜂𝑎̂𝜂

−1
0 −𝑒−2𝑓𝜂𝑎𝜂

−1
0

−𝑒−2𝑓𝜂𝑎̂𝜂
−1
0 0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏

−𝑒−2𝑓𝜂𝑎𝜂
−1
0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏 0

⎞⎠
Теперь компоненты тензора аффинной деформации окончательно могут быть выражены

через тензоры и функции, задающие обобщенное конформное преобразование. Напомним, что
на почти контактном метрическом многообразии определено 6 структурных тензоров: 𝐵, 𝐶,
𝐷, 𝐸, 𝐹 , 𝐺. Они выражаются через ковариантный дифференциал тензора Φ следующим об-
разом [14]:

𝐵(𝑋,𝑌 ) = −1

4
(Φ2∇Φ𝑌 (Φ)(Φ

2𝑋)− Φ2∇Φ2𝑌 (Φ)(Φ𝑋));
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𝐶(𝑋,𝑌 ) = −1

4
(Φ2∇Φ2𝑌 (Φ)(Φ𝑋) + Φ2∇Φ𝑌 (Φ)(Φ

2𝑋));

𝐷(𝑋) = −1

2
(Φ2∇Φ𝑋(Φ)𝜉 − Φ∇Φ2𝑋(Φ)𝜉 − Φ2∇𝜉(Φ)(Φ𝑋));

𝐸(𝑋) =
1

2
(Φ2∇Φ𝑋(Φ)𝜉 +Φ∇Φ2𝑋(Φ)𝜉);

𝐹 (𝑋) = −1

2
(Φ2∇Φ𝑋(Φ)𝜉 − Φ∇Φ2𝑋(Φ)𝜉);

𝐺 = −Φ∇𝜉(Φ)𝜉.

Тензор Φ̃ тоже имеет свой ковариантный дифференциал, который также определяет шестер-
ку структурных тензоров. Для того чтобы выяснить, какие из новых структурных тензоров
совпадут со старыми, выразим ∇̃Φ̃ через тензор аффинной деформации и ковариантную про-
изводную тензора Φ в римановой связности исходного почти контактного метрического мно-
гообразия.

∇̃𝑋(Φ̃)𝑌 = ∇𝑋(Φ)𝑌 −∇𝑋(𝜂(Φ𝑌 ))𝜉 − 𝜂(∇𝑋(Φ)𝑌 )𝜉 − 𝜂(Φ𝑌 )∇𝑋𝜉+

+ 𝑇 (𝑋,Φ𝑌 )− 𝑇 (𝑋, 𝜂(Φ𝑌 )𝜉)− Φ(𝑇 (𝑋,𝑌 )) + 𝜂Φ(𝑇 (𝑋,𝑌 ))𝜉 (7)

В [13] рассматривалось преобразование, являющееся частным случаем обобщенных кон-
формных преобразований. Единственным инвариантом относительно этих преобразований
оказался второй структурный тензор С. Таким образом, можно предположить, что если суще-
ствует структурный тензор, инвариантный относительно обобщенных конформных преобразо-
ваний, то это второй структурный тензор. Однако, при проведении вычислений, оказалось, что
ни второй структурный тензор, ни остальные пять структурных тензоров почти контактного
метрического многообразия не инвариантны относительно обобщенных конформных преобра-
зований.

4. Инварианты 𝑓-преобразования почти контактных метриче-
ских многообразий

Частным случаем обобщенных конформных преобразований при 𝜂 = 𝜂 являются 𝑓 -преоб-
разования [12]. По определению этом случае

𝜂 = 𝜂, 𝜉 = 𝜉, Φ̃ = Φ, 𝑔 = 𝑒2𝑓 (𝑔 − 𝜂 ⊗ 𝜂) + 𝜂 ⊗ 𝜂.

Кроме того, существенно упрощается матрица 𝑔𝑖𝑗 :

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏
0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏 0

⎞⎠
и тензор аффинной деформации,компоненты которого в А-репере вычисляются следующим
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образом:

𝑇 0
00 = 0; 𝑇 𝑎00 = (𝑒−2𝑓 − 1)𝜂𝑎̂,0; 𝑇 𝑎̂00 = (𝑒−2𝑓 − 1)𝜂𝑎,0;

𝑇 0
𝑎0 = 𝑇 0

0𝑎 = 𝑇 0
𝑎̂0 = 𝑇 0

0𝑎̂ = 0; 𝑇 0
𝑎𝑏 = (1− 𝑒2𝑓 )𝜂(𝑎,𝑏); 𝑇 0

𝑎̂𝑏̂
= (1− 𝑒2𝑓 )𝜂(𝑎̂,𝑏̂);

2𝑇 0
𝑎̂𝑏 = 2𝑇 0

𝑏𝑎̂ = (1− 𝑒2𝑓𝜂𝑏,𝑎̂) + (1− 𝑒2𝑓𝜂𝑎̂,𝑏)− 2𝑒2𝑓𝛽0𝛿
𝑎
𝑏 ;

2𝑇 𝑏𝑎0 = 2𝑇 𝑏0𝑎 = (𝑒−2𝑓 − 1)(𝜂𝑏̂,𝑎 − 𝜂𝑎,𝑏̂) + 2𝛽0𝛿
𝑏
𝑎;

2𝑇 𝑏̂𝑎̂0 = 2𝑇 𝑏̂0𝑎̂ = (𝑒−2𝑓 − 1)(𝜂𝑏,𝑎̂ − 𝜂𝑎̂,𝑏) + 2𝛽0𝛿
𝑎
𝑏 ;

2𝑇 𝑏𝑎̂0 = 2𝑇 𝑏0𝑎̂ = (𝑒−2𝑓 − 1)(𝜂𝑏̂,𝑎̂ − 𝜂𝑎̂,𝑏̂); 2𝑇 𝑏̂𝑎0 = 2𝑇 𝑏̂0𝑎 = (𝑒−2𝑓 − 1)(𝜂𝑏,𝑎 − 𝜂𝑎,𝑏);

𝑇 𝑐𝑎𝑏 = 𝑇 𝑐𝑏𝑎 = 2𝛽(𝑎𝛿
𝑐
𝑏); 𝑇 𝑐

𝑎̂𝑏̂
= 𝑇 𝑐

𝑏̂𝑎̂
= 2𝛽(𝑎𝛿𝑏)𝑐 ; 𝑇 𝑐𝑎𝑏 = 𝑇 𝑐

𝑎̂𝑏̂
= 0

𝑇 𝑐𝑎̂𝑏 = 𝑇 𝑐
𝑎𝑏̂

= 2𝛽[𝑎𝛿
𝑐]
𝑏 ; 𝑇 𝑐𝑎̂𝑏 = 𝑇 𝑐

𝑎𝑏̂
= 2𝛽[𝑎𝛿

𝑏
𝑐]. (8)

Здесь система функций {𝜂𝑖,𝑗} определяет компоненты ковариантного дифференциала 1-фор-
мы 𝜂, а круглые скобки означают операцию симметризации, а квадратные — альтернирования.
Итак, в этом случае упростится выражение для вычисления тензора аффинной деформации
(6), а также выражение (7), благодаря соотношению 𝜂 ∘ Φ = 0 примет вид:

∇̃𝑋(Φ̃)𝑌 = ∇𝑋(Φ)𝑌 −∇𝑋(𝜂)(Φ𝑌 )𝜉 − 𝜂(∇𝑋(Φ)𝑌 )𝜉 + 𝑇 (𝑋,Φ𝑌 )− Φ(𝑇 (𝑋,𝑌 )) (9)

Используя полученные соотношения, исследуем на инвариантность второй структурный
тензор.

−4𝐶(𝑋,𝑌 ) = Φ̃2∇̃Φ̃2𝑌 (Φ̃)Φ̃𝑋 + Φ̃2∇̃Φ̃𝑌 (Φ̃)Φ̃
2𝑋

Воспользуемся тем, что в рамках 𝑓 -преобразований Φ = Φ̃, и тем,что Φ — структура Яно.

− 4𝐶(𝑋,𝑌 ) = Φ2∇Φ2𝑌 (Φ)Φ𝑋 +Φ2𝑇 (Φ2𝑌 ,Φ2𝑋) + Φ𝑇 (Φ2𝑌 ,Φ𝑋)+

+ Φ2∇Φ𝑌 (Φ)Φ
2𝑋 − Φ2𝑇 (Φ𝑌 ,Φ𝑋) + Φ𝑇 (Φ𝑌 ,Φ2𝑋))

Применим формулу связи между вторыми структурными тензорами исходного и преобразо-
ванного многообразий:

− 4𝐶(𝑋,𝑌 ) = −4𝐶(𝑋,𝑌 ) + Φ2𝑇 (Φ2𝑌 ,Φ2𝑋) + Φ𝑇 (Φ2𝑌 ,Φ𝑋)−
− Φ2𝑇 (Φ𝑌 ,Φ𝑋) + Φ𝑇 (Φ𝑌 ,Φ2𝑋))

Таким образом, преобразованный тензор 𝐶 отличается от исходного на некоторое выражение.
Он будет инвариантен относительно 𝑓 -преобразования тогда и только тогда, когда это вы-
ражение равно нулю. Распишем его в компонентах в А-репере и будем придавать свободным
индексам различные значения. Получим:

Φ𝑡𝑖Φ
𝑝
𝑡Φ

𝑞
𝑗Φ

𝑠
𝑞𝑇

𝑥
𝑝𝑠Φ

𝑦
𝑥Φ

𝑘
𝑦 +Φ𝑞𝑗Φ

𝑠
𝑞Φ

𝑡
𝑖𝑇

𝑝
𝑠𝑡Φ

𝑘
𝑝 − Φ𝑞𝑗Φ

𝑡
𝑖𝑇

𝑠
𝑞𝑡Φ

𝑝
𝑠Φ

𝑘
𝑝 +Φ𝑞𝑗Φ

𝑡
𝑖Φ

𝑠
𝑡𝑇

𝑝
𝑞𝑠Φ

𝑘
𝑝 = 0.

Заметим, что при 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, или 𝑘 = 0, все слагаемые обнуляются, что следует из (3). Таким
образом, необходимо рассмотреть всего три случая:

1) 𝑖 = 𝑎, 𝑗 = 𝑏, 𝑘 = 𝑐 : −𝑇 𝑐𝑎𝑏 + 𝑇 𝑐𝑏𝑎 − 𝑇 𝑐𝑏𝑎 + 𝑇 𝑐𝑏𝑎 = 0;

2) 𝑖 = 𝑎̂, 𝑗 = 𝑏, 𝑘 = 𝑐 : −𝑇 𝑐𝑎̂𝑏 − 𝑇 𝑐𝑏𝑎̂ + 𝑇 𝑐𝑏𝑎̂ + 𝑇 𝑐𝑏𝑎̂ = 0;

3) 𝑖 = 𝑎, 𝑗 = 𝑏, 𝑘 = 𝑐 : −𝑇 𝑐𝑎𝑏 − 𝑇 𝑐𝑏𝑎 − 𝑇 𝑐𝑏𝑎 − 𝑇 𝑐𝑏𝑎 = 0.

В первых двух случаях слагаемые в сумме дают ноль в силу симметричности 𝑇 . Из (8)
следует, что в третьем случае каждое слагаемое суммы равно нулю. Итак, доказана
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Теорема 1. Второй структурный тензор инвариантен относительно 𝑓 -преобразова-
ний.

Аналогично предыдущим рассуждениям приходим к выводу, что имеет место следующая

Теорема 2. Первый структурный тензор инвариантен относительно 𝑓 -преобразования
тогда, и только тогда, когда 𝛽♯ ∈ M

Дальнейшие вычисления позволили как выявить структурные тензоры, инвариантные от-
носительно 𝑓 -преобразований, так и получить условия их инвариантности для тех тензоров,
которые в общем случае не инвариантны относительно 𝑓 -преобразований. Таким образом,
имеют место

Теорема 3. Третий и пятый структурные тензоры инвариантны относительно 𝑓 -
преобразования.

Теорема 4. Четвертый структурный тензор инвариантен относительно 𝑓 -преобразо-
вания тогда и только тогда, когда для произвольных векторных полей 𝑋 и 𝑌 на 𝑀 выпол-
нены следующие соотношения:

(𝑒−2𝑓 − 1)(𝜂(∇Φ𝑋(Φ)𝑌 )− 𝜂(∇Φ𝑌 (Φ)𝑋)) = 2𝛽(𝜉)𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌 );

∇Φ2𝑋(Φ)Φ𝑌 −∇Φ2𝑌 (Φ)Φ𝑋 +∇Φ𝑋(Φ)𝑌 −∇Φ𝑌 (Φ)𝑋 ∈ L.

Теорема 5. Шестой структурный тензор инвариантен относительно 𝑓 -преобразова-
ния тогда и только тогда, когда выполнено соотношение ∇𝜉(𝜂)𝑋 = 0 для произвольного
векторного поля 𝑋 на 𝑀 .

5. Инвариантность структурных тензоров почти контактных
метрических многообразий относительно обобщенных
𝑓-преобразований

Рассмотрим частный случай обобщенного конформного преобразования, для которого вы-
полнено Φ̃ = Φ. Тогда

Φ2(𝑋) = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉

Φ2(𝑋) = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉

Отсюда следует, что 𝜂 = 𝜎𝜂, где 𝜎 — некоторая положительно определенная функция. Без
потери общности обозначим ее 𝑒𝜎. Тогда получим:

𝜂 = 𝑒𝜎𝜂, 𝜉 = 𝑒−𝜎𝜉, Φ̃ = Φ, 𝑔 = 𝑒2𝑓 (𝑔 − 𝜂 ⊗ 𝜂) + 𝑒2𝜎𝜂 ⊗ 𝜂 (10)

Так как при 𝜎 = 0 эти формулы задают 𝑓 -преобразование, назовем (10) обобщенным 𝑓 -
преобразованием. Матрица 𝑔𝑖𝑗 в этом случае не сильно отличается от аналогичной матрицы
для 𝑓 -преобразований и имеет вид:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎝ 𝑒−2𝜎 0 0
0 0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏
0 𝑒−2𝑓𝛿𝑎𝑏 0

⎞⎠
Так как 𝜂 = 𝑒𝜎𝜂, компоненты формы 𝜂 в А-репере равны нулю тогда и только тогда, когда

равны нулю соответствующие компоненты формы 𝜂. А именно 𝜂𝑎 = 𝜂𝑎̂ = 0. Это позволяет
утверждать, что компоненты тензора аффинной деформации, где все индексы принимают
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значения отличные от нуля, в точности совпадут с такими же компонентами тензора аффин-
ной деформации для 𝑓 -преобразований. Таким образом, для обобщенных 𝑓 -преобразований
имеем: 𝑇 𝑐𝑎𝑏 = 𝑇 𝑐

𝑎̂𝑏̂
= 0, 𝑇 𝑐𝑎̂𝑏 = 𝑇 𝑐

𝑎𝑏̂
= 2𝛽[𝑎𝛿

𝑐]
𝑏 , 𝑇

𝑐
𝑎̂𝑏 = 𝑇 𝑐

𝑎𝑏̂
= 2𝛽[𝑎𝛿

𝑏
𝑐].

Следовательно, теоремы 1 и 2 имеют место и для обобщенных 𝑓 -преобразований. Инва-
риантность же пятого структурного тензора сохранится только с поправкой на множитель,
так как, если в выражении, задающем пятый структурный тензор, умножить обе части на 𝑒𝜎,
получим: 𝐹 = 𝑒−𝜎𝐹 . Тензоры,обращение в ноль которых инвариантно относительно рассмат-
риваемых преобразований, называются относительными инвариантами [15]. Таким образом,
пятый структурный тензор является относительным инвариантом относительно обобщенных
𝑓 -преобразований.

Аналогично,тензор 𝐷 также является относительным инвариантом обобщенных 𝑓 -преоб-
разований.

Таким образом, второй структурный тензор инвариантен относительно обобщенных 𝑓 -
преобразований почти контактных метрических структур. Первый структурный тензор ин-
вариантен относительно 𝑓 -преобразования тогда, и только тогда, когда 𝛽♯ ∈ M, третий и
пятый структурные тензоры являются относительными инвариантами обобщенных 𝑓 -преоб-
разований.
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