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Аннотация

В работе описываются конгруэнц-когерентные алгебры Риса и алгебры с оператором.
Концепция когерентности была предложена Д. Гейгером.

В разделе 3 найдены условия отсутствия свойства конгруэнц-когерентности для ал-
гебр имеющих собственные подалгебры. Для алгебр Риса получено необходимое условие
конгруэнц–когерентности. Для произвольной алгебры с оператором найдены достаточные
условия конгруэнц–когерентности. Кроме того, полностью описаны конгруэнц–когерент-
ные унары.

В разделе 4 рассматриваются модификации свойства конгруэнц–когерентности. Поня-
тия слабой и локальной когерентности были предложены И.Хайда. Установлены доста-
точные условия слабой и локальной когерентности алгебр с оператором.

В разделе 5 рассматриваются алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, сигнатура которых состоит из тернар-
ной операции 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) и унарной операции 𝑓 , являющейся эндоморфизмом относительно
первой операции. Тернарная операция 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) определена в соответствии с подходом,
предложенным В.К. Карташовым. Для алгебр ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ получены необходимые и доста-
точные условия конгруэнц–когерентности. Для алгебр ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ с нульарной операцией 0
для которой 𝑓(0) = 0, найдены необходимые и достаточные условия слабой и локальной
когерентности.
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ON CONGRUENCE-COHERENT REES ALGEBRAS
AND ALGEBRAS WITH AN OPERATOR

A. N. Lata (Moscow)

Abstract

The paper contains a classification of congruence-coherent Rees algebras and algebras with
an operator. The concept of coherence was introduced by D.Geiger. An algebra 𝐴 is called
coherent if each of its subalgebras containing a class of some congruence on 𝐴 is a union of such
classes.

In Section 3 conditions for the absence of congruence-coherence property for algebras having
proper subalgebras are found. Necessary condition of congruence-coherence for Rees algebras
are obtained. Sufficient condition of congruence-coherence for algebras with an operator are
obtained. In this section we give a complete classification of congruence-coherent unars.

In Section 4 some modification of the congruence-coherent is considered. The concept of
weak and locally coherence was introduced by I. Chajda. An algebra 𝐴 with a nullary operation
0 is called weakly coherent if each of its subalgebras including the kernel of some congruence
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on 𝐴 is a union of classes of this congruence. An algebra 𝐴 with a nullary operation 0 is called
locally coherent if each of its subalgebras including a class of some congruence on 𝐴 also includes
a class the kernel of this congruence. Section 4 is devoted to proving sufficient conditions for
algebras with an operator being weakly and locally coherent.

In Section 5 deals with algebras ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ with one ternary operation 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) and one unary
operation 𝑓 acting as endomorphism with respect to the operation 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧). Ternary operation
𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) was defined according to the approach offered by V.K. Kartashov. Necessary and
sufficient conditions of congruence-coherent for algebras ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ are obtained. Also, necessary
and sufficient conditions of weakly and locally coherent for algebras ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ with nullary
operation 0 for which 𝑓(0) = 0 are obtained.

Keywords: congruence lattice, coherence, weakly coherence, locally coherence, Rees algebra,
Rees congruence, algebra with operators, unar with Mal’tsev operation, near-unanimity
operation, weak near-unanimity operation.

Bibliography: 33 titles.

Посвящается 80-летию профессора Владимира Константиновича Карташова.

1. Введение

Универсальная алгебра 𝐴 конгруэнц–когерентна, если любая подалгебра в 𝐴, содержащая
класс произвольной конгруэнции в 𝐴, является объединением классов этой конгруэнции. Та-
ковыми являются конгруэнц–простые алгебры и алгебры без собственных подалгебр. Кроме
того, свойством конгруэнц–когерентности обладают группы, кольца.

В работе [1] показано, что конгруэнц–когерентное многообразие, задается мальцевскими
условиям и является конгруэнц–регулярным. Однако, обратное неверно. В [2] показано, что
многообразие, порождаемое квазипримальной алгеброй, является конгруэнц–когерентным.
В [3] получено полное описание конгруэнц–когерентных алгебр де Моргана и 𝑝–алгебр. В [4]
описаны конгруэнц–когерентные дистрибутивные двойные 𝑝–алгебры. В работе [5] доказа-
но, что если декартов квадрат алгебры конгруэнц–когерентен, то сама алгебра конгруэнц–
регулярна и потому конгруэнц–перестановочна. В [6] описаны конгруэнц–когерентные двой-
ные де Морган–Стоуновы алгебры. В работе [7] получено полное описание конгруэнц–коге-
рентных алгебр в классе симметричных расширенных алгебр де Моргана.

Подалгебра 𝐵 алгебры 𝐴 называется подалгеброй Риса, если объединение диагонали и
квадрата 𝐵×𝐵 является конгруэнцией в 𝐴. Указанная конгруэнция называется конгруэнцией
Риса. Алгебра 𝐴 является алгеброй Риса, если любая ее подалгебра является подалгеброй Риса.
Класс Риса состоит из алгебр Риса. Алгебры Риса охарактеризованы в работах [8, 9, 10], см.
также [11, 12].

Алгеброй с операторами называется алгебра с выделенной системой унарных операций,
действующих как эндоморфизмы для остальных основных операций. Указанные алгебры изу-
чались в работах [13, 14, 15, 16, 17].

2. Необходимые определения

Подалгебра алгебры называется собственной, если она отлична от самой алгебры. Неодно-
элементная алгебра называется конгруэнц–простой (простой), если она имеет в точности две
конгруэнции (наибольшую ▽ и наименьшую △). Через Con𝐴 обозначается решетка конгруэн-
ций алгебры 𝐴, через Sub𝐴 обозначается решетка подалгебр алгебры 𝐴. Класс конгруэнции 𝜃,
порожденный элементом 𝑥, будем обозначать через [𝑥]𝜃.

Другие определения и утверждения теории решеток можно найти в [18, 19].
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Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный унар. Далее для любых целых чисел ℎ > 0, 𝑡 > 0 через
𝐶𝑡ℎ = ⟨𝑎|𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓ℎ+𝑡(𝑎)⟩ обозначается унар с образующим 𝑎 и определяющим соотношением
⟨𝑎|𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓ℎ+𝑡(𝑎)⟩. Унар 𝐶0

𝑛 называется циклом длины 𝑛. Через 𝐹1 обозначается свобод-
ный однопорожденный унар. Цепью 𝐶∞ называется унар, изоморфный унару ⟨Z, 𝑓⟩, где Z —
множество целых чисел и 𝑓(𝑛) = 𝑛 + 1 для любого 𝑛 ∈ Z. Элемент 𝑎 унара называется цик-
лическим, если подунар, порожденный этим элементом, является циклом.

Элемент 𝑎 унара называется периодическим, если 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) для некоторых 𝑡 > 0 и
𝑛 > 1. Через 𝑇 (𝐴) обозначается множество периодических элементов унара 𝐴. Если 𝑎 — пе-
риодический элемент, то наименьшее из чисел 𝑡, для которых 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) при некоторых
𝑛 > 1, называется глубиной элемента 𝑎 и обозначается через 𝑡(𝑎). Глубиной 𝑡(𝐴) унара 𝐴 на-
зывается наибольшая из глубин его периодических элементов, если 𝑇 (𝐴) ̸= ∅. Если множество
{𝑡(𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴)} не ограничено, глубина унара считается бесконечной.

Элемент 𝑎 унара называется узловым, если найдутся такие различные элементы 𝑏 и 𝑐,
отличные от 𝑎, что 𝑓(𝑏) = 𝑎 = 𝑓(𝑐).

Объединение двух непересекающихся унаров 𝐵 и 𝐶 называется их суммой и обозначается
через 𝐵 + 𝐶. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется связным, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется условие
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑚(𝑦) для некоторых 𝑛,𝑚 > 0. Максимальный по включению связный подунар унара
𝐴 называется компонентой связности унара 𝐴.

Далее через 𝜎𝑛, где 𝑛 ∈ N, обозначается Ker𝑓𝑛; при этом полагаем 𝜎0 = △. В [21] на
произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ определяется бинарное отношение 𝜎: 𝑥𝜎𝑦 ⇔ ∃𝑛 > 0 (𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦)),
и показано, что это отношение является конгруэнцией любой алгебры ⟨𝐴,Ω⟩ с оператором
𝑓 ∈ Ω.

Конгруэнция 𝛼 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется расширением конгруэнции 𝛼 подунара 𝐵 унара 𝐴,
если условие 𝑥𝛼𝑦 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только тогда, когда 𝑥𝛼𝑦 в 𝐵, либо 𝑥 = 𝑦.

Пусть 𝑣 — узловой элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Через 𝜃𝑣 обозначается бинарное отношение на
унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩, определенное по правилу [20]: 𝑥𝜃𝑣𝑦 тогда и только тогда, когда 𝑥 = 𝑦, или
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑣).

В [21] на связном унаре, имеющем одноэлементный подунар, определено бинарное отно-
шение 𝛽𝑛 по правилу: 𝑥𝛽𝑛𝑦 тогда и только тогда, когда 𝑥 = 𝑦 или 𝑡(𝑥), 𝑡(𝑦) 6 𝑛. По лем-
ме 15 [21], при любом 𝑛 > 0 отношение 𝛽𝑛 является конгруэнцией унара с мальцевской опера-
цией 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной по правилу (1).

3. Конгруэнц–когерентные алгебры

Пусть 𝐵 — собственная подалгебра алгебры 𝐴. Обозначим через 𝜃𝐴∖𝐵 конгруэнцию удовле-
творяющую условию: существуют 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐵 и 𝑦 ∈ 𝐴 ∖𝐵 такие, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜃𝐴∖𝐵 и [𝑧]𝜃𝐴∖𝐵 ⊆ 𝐵.

Из определения следует, что если алгебра 𝐴 имеет конгруэнцию 𝜃𝐴∖𝐵 для некоторой по-
далгебры 𝐵, то она не является конгруэнц–когерентной. Кроме того, если алгебра 𝐴 не имеет
конгруэнцию 𝜃𝐴∖𝐵 для любой подалгебры 𝐵, то она является конгруэнц–когерентной. Таким
образом, алгебра 𝐴 конгруэнц–когерентна тогда и только тогда, когда она не имеет конгруэн-
ций 𝜃𝐴∖𝐵 для любой подалгебры 𝐵.

Необходимо отметить, что конгруэнция 𝜃𝐴∖𝐵 определена неоднозначно.

Пример 1. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар с узловым элементом 𝑣. Тогда существуют раз-
личные элементы 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑣 = 𝑓(𝑦). Рассмотрим ⟨𝐵, 𝑓⟩, где
𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐴|𝑓𝑘(𝑧) ̸= 𝑦, 𝑘 > 0} и конгруэнцию:

1. 𝜎1 = Ker𝑓 . Имеем 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥]𝜎1 и [𝑣]𝜎1 ⊂ 𝐵, где 𝑥 ∈ 𝐵 и 𝑦 ∈ 𝐴 ∖𝐵.

2. 𝜃𝑣. Имеем 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥]𝜃𝑣 и [𝑣]𝜃𝑣 ⊂ 𝐵, где 𝑥 ∈ 𝐵 и 𝑦 ∈ 𝐴 ∖𝐵.
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Таким образом, если подунар ⟨𝐵, 𝑓⟩ унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ расширяется до подалгебры ⟨𝐵,Ω⟩ алгеб-
ры ⟨𝐴,Ω⟩ и 𝜃𝑣 ∈ Con⟨𝐴,Ω⟩, то имеем дополнительные примеры существования конгруэнции
𝜃𝐴∖𝐵.

Пример 2. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит такой элемент 𝑎, что 𝑓(𝑥) = 𝑎 для любого 𝑥 ∈ 𝐴
и |𝐴| > 3. Рассмотрим различные двухэлементные подунары ⟨𝐵, 𝑓⟩ и ⟨𝐶, 𝑓⟩, где 𝐵 ∩𝐶 = {𝑎}.
При этом в качестве конгруэнции 𝜃𝐴∖𝐵 может быть конгруэнция Риса 𝜃𝐶 = 𝐶2 ∪△𝐴.

Приведем условия отсутствия свойства конгруэнц–когерентности для алгебр имеющих соб-
ственные подалгебры.

Лемма 1. Пусть 𝐵1, 𝐵2 — собственные подалгебры 𝐴. При этом 𝐵1, 𝐵2 пересекаются
и не совпадают. Если существует конгруэнция Риса по подалгебре 𝐵1 или 𝐵2, то алгебра 𝐴
не является конгруэнц–когерентной.

Доказательство. Пусть существует конгруэнция Риса 𝜃𝐵1 = 𝐵1
2 ∪ △𝐴. По определению

конгруэнции 𝜃𝐵1 , подалгебра 𝐵2 содержит хотя бы один одноэлементный класс, но не является
объединением классов конгруэнции 𝜃𝐵1 . Таким образом, алгебра 𝐴 не является конгруэнц–
когерентной. 2

Лемма 2. Если алгебра имеет более двух непересекающихся подалгебр и существует
конгруэнция Риса по прямой сумме двух подалгебр отличная от единичной конгруэнции, то
она не является конгруэнц–когерентной.

Доказательство. Возможны два случая.
Случай 1: 𝐵, 𝐶 и 𝐷 попарно непересекающиеся подалгебры алгебры 𝐴.
Пусть 𝜃𝐶⊕𝐷 — конгруэнция Риса алгебры 𝐴. Прямая сумма 𝐵⊕𝐶 — подалгебра алгебры 𝐴.

Подалгебра 𝐵 ⊕ 𝐶 содержит класс [𝑏]𝜃𝐶⊕𝐷 = {𝑏} для любого 𝑏 ∈ 𝐵, но не содержит класс
[𝑐]𝜃𝐶⊕𝐷 = 𝐶 ⊕ 𝐷 для любого 𝑐 ∈ 𝐶. Откуда, подалгебра 𝐵 ⊕ 𝐶 не является объединением
классов конгруэнции 𝜃𝐶⊕𝐷. Таким образом, алгебра 𝐴 не является конгруэнц–когерентной.

Случай 2: 𝐵 и 𝐷, а также 𝐶 и 𝐷 непересекающиеся подалгебры алгебры 𝐴, причем 𝐵 ⊂ 𝐶.
По условию 𝜃𝐵⊕𝐷 — конгруэнция Риса алгебры 𝐴. Подалгебра 𝐶 содержит класс

[𝑏]𝜃𝐶⊕𝐷 = {𝑏} для любого 𝑏 ∈ 𝐶 ∖ 𝐵, но не содержит класс [𝑑]𝜃𝐵⊕𝐷 = 𝐵 ⊕ 𝐷 для любого
𝑑 ∈ 𝐷. Откуда, подалгебра 𝐶 не является объединением классов конгруэнции 𝜃𝐵⊕𝐷. Таким
образом, алгебра 𝐴 не является конгруэнц–когерентной. 2

Из лемм 1 и 2 вытекает

Предложение 1. Если алгебра Риса 𝐴 является конгруэнц–когерентной, то она удо-
влетворяет одному из условий:

1. Алгебра 𝐴 не имеет собственных подалгебр;

2. 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝐶, где 𝐵 и 𝐶 без собственных подалгебр;

3. ⟨Sub𝐴,⊆⟩ — цепь.

Следующее утверждение дает ответ на вопрос, при каких условиях многообразие является
многообразием Риса.

Теорема 1 ([8]). Многообразие 𝑉 является многообразием Риса тогда и только тогда,
когда каждая фундаментальная операция зависит не более, чем от одной переменной.

Лемма 3. Если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛 или ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0

𝑛+𝐶0
𝑚, где 𝑛,𝑚 ∈ N, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ является

конгруэнц–когерентным.
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Доказательство. Случай когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛 очевиден.

Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛+𝐶

0
𝑚, где 𝑛,𝑚 ∈ N, и ⟨𝐵, 𝑓⟩ — поунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Если ⟨𝐵, 𝑓⟩ собствен-

ный, то очевидно, либо ⟨𝐵, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛, либо ⟨𝐵, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0

𝑚. Пусть 𝜃 — нетривиальная конгруэнция
алгебры ⟨𝐴, 𝑓⟩. Тогда возможны два случая:

Случай 1: 𝜃 является расширением некоторой конгруэнции подунара ⟨𝐵, 𝑓⟩. Тогда утвер-
ждение очевидно.

Случай 2: 𝜃 не является расширением некоторой конгруэнции подунара ⟨𝐵, 𝑓⟩. Тогда ⟨𝐴, 𝑓⟩
разбивается на классы, причем, ни один класс полностью не принадлежит ⟨𝐵, 𝑓⟩. Таким об-
разом, ⟨𝐴, 𝑓⟩ является конгруэнц–когерентным.

В случае если ⟨𝐵, 𝑓⟩ несобственный, то утверждение очевидно. 2

Лемма 4. Если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐹1 или ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит подунар изоморфный 𝐹1, то ⟨𝐴, 𝑓⟩
не является конгруэнц–когерентным.

Доказательство. Случай 1: ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐹1.
Тогда по предложению 1 [22], любая конгруэнция 𝜃 ∈ 𝐶𝑜𝑛⟨𝐴, 𝑓⟩ задается парой

(𝑓𝑘(𝑎), 𝑓𝑘+𝑑(𝑎)), где 𝑘, 𝑑 ∈ Z. Рассмотрим нетривиальную конгруэнцию 𝜃1 порожденную парой
(𝑎, 𝑓3(𝑎)) и подунар 𝐵 порожденный элементом 𝑓(𝑎). Очевидно, подунар 𝐵 содержит класс
[𝑓(𝑎)]𝜃1, но 𝑎 /∈ 𝐵. Таким образом, подунар 𝐵 не является объединением классов конгруэнции
𝜃1. Следовательно, унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ не является конгруэнц–когерентным.

Случай 2: ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит подунар ⟨𝐵, 𝑓⟩ ∼= 𝐹1.
Рассмотрим расширение нетривиальной конгруэнцию 𝜃1 порожденной парой (𝑎, 𝑓3(𝑎)) на

унаре ⟨𝐵, 𝑓⟩. Дальнейшие рассуждения аналогичны случаю 1. 2

Замечание 1. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — неодноэлементный связный унар с одноэлементным по-
дунаром, либо не имеющий узловых элементов, либо имеющий единственный узловой эле-
мент, являющийся неподвижным. Пусть также 𝑎 — неподвижный элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩.

Тогда 𝛽𝑛 = 𝜎𝑛 и [𝑎]𝜎𝑚 = [𝑎]𝜎𝑚−1 ∪

(︃ ⋃︀
𝑡(𝑦)=𝑚

[𝑦]𝜎𝑚−1

)︃
, причем |[𝑦]𝜎𝑚−1| = 1.

Доказательство. Из определения конгруэнций 𝛽𝑛, 𝜎𝑛, следствия 3 [21] и леммы 12 [21]
вытекает 𝛽𝑛 = 𝜎𝑛, где 𝑛 > 0 (По определению 𝛽0 = △ = 𝜎0).

Пусть 0 6 𝑛 6 𝑡(𝐴), 0 6 𝑚 6 𝑡(𝐴) и 𝑛 < 𝑚. Тогда 𝜎𝑛 и 𝜎𝑚 — несовпадающие конгруэнции
унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Так как 0 6 𝑛 6 𝑡(𝐴), 0 6 𝑚 6 𝑡(𝐴), то найдутся такие элементы 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, для
которых 𝑡(𝑏) = 𝑛 и 𝑡(𝑐) = 𝑚, причем, 𝑏 ̸= 𝑐, поскольку 𝑛 < 𝑚. Предположим, что [𝑎]𝜎𝑛 ⊃ [𝑎]𝜎𝑚.
Так как 𝑡(𝑐) = 𝑚, то 𝑓𝑚(𝑐) = 𝑎. Учитывая, что 𝑓𝑚(𝑎) = 𝑎, имеем 𝑓𝑚(𝑐) = 𝑓𝑚(𝑎), откуда
𝑐 ∈ [𝑎]𝜎𝑚. Тогда 𝑐 ∈ [𝑎]𝜎𝑛. Следовательно, 𝑓𝑛(𝑐) = 𝑎, и значит, 𝑡(𝑐) 6 𝑛, что противоречит
условию 𝑛 < 𝑚. Окончательно, [𝑎]𝜎𝑛 ̸= [𝑎]𝜎𝑚 (то есть [𝑎]𝜎𝑛 ⊂ [𝑎]𝜎𝑚) для любых 𝑛 < 𝑚. Так
как 𝛽𝑚−1 = 𝜎𝑚−1, то для элемента 𝑦 ∈ 𝐴 глубины 𝑡(𝑦) = 𝑚 имеем [𝑦]𝜎𝑚−1 = {𝑦}. 2

Пусть унарная операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна, ⟨𝐴1, 𝑓⟩ подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ и 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) =
= 𝑣 для некоторых различных элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴1. Обозначим через 𝑀 = {𝑎 ∈ 𝐴1|𝑓(𝑎) = 𝑣}.
Для непустого собственного подмножества 𝐶 множества 𝑀 обозначим через

𝐵1 = {𝑏 ∈ 𝐴1|𝑓𝑘(𝑏) = 𝑎, 𝑘 > 0, ∀𝑎 ∈ 𝐶} и 𝐵2 = {𝑏 ∈ 𝐴1|𝑓𝑘(𝑏) = 𝑎, 𝑘 > 0, ∀𝑎 ∈𝑀 ∖ 𝐶}.

Обозначим через 𝐷 = 𝐴1 ∖ (𝐶 ∪ 𝐵1 ∪ 𝐵3), где 𝐵3 ⊆ 𝐵2 (возможно 𝐵3 = ∅). Таким образом,
получили подунар 𝐷𝑣 = ⟨𝐷, 𝑓⟩ унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Причем, если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ связен, то |{𝑥, 𝑦, 𝑣}| = 3
и глубина унара 𝐷𝑣 больше 1.

Лемма 5. Пусть ⟨𝐴,Ω⟩ — алгебра с оператором 𝑓 ∈ Ω. Пусть также

1. операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна;
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2. ⟨𝐴, 𝑓⟩ ≁= 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞};

3. подунар 𝐷𝑣 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ расширяется до подалгебры алгебры ⟨𝐴,Ω⟩;

Тогда алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ не является конгруэнц–когерентной.

Доказательство. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет условиям леммы. Рассмотрим подунар
𝐷𝑣 и конгруэнцию 𝜎1, где 𝐷𝑣 и 𝜎1 как и выше. Если подунар 𝐷𝑣 связен, то существуют раз-
личные элементы 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 отличные от 𝑣 такие, что 𝑓2(𝑎) = 𝑣 или (и) 𝑓𝑛(𝑣) = 𝑏, где 𝑛 > 0. По
построению подунар 𝐷𝑣 содержит класс [𝑎]𝜎1 (или/ и класс [𝑏]𝜎1), но не является объедине-
нием классов конгруэнции 𝜎1. Таким образом, ⟨𝐴,Ω⟩ не является конгруэнц–когерентной.

Очевидно, что если подунар 𝐷𝑣 несвязен, то 𝐷𝑣 содержит некоторый класс конгруэн-
ции 𝜎1. С другой стороны, по построению не является объединением классов конгруэнции 𝜎1.
Следовательно, ⟨𝐴,Ω⟩ не является конгруэнц–когерентной. 2

Следствие 1. Пусть унарная операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна. Если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ ≁= 𝐶𝑡1,
𝑡 ∈ N ∪ {∞}, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ не является конгруэнц–когерентным.

Предложение 2. Пусть ⟨𝐴,Ω⟩ — произвольная алгебра с оператором 𝑓 ∈ Ω. Если
⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0

𝑛, или ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛 + 𝐶0

𝑚, или ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶𝑡1, где 𝑛,𝑚 ∈ N и 𝑡 ∈ N ∪ {∞}, то ал-
гебра ⟨𝐴,Ω⟩ является конгруэнц–когерентной

Доказательство. Случай когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛 очевиден.

Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶0
𝑛+𝐶

0
𝑚 и 𝐵 — подалгебра алгебры ⟨𝐴,Ω⟩. Так как 𝐵 замкнута относитель-

но операции 𝑓 , то ⟨𝐵, 𝑓⟩ — подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Поскольку 𝑓 — оператор (эндоморфизм),
то 𝐶𝑜𝑛⟨𝐴,Ω⟩ ⊆ 𝐶𝑜𝑛⟨𝐴, 𝑓⟩. По лемме 3, подунар ⟨𝐵, 𝑓⟩ является объединением классов любой
неединичной конгруэнции алгебры ⟨𝐴,Ω⟩. Таким образом, подалгебра 𝐵 алгебры ⟨𝐴,Ω⟩ явля-
ется объединением классов любой неединичной конгруэнции алгебры ⟨𝐴,Ω⟩. Следовательно,
алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ является конгруэнц–когерентной.

Пусть теперь ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞}. Обозначим через 𝑎 неподвижный элемент унара
⟨𝐴, 𝑓⟩. Из предложения 1 [23] вытекает, что любая подалгебра 𝐵 алгебры ⟨𝐴,Ω⟩ является
классом [𝑎]𝜎𝑠, 𝑠 ∈ N ∪ {∞} и глубина подунара ⟨𝐵, 𝑓⟩ равна 𝑠. По замечанию 1, для 𝑛 < 𝑠
имеем, 𝐵 — объединение классов конгруэнции 𝜎𝑛. Для ∇𝐴 и 𝜎𝑚, где 𝑚 > 𝑠, утверждение
очевидно. Так как в этом случае 𝐵 не содержит класса рассматриваемых конгруэнций. 2

Из предложения 2 и предложения 3 [21] вытекает

Следствие 2. Если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ ∼= 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞}, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ является конгруэнц–
когерентным.

Теорема 2. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является конгруэнц–когерентным тогда и только тогда, когда
⟨𝐴, 𝑓⟩ — один из унаров следующего вида:

1. 𝐶0
𝑛, 𝑛 ∈ N;

2. 𝐶0
𝑛 + 𝐶0

𝑚 для некоторых 𝑛,𝑚 ∈ N;

3. 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞}.

Доказательство. Необходимость. Если операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна и унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ ≁= 𝐶𝑡1,
𝑡 ∈ N ∪ {∞}, то по следствию 1, унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ не является конгруэнц–когерентным. Откуда,
имеем случай 3.

Если операция 𝑓 на 𝐴 инъективна, то по предложению 1 и лемме 4 имеем случаи 1 и 2.
Достаточность. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет условию 1 или условию 2, то по лемме 3

он конгруэнц–когерентен.
Пусть теперь унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет условию 3, то по следствию 2, он конгруэнц–

когерентен. 2
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4. Модификации когруэнц–когерентности

Универсальная алгебра 𝐴, имеющая нульарную операцию 0, называется слабо когерент-
ной [24], если для любой подалгебры 𝐵 алгебры 𝐴 и любой конгруэнции 𝜃 алгебры 𝐴 условие
[0]𝜃 ⊆ 𝐵 влечет [𝑥]𝜃 ⊆ 𝐵 для любого 𝑥 ∈ 𝐵.

Универсальная алгебра 𝐴, имеющая нульарную операцию 0, называется локально коге-
рентной [25], если для любой подалгебры 𝐵 алгебры 𝐴 и любой конгруэнции 𝜃 алгебры 𝐴 из
того, что [𝑥]𝜃 ⊆ 𝐵 для некоторого 𝑥 ∈ 𝐵 следует [0]𝜃 ⊆ 𝐵.

Как показано в [24] алгебра конгруэнц–когерентна тогда и только тогда, когда она локаль-
но и слабо когерентна.

Чтобы алгебра ⟨𝐴,Ω⟩, с нульарной операцией 0 была алгеброй с оператором 𝑓 ∈ Ω, необхо-
димо и достаточно, чтобы 𝑓(0) = 0. Нульарная операция 0, заданная на унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ условием
𝑓(0) = 0 часто рассматривается в теории унаров. В этом случае алгебру ⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ называют
унаром с нулем.

Пусть унарная операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна, ⟨𝐴1, 𝑓⟩ подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ и 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) =
= 𝑣 для некоторых различных элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴1. Обозначим через 𝑀 = {𝑎 ∈ 𝐴1|𝑓(𝑎) = 𝑣}.
Для непустого собственного подмножества 𝐶 множества 𝑀 обозначим через

𝐵1 = {𝑏 ∈ 𝐴1|𝑓𝑘(𝑏) = 𝑎, 𝑘 > 0, ∀𝑎 ∈ 𝐶} и 𝐵2 = {𝑏 ∈ 𝐴1|𝑓𝑘(𝑏) = 𝑎, 𝑘 > 0, ∀𝑎 ∈𝑀 ∖ 𝐶}.

Обозначим через 𝐷 = 𝐴1 ∖ (𝐶 ∪𝐵1 ∪𝐵3), где 𝐵3 ⊆ 𝐵2 (возможно 𝐵3 = ∅). Подалгебру ⟨𝐷, 𝑓, 0⟩
унара с нулем ⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ обозначим через 𝐷0, если 𝑣 = 0 и 𝐷0

𝑣 в противном случае. Причем, если
⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ связен, то |{𝑥, 𝑦, 0}| = 3 и глубина унара 𝐷0 больше 1.

Как и лемма 5 доказываются следующие две леммы.

Лемма 6. Пусть ⟨𝐴,Ω⟩ — алгебра с оператором 𝑓 ∈ Ω и нульарной операцией 0 ∈ Ω.
Пусть также

1. операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна;

2. ⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ ≁= 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞};

3. подунар 𝐷0
𝑣 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ расширяется до подалгебры алгебры ⟨𝐴,Ω⟩;

Тогда алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ не является слабо когерентной.

Лемма 7. Пусть ⟨𝐴,Ω⟩ — алгебра с оператором 𝑓 ∈ Ω и нульарной операцией 0 ∈ Ω.
Пусть также

1. операция 𝑓 на 𝐴 неинъективна;

2. ⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ ≁= 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞};

3. подунар 𝐷0 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ расширяется до подалгебры алгебры ⟨𝐴,Ω⟩;

Тогда алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ не является локально когерентной.

Лемма 8. Пусть ⟨𝐴,Ω⟩ — алгебра с оператором 𝑓 ∈ Ω и нульарной операцией 0 ∈ Ω.
Пусть также

1. ⟨𝐴, 𝑓, 0⟩ — связный унар с нулем 0;

2. существует узловой элемент 𝑣 ∈ 𝐴 отличный от 0;

3. существует единственный элемент 𝑎 ∈ 𝐴 глубины 𝑘 > 𝑡(𝑣) + 1;
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4. Если глубина унара 𝑡(𝐴) <∞, то 𝑡(𝑣) ̸= 𝑡(𝐴)− 1;

5. подунар 𝐷0
𝑣 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ расширяется до подалгебры алгебры ⟨𝐴,Ω⟩;

Тогда алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ не является локально когерентной.

Доказательство. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет условиям леммы. По условию существу-
ют различные элементы 𝑥, 𝑦, 𝑎 ∈ 𝐴 такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 𝑣 и 𝑡(𝑎) > 𝑡(𝑣) + 2. Рассмот-
рим подунар 𝐷0

𝑣 такой, что 𝑎 ∈ 𝐷0
𝑣 , и конгруэнцию 𝜎𝑡(𝑥). Без ограничения общности, пусть

𝑓𝑚(𝑎) = 𝑥, где 𝑚 > 0. По построению подунар 𝐷0
𝑣 не содержит класс [0]𝜎𝑡(𝑥). По определе-

нию конгруэнции 𝜎𝑡(𝑥), подунар 𝐷
0
𝑣 содержит класс [𝑎]𝜎𝑡(𝑥). Таким образом, алгебра ⟨𝐴,Ω⟩ не

является локально когерентной. 2

5. Унары c мальцевской операцией и близкие алгебры

Унаром с мальцевской операцией [26] называется алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ с унарной операцией 𝑓
и тернарной операцией 𝑑, на которой истинны тождества Мальцева 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥
и тождество перестановочности 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑧)).

Унары с мальцевской операцией образуют подкласс в классе алгебр с операторами.
В [26] показано, что на любом унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ можно задать тернарную операцию 𝑝 так,

что алгебра ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩ становится унаром с мальцевской операцией, а унарная операция — ее
эндоморфизмом. Эта алгебра определятся следующим образом.

Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный унар и 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Для любого элемента 𝑥 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ че-
рез 𝑓𝑛(𝑥) обозначается результат 𝑛-кратного применения операции 𝑓 к элементу 𝑥; при этом
𝑓0(𝑥) = 𝑥. Положим 𝑀𝑥,𝑦 = {𝑛 ∈ N∪ {0} | 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦)}, и 𝑘(𝑥, 𝑦) = min 𝑀𝑥,𝑦, если 𝑀𝑥,𝑦 ̸= ∅
и 𝑘(𝑥, 𝑦) = ∞, если 𝑀𝑥,𝑦 = ∅. Положим далее

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

{︂
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) 6 𝑘(𝑦, 𝑧);
𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(1)

Многообразие называется арифметическим, если оно конгруэнц-перестановочно и конгру-
энц-дистрибутивно. Арифметичность многообразия эквивалентна существованию терма Пикс-
ли от основных операций, то есть, тернарного терма 𝑑, для которого выполнены тождества
Пиксли 𝑑(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑦 [27].

Из (1) следует, что класс 𝐾 унаров с мальцевской операцией 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) содержится в мно-
гообразии, заданном тождествами Пиксли. Отсюда, 𝐾 является конгруэнц-перестановочным
и конгруэнц-дистрибутивным.

С помощью конструкции предложенной В.К.Карташовым в [26], В.Л.Усольцевым в [28]
на произвольном унаре была определена тернарная операция 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), называемая симмет-
рической, удовлетворяющая тождествам 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥 и также переста-
новочная с унарной.

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑦, если 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(2)

Алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ образуют еще один подкласс класса унаров с мальцевской операцией.
В [29] аналогичным образом на произвольном унаре были определены тернарная операция

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) и операция большинства 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) перестановочные с унарной.

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑦, если 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧).

(3)
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𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

{︃
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧).
(4)

Заметим, что 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧). Следовательно, ⟨𝐴,𝑤, 𝑓⟩ ∼= ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.
Отметим, что операция 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) является слабой операцией почти единогласия (удовле-

творяет тождествам WNU).
Алгебры ⟨𝐴,𝑤, 𝑓⟩ и ⟨𝐴,𝑚, 𝑓⟩ образуют подклассы в классе алгебр с операторами.
𝑘-арная операция 𝜙 называется 𝑘-NU-операцией (операцией почти единогласия, near-

unanimity operation), если выполнены тождества

𝜙(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦, 𝑥) = · · · = 𝜙(𝑦, 𝑥, . . . , 𝑥) = 𝑥(𝑘 > 3).

В тернарном случае 𝜙 называют операцией большинства.
𝑘-арная операция 𝜑 называется 𝑘-WNU-операцией (слабой операцией почти единогласия,

weak near-unanimity operation), если выполнены тождества

𝜑(𝑥, ..., 𝑥) = 𝑥, 𝜑(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦, 𝑥) = · · · = 𝜑(𝑦, 𝑥, . . . , 𝑥).

Теорема 3. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция,
определенная по одному из правил (1)–(4). Алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ является конгруэнц–когерентной
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

1. операция 𝑓 на 𝐴 является инъективной;

2. унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит такой элемент 𝑎, что 𝑓(𝑥) = 𝑎 для любого 𝑥 ∈ 𝐴, где |𝐴| > 3;

3. унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен 𝐶𝑡1 для некоторого 𝑡 ∈ N ∪ {∞}.

Доказательство. Необходимость. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ не удовлетворяет условиям 1–3.
Тогда по лемме 5, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ не является конгруэнц–когерентной.

Достаточность. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ удовлетворяет условию 1 или условию 2, то по
теореме 2 [21], теореме 9 [30] и теореме 2 [29] соответствующие алгебры конгруэнц-просты.
Следовательно, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ конгруэнц–когерентна.

Пусть теперь алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ удовлетворяет условию 3, то по предложению 2 она
конгруэнц–когерентна. 2

Лемма 9. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция, опре-
деленная по одному из правил (1)–(4). Пусть также ⟨𝐴, 𝑓⟩ — неодноэлементный связный
унар с одноэлементным подунаром. Отношение 𝛽𝑛 при любом 𝑛 > 0 является конгруэнцией
алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩.

Доказательство. Для операции 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [21, лемма 15]. Вос-
пользуемся рассуждениями данной работы и докажем утверждение для операций 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) и
𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть 𝑛 > 0. Очевидно, что 𝛽𝑛 — эквивалентность. Из того, что на связном унаре с од-
ноэлементным подунаром для любого 𝑥 ∈ 𝐴, кроме 𝑥 = 𝑎, выполняется 𝑡(𝑓(𝑥)) = 𝑡(𝑥) − 1,
получаем, что 𝛽𝑛 ∈ Con⟨𝐴, 𝑓⟩.

Пусть 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, 𝑥3, 𝑦3 ∈ 𝐴 и 𝑥1𝛽𝑛𝑦1, 𝑥2𝛽𝑛𝑦2, 𝑥3𝛽𝑛𝑦3. В случаях, когда 𝑥1 = 𝑦1, 𝑥2 = 𝑦2,
𝑥3 = 𝑦3 или 𝑡(𝑥𝑖) 6 𝑛, 𝑡(𝑦𝑖) 6 𝑛, 𝑖 = 1, 2, 3, стабильность 𝛽𝑛 относительно операции 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)
вытекает из определения отношения 𝛽𝑛.
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Рассмотрим случай, когда 𝑡(𝑥𝑖) 6 𝑛, 𝑡(𝑦𝑖) 6 𝑛, 𝑖 = 2, 3 и 𝑡(𝑥1) > 𝑛 или 𝑡(𝑦1) > 𝑛. Тогда, из
определения отношения 𝛽𝑛 следует, что 𝑥1 = 𝑦1. По лемме 10 [21],

𝑘(𝑥1, 𝑥2) = max{𝑡(𝑥1), 𝑡(𝑥2)} = 𝑡(𝑥1) > 𝑛

и 𝑘(𝑥2, 𝑥3) 6 𝑛. Отсюда, учитывая (2) и (4), имеем

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогично получаем, что

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Откуда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Случай, когда 𝑡(𝑥𝑖) 6 𝑛, 𝑡(𝑦𝑖) 6 𝑛, 𝑖 = 1, 2 и 𝑡(𝑥3) > 𝑛 или 𝑡(𝑦3) > 𝑛 аналогичен предыду-

щему.
Рассмотрим случай, когда 𝑡(𝑥𝑖) 6 𝑛, 𝑡(𝑦𝑖) 6 𝑛, 𝑖 = 1, 3 и 𝑡(𝑥2) > 𝑛 или 𝑡(𝑦2) > 𝑛. Из

определения отношения 𝛽𝑛 следует, что 𝑥2 = 𝑦2. По лемме 10 [21],

𝑘(𝑥1, 𝑥2) = max{𝑡(𝑥1), 𝑡(𝑥2)} = 𝑡(𝑥2) = max{𝑡(𝑥2), 𝑡(𝑥3)} = 𝑘(𝑥2, 𝑥3).

Отсюда,

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Откуда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Пусть теперь 𝑡(𝑥3) 6 𝑛, 𝑡(𝑦3) 6 𝑛 и 𝑡(𝑥1) > 𝑛 или 𝑡(𝑦1) > 𝑛, 𝑡(𝑥2) > 𝑛 или 𝑡(𝑦2) > 𝑛. Тогда,

по определению отношения 𝛽𝑛, имеем 𝑥1 = 𝑦1, 𝑥2 = 𝑦2. Предположим, что 𝑡(𝑥1) > 𝑡(𝑥2). По
лемме 10 [21], 𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑡(𝑥1) и 𝑘(𝑥2, 𝑥3) = 𝑡(𝑥2). Тогда

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отсюда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3). Если 𝑡(𝑥1) < 𝑡(𝑥2), то рассуждения аналогичны.
Пусть теперь 𝑡(𝑥1) = 𝑡(𝑥2). По лемме 10 [21], 𝑘(𝑥1, 𝑥2) 6 𝑡(𝑥1) = 𝑡(𝑥2) = 𝑘(𝑥2, 𝑥3). Если

𝑘(𝑥1, 𝑥2) < 𝑘(𝑥2, 𝑥3), то

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

и, аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Откуда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3). Если же 𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑘(𝑥2, 𝑥3), то

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

и, аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

что вновь приводит к 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Случай, когда 𝑡(𝑥1) 6 𝑛, 𝑡(𝑦1) 6 𝑛 и 𝑡(𝑥2) > 𝑛 или 𝑡(𝑦2) > 𝑛, 𝑡(𝑥3) > 𝑛 или 𝑡(𝑦3) > 𝑛

аналогичен предыдущему.
Рассмотрим последний случай, когда 𝑡(𝑥2) 6 𝑛, 𝑡(𝑦2) 6 𝑛 и 𝑡(𝑥1) > 𝑛 или 𝑡(𝑦1) > 𝑛,

𝑡(𝑥3) > 𝑛 или 𝑡(𝑦3) > 𝑛. Из определения отношения 𝛽𝑛 имеем 𝑥1 = 𝑦1, 𝑥3 = 𝑦3. По лемме 10 [21],
𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑡(𝑥1) = 𝑡(𝑦1) = 𝑘(𝑦1, 𝑦2) и 𝑘(𝑥2, 𝑥3) = 𝑡(𝑥3) = 𝑡(𝑦3) = 𝑘(𝑦2, 𝑦3). Если 𝑡(𝑥1) < 𝑡(𝑥3), то
и 𝑡(𝑦1) < 𝑡(𝑦3). Тогда

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

и, аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).
.

Откуда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Если 𝑡(𝑥1) = 𝑡(𝑥3), то и 𝑡(𝑦1) = 𝑡(𝑦3). Тогда

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

и, аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦2, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).
.

Отсюда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Если 𝑡(𝑥1) > 𝑡(𝑥3), то

𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑥1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑥3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).

и, аналогично,

𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

{︃
𝑦1, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝑦3, если 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧).
.

Откуда, 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝛽𝑛𝑑(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3). 2

Лемма 10. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция, опре-
деленная по одному из правил (1)–(4), и нульарной операцией 0, для которой 𝑓(0) = 0. Пусть
также ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар с узловым элементом 𝑣 ∈ 𝐴, где 𝑣 ̸= 0. Если глубина унара
𝑡(𝐴) <∞, то 𝑡(𝑣) ̸= 𝑡(𝐴)− 1. Тогда алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не является локально когерентной.
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Доказательство. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет условиям леммы. По условию суще-
ствуют различные элементы 𝑥, 𝑦, 𝑎 ∈ 𝐴 такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 𝑣 и 𝑡(𝑎) > 𝑡(𝑣) + 2. Без

ограничения общности, пусть 𝑓𝑚(𝑎) = 𝑥, где 𝑚 > 0. Рассмотрим подунар 𝐶𝑡(𝑎)1 с образующим

𝑎 и конгруэнцию 𝛽𝑡(𝑥). По построению подунар 𝐶𝑡(𝑎)1 не содержит класс [0]𝛽𝑡(𝑥). По определе-

нию конгруэнции 𝛽𝑡(𝑥), подунар 𝐶
𝑡(𝑎)
1 содержит класс [𝑎]𝛽𝑡(𝑥). Таким образом, алгебра ⟨𝐴,Ω⟩

не является локально когерентной. 2

Будем называть унаром специального вида неодноэлементный связный унар с одноэле-
ментным подунаром, который либо не имеет узловых элементов, либо имеет единственный
узловой элемент, являющийся неподвижным.

Лемма 11. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция, опре-
деленная по одному из правил (1)–(4). Следующие утверждения верны.

1. Пусть 𝐵 ⊆ 𝐴 и операция 𝑓 на 𝐵 инъективна. Тогда 𝑘(𝑎, 𝑏) = ∞ для различных элемен-
тов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵.

2. Пусть 𝜃 ∈ Con⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, 𝜃 ̸= ▽. Тогда, для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, из условия 𝑎𝜃𝑏 следует
𝑘(𝑎, 𝑏) <∞.

3. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар специального вида, 𝜃 ∈ 𝐶𝑜𝑛⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, 𝑏 ̸= 𝑐 и 𝑡(𝑏) 6 𝑡(𝑐).
Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 из 𝑡(𝑥) 6 𝑡(𝑐) и 𝑡(𝑦) 6 𝑡(𝑐) следует, что 𝑥𝜃𝑦.

4. Если ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар специального вида, то любая неединичная конгруэнция алгебры
⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ имеет вид 𝜎𝑛 для некоторого 𝑛 > 0.

5. Пусть унарный редукт ⟨𝐴, 𝑓⟩ алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ — неодноэлементный связный унар, име-
ющий одноэлементный подунар. Пусть также 𝜃 ∈ Con⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, 𝑏 ̸= 𝑐 и
𝑡(𝑏) < 𝑡(𝑐) для некоторых 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴. Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 из 𝑡(𝑥) < 𝑡(𝑐) и 𝑡(𝑦) < 𝑡(𝑐)
следует, что 𝑥𝜃𝑦 и 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑐]𝜃.

6. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный неодноэлементный связный унар с одноэлементным по-
дунаром и 𝑐 ∈ 𝐴. Если элемент 𝑐 и все элементы из 𝐴, имеющие глубину, меньшую
𝑡(𝑐), лежат в некотором классе конгруэнции 𝜃 ∈ Con⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, то все элементы глубины
𝑡(𝑐) лежат в этом классе.

7. Если конгруэнция 𝜃 удовлетворяет предыдущему условию, то 𝜃 = 𝛽𝑡(𝑐).

8. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ представляется в виде суммы подунаров 𝐵 и 𝐶, где 𝐵 — произ-
вольная компонента связности, на которой операция 𝑓 не инъективна, а 𝐶 — подунар
с инъективной операцией. Тогда любая нетривиальная конгруэнция 𝜃 алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩
является расширением некоторой конгруэнции ее подалгебры ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓⟩.

Доказательство. 1) Следует из определения 𝑘(𝑥, 𝑦).

2) Для операций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [31, лемма 2] и [32, лем-
ма 5] соответственно. Воспользуемся рассуждениями этих работ и докажем утверждение для
операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть 𝑘(𝑎, 𝑏) = ∞. Предположим, что 𝑎𝜃𝑏. Так как 𝜃 ̸= ▽, то (𝑏, 𝑐) /∈ 𝜃 для некоторого
𝑐 ∈ 𝐴. Поскольку 𝑘(𝑎, 𝑏) = ∞ > 𝑘(𝑏, 𝑐), то из (2) имеем 𝑠(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎 или 𝑠(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑏. С другой
стороны, 𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑐) = 𝑐, что противоречит выбору пары (𝑏, 𝑐).

3) Для операций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [21, лемма 11] и [32, лем-
ма 4] соответственно. Воспользуемся рассуждениями этих работ и докажем утверждение для
операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Из условия 𝑡(𝑏) 6 𝑡(𝑐), по следствию 2 [21], вытекает 𝑘(𝑏, 𝑐) = 𝑡(𝑐). Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦 и
𝑡(𝑥), 𝑡(𝑦) 6 𝑡(𝑐). По следствию 2 [21], 𝑘(𝑥, 𝑏) = max{𝑡(𝑏), 𝑡(𝑥)}. Отсюда, по условию,

𝑘(𝑥, 𝑏) 6 𝑡(𝑐) = 𝑘(𝑏, 𝑐).

Тогда, из (2) получаем, что 𝑠(𝑥, 𝑏, 𝑐) = 𝑏 или 𝑠(𝑥, 𝑏, 𝑐) = 𝑐. В то же время, 𝑠(𝑥, 𝑐, 𝑐) = 𝑥, откуда
𝑥𝜃𝑏. Аналогично, 𝑦𝜃𝑏 и, окончательно, 𝑥𝜃𝑦.

4) Для операций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [21, лемма 12] и [32, след-
ствие 1] соответственно. Воспользуемся рассуждениями этих работ и докажем утверждение
для операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть 𝜃 — неединичная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Поскольку, △ = 𝜎0, то рассмот-
рим 𝜃 ̸= △. Допустим, что глубины всех элементов унара, входящих в нетривиальные пары
конгруэнции 𝜃, ограничены глубиной некоторого элемента 𝑐. Тогда (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃 для некоторого
𝑏 ∈ 𝐴, где 𝑡(𝑏) 6 𝑡(𝑐) и 𝑏 ̸= 𝑐. Поскольку для любых различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, таких, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜃,
выполняются условия 𝑡(𝑥) 6 𝑡(𝑐) и 𝑡(𝑦) 6 𝑡(𝑐), то по следствию 3 [21] имеем, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎𝑡(𝑐).
Отсюда, 𝜃 6 𝜎𝑡(𝑐).

Допустим, что 𝑥 ̸= 𝑦 и (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎𝑡(𝑐). Тогда, по следствию 3 [21], имеем 𝑡(𝑥) 6 𝑡(𝑐) и
𝑡(𝑦) 6 𝑡(𝑐). Отсюда, по утверждению пункта 3, имеем (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜃. Таким образом, 𝜎𝑡(𝑐) 6 𝜃 и
𝜃 = 𝜎𝑡(𝑐).

Предположим теперь, что глубины элементов, принадлежащих нетривиальным парам кон-
груэнции 𝜃 не ограничены в совокупности. Так как 𝜃 ̸= ▽, то (𝑥, 𝑦) /∈ 𝜃 для некоторых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.
По предположению, найдется такой элемент 𝑐, входящий в некоторую пару (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, что
𝑡(𝑥) < 𝑡(𝑐) и 𝑡(𝑦) < 𝑡(𝑐). В силу симметричности 𝜃, можно считать, что 𝑡(𝑏) 6 𝑡(𝑐). Тогда, по
утверждению пункта 3 имеем 𝑥𝜃𝑦, что противоречит выбору 𝑥, 𝑦.

5) Для операции 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [33, лемма 4]. Докажем утверждение
для операций 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть 𝜃 ∈ 𝐶𝑜𝑛⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩, (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, 𝑏 ̸= 𝑐 и 𝑡(𝑏) < 𝑡(𝑐) для некоторых 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴. Из последнего,
в силу леммы 10 [21], вытекает 𝑘(𝑏, 𝑐) = 𝑡(𝑐).

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝑡(𝑥) < 𝑡(𝑐), и 𝑡(𝑦) < 𝑡(𝑐). По лемме 10 [21], 𝑘(𝑥, 𝑐) = 𝑡(𝑐). Тогда,
из (2) получаем, что 𝑠(𝑥, 𝑐, 𝑏) = 𝑐. В то же время, 𝑠(𝑥, 𝑐, 𝑐) = 𝑥, откуда получаем 𝑥𝜃𝑐. Из (4)
получаем, что 𝑚(𝑏, 𝑐, 𝑥) = 𝑥. В то же время, 𝑚(𝑐, 𝑐, 𝑥) = 𝑐, откуда получаем 𝑥𝜃𝑐. Аналогично,
𝑦𝜃𝑐 и, окончательно, 𝑥𝜃𝑦.

6) Для операции 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [33, следствие 1]. Докажем утверждение
для операций 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть 𝑎 — неподвижный элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. По условию, 𝑎𝜃𝑐. Предположим, что для
некоторого элемента 𝑥 ∈ 𝐴, где 𝑡(𝑥)=𝑡(𝑐), утверждение леммы не выполняется, то есть 𝑥 /∈ [𝑐]𝜃.
Поскольку 𝑡(𝑥)=𝑡(𝑐), то 𝑘(𝑥, 𝑎) = 𝑘(𝑎, 𝑐). Тогда из (2) получаем, что 𝑠(𝑥, 𝑐, 𝑎) = 𝑐. В то же
время, 𝑠(𝑥, 𝑎, 𝑎) = 𝑥, откуда 𝑥𝜃𝑐, что противоречит предположению.

Аналогично из (4) получаем, что 𝑚(𝑐, 𝑎, 𝑥) = 𝑥. В то же время, 𝑚(𝑐, 𝑐, 𝑥) = 𝑐, откуда 𝑥𝜃𝑐,
что противоречит предположению.

7) Утверждение следует из утверждения пункта 6) и определения отношения 𝛽𝑛.

8) Для операций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) утверждение доказано в [20, лемма 15] и [32, лем-
ма 6] соответственно. Воспользуемся рассуждениями этих работ и докажем утверждение для
операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Достаточно показать, что любой элемент из 𝐶 порождает одноэлементный класс конгру-
энции 𝜃. Из утверждений пунктов 1 и 2 следует, что (𝑥, 𝑦) /∈ 𝜃 для любых несовпадающих
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶. Пусть 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶. Так как элементы 𝑏 и 𝑐 лежат в разных компонентах связности,
то 𝑘(𝑎, 𝑏) = ∞. Тогда, из утверждения пункта 2 имеем, (𝑏, 𝑐) /∈ 𝜃. 2
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Лемма 12. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция,
определенная по одному из правил (1)–(4), и нульарной операцией 0, для которой 𝑓(0) = 0.
Пусть также связный унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит единственный узловой элемент 0. Тогда алгебра
⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ является слабо когерентной.

Доказательство. Возможны два случая.
Случай 1: 𝑡(𝐴) = 1.
Алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ является конгруэнц–простой, поскольку по теореме 2 [21], теоре-

ме 9 [30] и теореме 2 [29] соответствующие алгебры конгруэнц-просты. Следовательно, алгебра
⟨𝐴, 𝑝, 𝑓, 0⟩ является слабо когерентной.

Случай 2: 𝑡(𝐴) > 1.
По утверждению 4 леммы 11 имеем, что любая неединичная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩

имеет вид 𝜎𝑛 для некоторого 𝑛 > 0. При этом любая подалгебра ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩
либо не содержит класс [0]𝜎𝑛, либо содержит класс [0]𝜎𝑛 для некоторого 𝑛 > 0.

Случаи когда подалгебра ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не содержит класс [0]𝜎𝑛, либо является классом [0]𝜎𝑛
для некоторого 𝑛 > 0, очевидны.

Рассмотрим случай когда подалгебра ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ строго содержит класс [0]𝜎𝑛. Тогда суще-
ствует элемент 𝑏 ∈ 𝐵 такой, что 𝑏 /∈ [0]𝜎𝑛. Следовательно, 𝑡(𝑏) > 𝑛. Тогда по определению

конгруэнции 𝜎𝑛 имеем, что [𝑏]𝜎𝑛 = {𝑏}. Откуда, 𝐵 = [0]𝜎𝑛 ∪

(︃ ⋃︀
𝑏∈𝐵,𝑡(𝑏)>𝑛

[𝑏]𝜎𝑛

)︃
.

Для любого 𝑚 < 𝑛 подалгебра ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ содержит класс [0]𝜎𝑚. По замечанию 1 и рас-
смотренному выше имеем, что подалгебра ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ содержит класс [0]𝜎𝑚 и есть объединение
классов конгруэнции 𝜎𝑚. Таким образом, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ является слабо когерентной. 2

Теорема 4. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция,
определенная по одному из правил (1)–(4), и нульарной операцией 0, для которой 𝑓(0) = 0.
Алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ является слабо когерентной тогда и только тогда, когда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ яв-
ляется одним из следующих:

1. произвольный унар с инъективной операцией;

2. связный унар, который не содержит узловых элементов, за исключением, может
быть, элемента 0;

3. сумма унара из пункта 2 и произвольного унара с инъективной операцией.

Доказательство. Необходимость. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не удовлетворяет условиям 1–3.
Тогда по лемме 6, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не является слабо когерентной.

Достаточность. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 1, то по теореме 2 [21],
теореме 9 [30] и теореме 2 [29] соответствующие алгебры конгруэнц-просты. Следовательно,
алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ слабо когерентна.

Пусть теперь алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 2, тогда по лемме 12 алгебра слабо
когерентна. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 3, то по лемме 12 и утвержде-
нию 8 леммы 11 алгебра является слабо когерентной. 2

Теорема 5. Пусть ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ — алгебра с оператором 𝑓 , где 𝑑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — операция,
определенная по одному из правил (1)–(4), и нульарной операцией 0, для которой 𝑓(0) = 0.
Алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ является локально когерентной тогда и только тогда, когда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩
является одним из следующих:

1. произвольный унар содержащий одноэлементную компоненту порожденную 0 или од-
ноэлементный унар;
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2. унар, в котором для всех 𝑥 ∈ 𝐴 выполняется 𝑓(𝑥) = 0, где |𝐴| > 3;

3. унар 𝐶𝑡1, 𝑡 ∈ N ∪ {∞};

4. связный унар конечной глубины 𝑡(𝐴), в котором существует единственный узловой
элемент 𝑎 ̸= 0, глубина которого равна 𝑡(𝐴)− 1, и других узловых элементов нет.

Доказательство. Необходимость. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не удовлетворяет условиям 1–4.
Тогда по леммам 7 и 10, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не является локально когерентной.

Достаточность. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 1. Пусть 𝜃 — нетриви-
альная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ и 𝑎 ∈ 𝐴 ∖ {0}. Так как элементы 𝑎 и 0 лежат в разных
компонентах связности, то 𝑘(𝑎, 𝑏) = ∞. Тогда, по утверждению 2 леммы 11, (𝑏, 𝑐) /∈ 𝜃. Таким
образом, [0]𝜃 — одноэлементный класс конгруэнции 𝜃. Поскольку, любая подалгебра алгебры
⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ содержит элемент 0, то алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ локально когерентна.

Пусть теперь алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 2 или условию 3, то по теоре-
ме 2 [21], теореме 9 [30] и теореме 2 [29] соответствующие алгебры конгруэнц-просты. Следо-
вательно, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ локально когерентна.

Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ удовлетворяет условию 4. Пусть 𝜃 — нетривиальная конгруэнция
алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ и ⟨𝐵, 𝑑, 𝑓, 0⟩ — собственная подалгебра алгебры ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩. Предположим,
что алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩ не локально когерентна. Тогда существует элемент 𝑥 ∈ 𝐴 такой, что
[𝑥]𝜃 ⊆ 𝐵, но [0]𝜃 ̸⊆ 𝐵. Значит существуют элементы 𝑎 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵 и 𝑏 ∈ 𝐵 такие, что 𝑎, 𝑏 ∈ [0]𝜃.
Без ограничения общности, пусть 𝑡(𝑏) 6 𝑡(𝑎). Тогда по утвеждениям 5 и 7 леммы 11, 𝜃 = 𝛽𝑡(𝑎).
По определению конгруэнции 𝛽𝑡(𝑎), [0]𝜃 = [0]𝛽𝑡(𝑎). Откуда, не существует элемента 𝑥 ∈ 𝐴
такого, что [𝑥]𝛽𝑡(𝑎) ⊆ 𝐵, что противоречит предположению. Таким образом, алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓, 0⟩
локально когерентна. 2

6. Заключение

Хочется выразить сердечную благодарность заведующему кафедрой алгебры, геометрии
и математического анализа ФГБОУ ВО «ВГСПУ», талантливому педагогу и удивительному
человеку В.К. Карташову за внимание, заботу, за мудрые советы и поддержку.
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