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Аннотация

Введено понятие индуцированного преобразования почти эрмитовой структуры линей-
ного расширения почти контактного метрического многообразия. Получены явные фор-
мулы этого преобразования почти эрмитовой структуры. Исследована инвариантность че-
тырех основных соотношений на структурный и виртуальный тензоры почти эрмитова
многообразия, которые используются при классификации Грея–Хервеллы почти эрмито-
вых многообразий. Было выяснено, что одно из этих соотношений является инвариант-
ным относительно индуцированного преобразования почти эрмитовой структуры линей-
ного расширения. Для остальных трех условий были найдены требования на функцию,
задающую индуцированное преобразование, при выполнении которых названные условия
оказались инвариантными относительно индуцированного преобразования почти эрмито-
вой структуры линейного расширения гладкого многообразия с почти контактной метри-
ческой структурой. С использованием этих результатов было выяснено, какие из шест-
надцати классов почти эрмитовых многообразий являются инвариантными относительно
индуцированных преобразований линейных расширений. Для остальных классов класси-
фикации Грея–Хервеллы были получены условия на функцию, задающую индуцированное
преобразование, при выполнении которых исходная почти эрмитова структура линейного
расширения и преобразованная почти эрмитова структура принадлежат одному и тому
же классу из классификации почти эрмитовых многообразий.

Ключевые слова: почти эрмитова структура, почти контактная метрическая структура,
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INDUCED TRANSFORMATIONS
FOR ALMOST HERMITIAN STRUCTURE

OF LINEAR EXTENSIONS
L. A. Ignatochkina (Moscow)

Abstract

Induced transformation of almost Hermitian structure for linear extension of the manifold
with almost contact metric structure was considered in this paper. We got formulas for induced
transformation of almost Hermitian structure for linear extension of the smooth manifold with
almost contact metric structure. There exist four equations for the Gray–Hervella’s classification
of the smooth manifolds with almost Hermitian structures. In this paper we studied invariance of
these equations. One equation is invariant. The conditions of invariance for three other equations
were got in this paper. These equations defined sixteen classes of the smooth manifolds with
almost Hermitian structure. In this paper we studied invariance for these classes. One class
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is invariant. Six classes are invariant if and only if exterior differential of function of induced
transformation is contained in the second fundamental distribution. Other classes are invariant
if and only if the function of induced transformation is constant.

Keywords: almost Hermitian structure, almost contact metric structure, conformal change.
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1. Введение

Линейные расширения гладких многообразий (то есть многообразие вида 𝑀 ×R, где 𝑀 —
гладкое многообразие, а R — вещественная прямая) рассматривались в работах [1], [2], [3].
В работах [1], [2] была построена почти эрмитова структура на многообразии 𝑀 × R, при-
чем многообразие 𝑀 отождествляется с многообразием 𝑀 × 0, являющемся омбилической
гиперповерхностью в 𝑀 × R. Соотношение между классами почти контактных метрических
структур на 𝑀 и соответствующими классами почти эрмитовых структур на 𝑀 × R были
подробно изучены в работах [4], [5].

Конформное преобразование метрики гладкого многообразия, то есть переход от метрики 𝑔
к метрике 𝑒2𝑓𝑔, где 𝑓 — гладкая функция на многообразии, при наличии на этом многообразии
других фиксированных тензорных полей определяет конформное преобразование для всей
их совокупности. Например, под конформным преобразованием почти эрмитовой структуры
понимается переход от пары (𝐽, 𝑔) к паре (𝐽, 𝑒2𝑓𝑔), а под конформным преобразованием почти
контактной метрической структуры понимается переход от структуры (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔) к структуре
(Φ, 𝑒−𝑓𝜉, 𝑒𝑓𝜂, 𝑒2𝑓𝑔). Такие преобразования структуры широко изучались. В качестве примера
приведем работы [6], [7], [8], [9].

Если даны два, связанные между собой, многообразия с дополнительными тензорными
структурам, то преобразование структуры на первом многообразии позволяет индуцировать
преобразование структуры второго многообразия. Например, в работе [10] рассматривались
почти эрмитова структура на базе главного 𝑇 1-расслоения, ее конформное преобразование
и индуцированное преобразование почти контактной метрической структуры на тотальном
пространстве расслоения.

Зададим на почти контактном метрическом многообразии 𝑀 конформное преобразование
его структуры. Тогда на линейном расширении 𝑀 × R получим некоторое преобразование
его почти эрмитовой структуры. Оно задается при помощи отображения присоединенных 𝐺-
структур, построенного в работах [11], [12]. Тогда первой задачей становится получение инва-
риантного вида введенного преобразование и второй задачей — исследование инвариантности
16 классов почти эрмитовых многообразий относительно введенного преобразования.

2. Почти эрмитовы и почти контактные метрические структуры
на многообразиях

Пусть 𝑀 — связное гладкое 2𝑛-мерное многообразие. Почти эрмитовой структурой на
нем называется пара тензорных полей (𝐽, 𝑔), где 𝐽 — антиинволютивный эндоморфизм, 𝑔 —
риманова метрика, согласованная с 𝐽 , то есть 𝑔(𝐽𝑋, 𝐽𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 ) для любых векторных
полей 𝑋,𝑌 на 𝑀 . Многообразие, на котором фиксирована почти эрмитова структура, назы-
вается почти эрмитовым многообразием.

Напомним [13], что в комплексификации касательного пространства
𝑇C
𝑚(𝑀), 𝑚 ∈ 𝑀 , строится базис (𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂), 𝑎 = 1, . . . , 𝑛, 𝑎̂ = 𝑎 + 𝑛, в котором матрицы тензоров
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𝐽𝑚 и 𝑔𝑚 имеют вид

(𝐽 𝑖𝑗) =

(︂ √
−1𝐼𝑛 0
0 −

√
−1𝐼𝑛

)︂
; (𝑔𝑖𝑗) =

(︂
0 𝐼𝑛
𝐼𝑛 0

)︂
(1)

где 𝐼𝑛 — единичная матрица порядка 𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛. Такой базис и соответствующий ему ре-
пер (𝑚, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂) называются адаптированными почти эрмитовой структуре (𝐽, 𝑔) многообразия.
Коротко они называются 𝐴-базисом и 𝐴-репером. На пространстве расслоения 𝐴-реперов тен-
зорные поля 𝐽 и 𝑔 задаются системами функций вида (1). Эти системы функций называются
компонентами тензорных полей 𝐽 и 𝑔 на пространстве расслоения 𝐴-реперов. Ковариант-
ный дифференциал тензорного поля 𝐽 в римановой связности ∇ метрики 𝑔 определяет два
тензорных поля

𝐵(𝑋,𝑌 ) =
1

4
(∇𝑌 (𝐽)(𝐽𝑋)−∇𝐽𝑌 (𝐽)𝑋);

𝐶(𝑋,𝑌 ) = −1

8
(∇𝐽𝑌 (𝐽)𝑋 +∇𝑌 (𝐽)(𝐽𝑋)−∇𝐽𝑋(𝐽)𝑌 −∇𝑋(𝐽)(𝐽𝑌 )).

Эти тензорные поля называются виртуальным и структурным тензором, соответственно.
Ненулевые компоненты этих тензорных полей на пространстве расслоения 𝐴-реперов обозна-
чаются

𝐵𝑎𝑏
𝑐 = − 𝑖

2
𝐽𝑎
𝑏̂,𝑐
; 𝐵𝑎𝑏

𝑐 =
𝑖

2
𝐽 𝑎̂𝑏,𝑐;

𝐵𝑎𝑏𝑐 =
𝑖

2
𝐽𝑎
[𝑏̂,𝑐]

; 𝐵𝑎𝑏𝑐 = − 𝑖

2
𝐽 𝑎̂[𝑏,𝑐],

где 𝑖 — мнимая единица, квадратные скобки обозначают альтернирование по заключенным в
них индексам. Компоненты виртуального и структурного тензора попарно комплексно сопря-
жены

𝐵̄𝑎𝑏
𝑐 = 𝐵𝑎𝑏

𝑐; 𝐵̄𝑎𝑏𝑐 = 𝐵𝑎𝑏𝑐.

Согласно [14] пространство 𝑊 тензорных полей 𝛼 типа (3,0), обладающих свойствами

𝛼(𝑋,𝑌, 𝑍) = −𝛼(𝑋,𝑍, 𝑌 ) = −𝛼(𝑋, 𝐽𝑌, 𝐽𝑍),

распадается в прямую сумму четырех неприводимых подпространств относительно группы
𝑈(𝑛):

𝑊 =𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕𝑊3 ⊕𝑊4. (2)

Ковариантный дифференциал келеровой формы 𝐹 (𝑋,𝑌 ) = 𝑔(𝐽𝑋, 𝑌 ) почти эрмитова мно-
гообразия является тензорным полем указанного вида. В зависимости от того, какому из
получающихся 16 подпространств он принадлежит, выделяют 16 классов почти эрмитовых
многообразий. Критерии этих классов имеют вид [15]

{0} : 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 0, 𝐵𝑎𝑏
𝑐 = 0;𝑊1 : 𝐵

[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵𝑎𝑏𝑐, 𝐵𝑎𝑏
𝑐 = 0;𝑊2 : 𝐵

[𝑎𝑏𝑐] = 0, 𝐵𝑎𝑏
𝑐 = 0;

𝑊3 : 𝐵
𝑎𝑏𝑐 = 0, 𝐵𝑎𝑏

𝑏 = 0;𝑊4 : 𝐵
𝑎𝑏𝑐 = 0;𝐵𝑎𝑏

𝑐 = 𝜉[𝑎𝛿𝑏]𝑐 ; 𝑊1 ⊕𝑊2 : 𝐵
𝑎𝑏
𝑐 = 0;

𝑊1 ⊕𝑊3 : 𝐵
[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵𝑎𝑏𝑐, 𝐵𝑎𝑏

𝑏 = 0;𝑊1 ⊕𝑊4 : 𝐵
[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵𝑎𝑏𝑐, 𝐵𝑎𝑏

𝑐 = 𝛼[𝑎𝛿𝑏]𝑐 ;

𝑊2 ⊕𝑊3 : 𝐵
[𝑎𝑏𝑐] = 0, 𝐵𝑎𝑏

𝑏 = 0; 𝑊2 ⊕𝑊4 : 𝐵
[𝑎𝑏𝑐] = 0, 𝐵𝑎𝑏

𝑐 = 𝛼[𝑎𝛿𝑏]𝑐 ;

𝑊3 ⊕𝑊4 : 𝐵
𝑎𝑏𝑐 = 0; 𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕𝑊3 : 𝐵

𝑎𝑏
𝑏 = 0;𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕𝑊4 : 𝐵

𝑎𝑏
𝑐 = 𝛼[𝑎𝛿𝑏]𝑐 ;

𝑊1 ⊕𝑊3 ⊕𝑊4 : 𝐵
[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵𝑎𝑏𝑐; 𝑊2 ⊕𝑊3 ⊕𝑊4 : 𝐵

[𝑎𝑏𝑐] = 0, (3)
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где {𝛼𝑎, 𝛼𝑎 ≡ 𝛼𝑎̂} — компоненты формы Ли

𝜔 =
−1

𝑛− 1
𝛿𝐹 ∘ 𝐽 (4)

на пространстве расслоения 𝐴-реперов.
Пусть𝑀 — связное гладкое 2𝑛+1-мерное многообразие. Пусть на нем фиксирована четвер-

ка тензорных полей (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔), где Φ — тензорное поле типа (1,1), 𝜂 — 1-форма, 𝜉 — векторное
поле, 𝑔 — риманова метрика. При этом выполняются соотношения

1)Φ(𝜉) = 0; 2) 𝜂 ∘ Φ = 0; 3) 𝜂(𝜉) = 1; 4)Φ2 = −𝑖𝑑+ 𝜉 ⊗ 𝜂;

5) 𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 )− 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ). (5)

Такая четверка тензорных полей называется почти контактной метрической структурой.
Гладкое многообразие, на котором фиксирована почти контактная метрическая структура
называется почти контактным метрическим многообразием.

Напомним [13], что в комплексификации касательного пространства 𝑇C
𝑚(𝑀), 𝑚 ∈𝑀 стро-

ится базис (𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚), 𝑎 = 1, . . . , 𝑛, 𝑎̂ = 𝑎+𝑛, в котором компоненты тензоров Φ𝑚 и 𝑔𝑚 имеют
вид

(Φ𝑖𝑗) =

⎛⎝ √
−1𝐼𝑛 0 0
0 −

√
−1𝐼𝑛 0

0 0 0

⎞⎠ ; (𝑔𝑖𝑗) =

⎛⎝ 0 𝐼𝑛 0
𝐼𝑛 0 0
0 0 1

⎞⎠ ,

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛. Такой базис и соответствующий ему репер (𝑚, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚) называются адапти-
рованными почти контактной метрической структуре многообразия. Короче они называются
𝐴-базисом и 𝐴-репером, соответственно. На пространстве расслоения 𝐴-реперов тензорные
поля Φ и 𝑔 задаются системами функций вида (1). Эти системы функций называются компо-
нентами тензорных полей Φ и 𝑔 на пространстве расслоения 𝐴-реперов.

Ковариантный дифференциал ∇Φ эндоморфизма Φ в римановой связности метрики 𝑔
определяет шесть тензорных полей, ненулевые компоненты

{𝐶𝑎𝑏𝑐, 𝐶𝑎𝑏𝑐}, {𝐶𝑎𝑏𝑐, 𝐶𝑎𝑏𝑐}, {𝐶𝑎𝑏, 𝐶𝑎𝑏}, {𝐶𝑎𝑏, 𝐶𝑎𝑏}, {𝐷𝑎𝑏, 𝐷𝑎𝑏}, {𝐷𝑎, 𝐷𝑎}

которых задаются следующим образом

𝐶𝑎𝑏𝑐 = −
√
−1
2 Φ𝑎

𝑏̂,𝑐
; 𝐶𝑎𝑏𝑐 =

√
−1
2 Φ𝑎

[𝑏̂,𝑐]

𝐶𝑎𝑏 =
√
−1
2 Φ𝑎

𝑏̂,0
−
√
−1Φ𝑎

0,𝑏̂
; 𝐶𝑎𝑏 = −

√
−1Φ𝑎0,𝑏

𝐶𝑎𝑏
𝑐 =

√
−1
2 Φ𝑎̂𝑏,𝑐; 𝐶𝑎𝑏𝑐 = −

√
−1
2 Φ𝑎̂[𝑏,𝑐]

𝐶𝑎𝑏 = −
√
−1
2 Φ𝑎̂𝑏,0 +

√
−1Φ𝑎̂0,𝑏; 𝐶𝑎

𝑏 =
√
−1Φ𝑎̂

0,𝑏̂

𝐷𝑎𝑏 = −
√
−1Φ0

[𝑎,𝑏]; 𝐷𝑎𝑏 =
√
−1Φ0

[𝑎̂,𝑏̂]

𝐷𝑎 = −
√
−1Φ0

𝑎,0 𝐷𝑎 =
√
−1Φ0

𝑎̂,0,

(6)

где нулевой индекс соответствует вектору 𝜉𝑚. Эти тензорные поля называются структурными
тензорами почти контактного метрического многообразия.

Отметим, что 𝐶𝑎𝑏𝑐 = 𝐶𝑎𝑏
𝑐, 𝐶𝑎𝑏𝑐 = 𝐶𝑎𝑏𝑐, 𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑎𝑏, 𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑎𝑏, 𝐷̄𝑎𝑏 = 𝐷𝑎𝑏, 𝐷̄𝑎 = 𝐷𝑎.

3. Линейные расширения почти контактных метрических много-
образий

Пусть 𝑀 — (2𝑛 + 1)-мерное почти контактное метрическое многообразие со структурой
(Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔). Тогда [1] на декартовом произведении 𝑀 × R многообразия 𝑀 и вещественной
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прямой R внутренним образом порождается почти эрмитова структура (𝐽, ℎ). Пусть 𝜈 — еди-
ничный вектор вещественной прямой R. Тогда компоненты тензорных полей 𝐽 и ℎ на про-
странстве расслоения реперов вида (𝑚, 𝑒𝑖, 𝜈), где {(𝑚, 𝑒𝑖)} — множество всех вещественных
реперов многообразия 𝑀 , будут задаваться следующими матрицами:

(𝐽𝛼𝛽) =

(︂
Φ𝑖𝑗 𝜂𝑗
−𝜉𝑖 0

)︂
; (ℎ𝛼𝛽) =

(︂
𝑔𝑖𝑗 0
0 1

)︂
,

где 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 2𝑛 + 2. Если для многообразия 𝑀 рассматривать
подрасслоение 𝐴-реперов, то матрицы 𝐽 и ℎ на пространстве расслоения реперов вида
𝑏1 = (𝑚, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚, 𝜈) будут иметь вид [5]:

(𝐽𝛼𝛽) =

⎛⎜⎜⎝
𝑖𝐼𝑛 0 0 0
0 −𝑖𝐼𝑛 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ (ℎ𝛼𝛽) =

⎛⎜⎜⎝
0 𝐼𝑛 0 0
𝐼𝑛 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (7)

Так как реперы 𝑏1 не являются 𝐴-реперами для почти эрмитовой структуры (𝐽, ℎ), рассмотрим
реперы 𝑏2 = (𝑚, 𝜀𝑎, 𝜀0, 𝜀𝑎̂, 𝜀0̂), где

𝜀0 =
𝜉𝑚 − 𝑖𝜈√

2
; 𝜀0̂ =

𝜉𝑚 + 𝑖𝜈√
2

. (8)

На пространстве расслоения реперов 𝑏2 тензорные поля 𝐽 и ℎ принимают вид матриц (1), где
вместо 𝐼𝑛 стоит 𝐼𝑛+1.

Из вида матриц (7) следует, что

𝐽(𝜉) = 𝜈, 𝐽(𝜈) = −𝜉. (9)

Согласно работе [5] компоненты структурного и виртуального тензоров почти эрмитовой
структуры линейного расширения𝑀×R и компоненты структурных тензоров почти контакт-
ной метрической структуры многообразия 𝑀 связаны следующим образом:

𝐵𝑎𝑏
𝑐 = 𝐶𝑎𝑏𝑐; 𝐵𝑎𝑏

𝑐 = 𝐶𝑎𝑏
𝑐;

𝐵𝑎𝑏
0 =

1√
2
(𝐷𝑎𝑏 − 𝐶 [𝑎𝑏]); 𝐵𝑎𝑏

0 = 1√
2
(𝐷𝑎𝑏 − 𝐶[𝑎𝑏]);

𝐵𝑎0
𝑏 =

1√
2
𝐶𝑎𝑏; 𝐵𝑎0

𝑏 = 1√
2
𝐶𝑎

𝑏;

𝐵𝑎0
0 =

1
2𝐷

𝑎; 𝐵𝑎0
0 = 1

2𝐷𝑎;
𝐵𝑎𝑏𝑐 = 𝐶𝑎𝑏𝑐; 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 𝐶𝑎𝑏𝑐;
𝐵𝑎𝑏0 = 1

2
√
2
𝐶𝑎𝑏; 𝐵𝑎𝑏0 =

1
2
√
2
𝐶𝑎𝑏;

𝐵0𝑎𝑏 = 1√
2
𝐷𝑎𝑏; 𝐵0𝑎𝑏 =

1√
2
𝐷𝑎𝑏;

𝐵00𝑎 = −1
4𝐷

𝑎; 𝐵00𝑎 = −1
4𝐷𝑎.

(10)

4. Преобразование почти эрмитовой структуры линейного рас-
ширения почти контактного метрического многообразия, ин-
дуцированное конформным преобразованием

Под конформным преобразованием почти контактной метрической структуры 𝐼=(Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔)
многообразия 𝑀 мы будем понимать переход к почти контактной метрической структуре
𝐼𝐼 = (Φ, 𝜉, 𝜂, 𝑔), где

𝜉 = 𝑒−𝑓𝜉; 𝜂 = 𝑒𝑓𝜂; 𝑔 = 𝑒2𝑓𝑔,

𝑓 — произвольная гладкая функция на многообразии 𝑀 .
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Для совместного изучения свойств исходного и полученного при преобразовании много-
образий удобно задать его с помощью отображения пространств расслоения 𝐴-реперов [11].
Обозначим его 𝜓. Это отображение задается следующим образом:

(𝑚, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚) → (𝑚, 𝜀𝑎 = 𝑒−𝑓(𝑚)𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂ = 𝑒−𝑓(𝑚)𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚 = 𝑒−𝑓(𝑚)𝜉𝑚),

где 𝑚 ∈ 𝑀 . Задание отображения 𝜓 равносильно заданию перехода от структуры 𝐼 к струк-
туре 𝐼𝐼 многообразия 𝑀 .

Согласно результатам, полученным в работе [11] при конформном преобразовании почти
контактной метрической структуры ее структурные тензоры связаны следующими соотноше-
ниями:

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏𝑐 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏𝑐 + 𝛽𝑎𝛿𝑏𝑐 − 𝛽𝑏𝛿𝑎𝑐
(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏𝑐 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏

𝑐 + 𝛽𝑎𝛿
𝑐
𝑏 − 𝛽𝑏𝛿

𝑐
𝑎

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐷̃𝑎 ∘ 𝜓) = 𝐷𝑎 + 𝛽𝑎 (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐷̃𝑎 ∘ 𝜓) = 𝐷𝑎 + 𝛽𝑎
(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐷̃𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐷𝑎𝑏 (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐷̃𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐷𝑎𝑏

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏 (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏
(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏 − 𝛽0𝛿

𝑎
𝑏 (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎

𝑏 − 𝛽0𝛿
𝑏
𝑎

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏𝑐 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏𝑐 (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐶𝑎𝑏𝑐 ∘ 𝜓) = 𝐶𝑎𝑏𝑐,

(11)

где система функций {𝛽𝑎, 𝛽𝑎 ≡ 𝛽𝑎̂, 𝛽0} является компонентами 1-формы 𝑑𝑓 на пространстве
расслоения 𝐴-реперов, а 𝜋 — проекция тотального пространства расслоения 𝐴-реперов на базу
𝑀 , ставящая в соответствие каждому реперу его вершину.

Заметим, что 𝛽0 = 𝑑𝑓𝑚(𝜉𝑚), а 𝑑𝑓𝑚(𝜈) = 0, так как изначально функция 𝑓 определена
на многообразии 𝑀 , а на многообразии 𝑀 × R определяется равенством 𝑓(𝑚, 𝑡) = 𝑓(𝑚),
(𝑚, 𝑡) ∈ 𝑀 × R. Тогда на пространстве расслоения 𝐴-реперов 𝑏2 над многообразием 𝑀 × R
первые две группы компонент формы 𝑑𝑓 будут такими же как и на многообразии 𝑀 , то есть
{𝛽𝑎, 𝛽𝑎}, а две последние компоненты будут иметь вид

𝛽0 = 𝑑𝑓𝑚(𝜀0) =
𝛽0√
2
; 𝛽0̂ ≡ 𝛽0 = 𝑑𝑓𝑚(𝜀0̂) =

𝛽0√
2
. (12)

В частности, из этого следует, что функции 𝛽0 и 𝛽0 являются вещественными.
Рассмотрим линейные расширения многообразия 𝑀 с почти контактной метрической

структурой 𝐼 и многообразия 𝑀 с почти контактной метрической структурой 𝐼𝐼. Тогда на
каждом из них будет индуцирована почти эрмитова структура. Обозначим первую из них
(𝐽, ℎ), а вторую (𝐽, ℎ̃). Переход от структуры (𝐽, ℎ) к структуре (𝐽, ℎ̃) на многообразии 𝑀 ×R
назовем преобразованием, индуцированным конформным преобразованием многообразия 𝑀
(короче, индуцированным преобразованием). Это преобразование определяется отображени-
ем реперов вида 𝑏1 почти эрмитовых многообразий (𝑀 × R, 𝐽, ℎ) и (𝑀 × R, 𝐽, ℎ̃) следующим
образом

(𝑝, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚, 𝜈) → (𝑝, 𝜀𝑎 = 𝑒−𝑓 (𝑚)𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂ = 𝑒−𝑓 (𝑚)𝜀𝑎̂, 𝜉𝑚 = 𝑒−𝑓 (𝑚)𝜉𝑚, 𝜈), (13)

где 𝑝 ∈𝑀×R. Обозначим это отображение также как отображение расслоений 𝐴-реперов для
многообразия 𝑀 , а именно, 𝜓.

Учитывая, что векторы 𝜀𝑎 и 𝜀𝑎 являются собственными векторами операторов 𝐽𝑚 и 𝐽𝑚
(а точнее, их комплексификаций) соответственно, отвечающих собственному значению 𝑖, а
векторы 𝜀𝑎̂ и 𝜀𝑎̂ являются собственными векторами операторов 𝐽𝑚 и 𝐽𝑚 (а точнее, их ком-
плексификаций) соответственно, отвечающих собственному значению −𝑖 из (13) получим

𝐽𝑚(𝜀𝑎) = 𝐽(𝜀𝑎); 𝐽𝑚(𝜀𝑎̂) = 𝐽(𝜀𝑎̂). (14)
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Кроме того, из (9) следует, что

𝐽(𝜉) = 𝐽(𝜉); 𝐽(𝜈) = 𝑒−𝑓𝐽(𝜈). (15)

Пусть 𝑋 — произвольное векторное поле на 𝑀 ×R. Разложим вектор 𝑋𝑚 по базису 𝑏1. Тогда,
используя (14) и (15), а также (9), получаем, что

𝐽(𝑋) = 𝐽(𝑋) + (𝑒𝑓 − 1)ℎ(𝑋, 𝜉)𝜈 − (𝑒−𝑓 − 1)ℎ(𝑋, 𝜈)𝜉. (16)

Аналогичным образом, раскладывая векторы 𝑋𝑚 и 𝑌𝑚 произвольных векторных полей по
базису 𝑏1 и используя (7) для ℎ и ℎ̃, получим

ℎ̃(𝑋,𝑌 ) = 𝑒2𝑓ℎ(𝑋,𝑌 ) + (1− 𝑒2𝑓 )ℎ(𝑋, 𝜈)ℎ(𝑌, 𝜈). (17)

Итак, индуцированное преобразование на линейном расширении 𝑀 ×R в инвариантном виде
задается формулами (16) и (17).

Из (16) получаем следующую теорему.

Теорема 1. Индуцированное преобразование на 𝑀 × R будет конформным, то есть
почти эрмитова структура (𝐽, ℎ) переходит в почти эрмитову структуру (𝐽, ℎ̃ = 𝑒2𝑓ℎ)
тогда и только тогда, когда 𝑓 является тождественным нулем.

Найдем связь между компонентами структурного и виртуального тензоров почти эрмито-
вых структур (𝐽, ℎ) и (𝐽, ℎ̃) на линейном расширении 𝑀 × R. Из (13) и (8) следует, что для
𝐴-реперов 𝑏2 на 𝑀 × R определяется отображение

Ψ : (𝑝, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜀0, 𝜀0̂) → (𝑝, 𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂, 𝜀0, 𝜀0̂),

где 𝑝 = (𝑚, 𝑡) ∈𝑀 × R, 𝜀𝑎 = 𝑒−𝑓 (𝑚)𝜀𝑎, 𝜀𝑎̂ = 𝑒−𝑓 (𝑚)𝜀𝑎̂,

𝜀0 =
(𝑒−𝑓 (𝑚) + 1)𝜀0 + (𝑒−𝑓 (𝑚)− 1)𝜀0̂

2
; 𝜀0̂ =

(𝑒−𝑓 (𝑚)− 1)𝜀0 + (𝑒−𝑓 (𝑚) + 1)𝜀0̂
2

.

Тогда, используя формулы (10), (11) и (12), получим

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏
𝑐 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏

𝑐 + 𝛽𝑎𝛿𝑏𝑐 − 𝛽𝑏𝛿𝑎𝑐 ;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏𝑐 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏
𝑐 + 𝛽𝑎𝛿

𝑐
𝑏 − 𝛽𝑏𝛿

𝑐
𝑎;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏
0 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏

0; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏0 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏
0;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎0
𝑏 ∘Ψ) = 𝐵𝑎0

𝑏 − 𝛽0𝛿
𝑎
𝑏 ; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎0𝑏 ∘Ψ) = 𝐵𝑎0

𝑏 − 𝛽0𝛿𝑏𝑎;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎0
0 ∘Ψ) = 𝐵𝑎0

0 +
1
2𝛽

𝑎; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎00 ∘Ψ) = 𝐵𝑎0
0 + 1

2𝛽𝑎;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏𝑐 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏𝑐; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏𝑐 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏𝑐;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏0 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏0; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃𝑎𝑏0 ∘Ψ) = 𝐵𝑎𝑏0;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃0𝑏𝑐 ∘Ψ) = 𝐵0𝑏𝑐; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃0𝑏𝑐 ∘Ψ) = 𝐵0𝑏𝑐;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃00𝑐 ∘Ψ) = 𝐵00𝑐 − 1
4𝛽

𝑐; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝐵̃00𝑐 ∘Ψ) = 𝐵00𝑐 − 1
4𝛽𝑐;

(18)

Используя определение формы Ли (4) и формулы (18), получим, что компоненты формы Ли
𝜔 преобразуются по формулам

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝛼̃𝑎 ∘Ψ) = 𝛼𝑎 +
2𝑛− 1

𝑛
𝛽𝑎; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝛼̃𝑎 ∘Ψ) = 𝛼𝑎 +

2𝑛− 1

𝑛
𝛽𝑎;

(𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝛼̃0 ∘Ψ) = 𝛼0 + 2𝛽0; (𝑒𝑓 ∘ 𝜋)(𝛼̃0 ∘Ψ) = 𝛼0 + 2𝛽0.
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5. Инвариантные классы относительно индуцированных преоб-
разований

Найдем инвариантные классы относительно индуцированных преобразований в классифи-
кации (3).

Пусть индексы 𝛼, 𝛽, 𝛾, . . . принимают значения от 0 до 𝑛. Выясним, будет ли инвариантным
условие 𝐵̃[𝛼𝛽𝛾] = 0 для линейного расширения 𝑀 × R. Это условие представляет из себя три
группы равенств 𝐵̃[𝑎𝑏𝑐] = 0, 𝐵̃[𝑎𝑏0] = 0 и 𝐵̃[00𝑎] = 0. Используя формулы (18), мы видим, что все

три группы равенств остаются инвариантными. Следовательно, условие 𝐵̃[𝛼𝛽𝛾] = 0 остается
инвариантным при индуцированных преобразованиях.

Рассмотрим условие 𝐵̃[𝛼𝛽𝛾] = 𝐵̃𝛼𝛽𝛾 = 0. Из формул (18) следует, что группы равенств

𝐵̃[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵̃𝑎𝑏𝑐 и 𝐵̃[𝑎𝑏0] = 𝐵̃𝑎𝑏0 остаются инвариантными, а группа равенств 𝐵̃[00𝑎] = 0 будет
инвариантной только если 𝛽𝑎 = 𝛽𝑎 = 0. Это означает, что векторное поле 𝛽♯ (а точнее, его
комплексификация), двойственное 1-форме 𝑑𝑓 , в каждой точке (𝑚, 𝑡) ∈𝑀 ×R раскладывает-
ся только по векторам 𝜀0 и 𝜀0̂. Тогда, используя (12) и (8), получим, что 𝛽♯𝑚 = 𝛽0𝜉𝑚, то есть
векторное поле 𝛽♯ принадлежит распределению M почти контактного метрического многооб-
разия 𝑀 , определяемого векторным полем 𝜉.

Рассмотрим условие 𝐵̃𝛼𝛽
𝛽 = 0. Из формул (18) следует, что группа равенств 𝐵̃𝑎𝛽

𝛽 = 0 ин-
вариантна тогда и только тогда, когда 𝛽𝑎 = 𝛽𝑎 = 0. А группа равенств 𝐵0𝛽

𝛽 = 0 инвариантна
тогда и только тогда, когда 𝛽0 = 𝛽0 = 0. Итак, условие 𝐵̃𝛼𝛽

𝛽 = 0 является инвариантным
тогда и только тогда, когда функция 𝑓 является константой.

Рассмотрим условие 𝐵̃𝛼𝛽
𝛾 = 𝜉[𝛼𝛿

𝛽]
𝛾 . Из формул (18) следует, что группы равенств

𝐵̃𝑎𝑏
0 = 𝛼̃[𝑎𝛿

𝑏]
0 и 𝐵̃0𝑎

𝑏 = 𝛼[0𝛿
𝑎]
𝑏 инвариантны. А группы равенств 𝐵̃𝑎𝑏

𝑐 = 𝛼[𝑎𝛿
𝑏]
𝑐 и 𝐵̃𝑎0

0 = 𝛼[𝑎𝛿
0]
0

инвариантны тогда и только тогда, когда 𝛽𝑎 = 𝛽𝑎 = 0. Итак, условие 𝐵̃𝛼𝛽
𝛾 = 𝜉[𝛼𝛿

𝛽]
𝛾 является

инвариантным тогда и только тогда векторное поле 𝛽♯ принадлежит распределению M.
Из полученных результатов и классификации (3) получаем следующую теорему.

Теорема 2. Класс 𝑊2 ⊕𝑊3 ⊕𝑊4 инвариантен относительно индуцированных преоб-
разований линейных расширений. Классы 𝑊1, 𝑊1 ⊕𝑊4, 𝑊2 ⊕𝑊4, 𝑊3 ⊕𝑊4, 𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕𝑊4,
𝑊1 ⊕𝑊3 ⊕𝑊4 инвариантны относительно индуцированных преобразований тогда и только
тогда, когда векторное поле 𝛽♯, двойственное 1-форме 𝛽 = 𝑑𝑓 , принадлежит распределению
M почти контактного метрического многообразия 𝑀 , определяемого векторным полем 𝜉.
Остальные классы классификации (3) инвариантны тогда и только тогда, когда функция 𝑓
является константой.
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