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Аннотация

Экстремальные задачи Турана, Фейера, Дельсарта, Бомана и Логана для положитель-
но определенных функций в евклидовом пространстве или для функций с неотрицатель-
ным преобразованием Фурье имеют многообразные приложения в теории функций, тео-
рии приближений, теории вероятностей и метрической геометрии. Так как экстремальные
функции в них являются радиальными, то с помощью усреднения по евклидовой сфере они
допускают редукцию к аналогичным задачам для преобразования Ганкеля на полупрямой,
для решения которых можно использовать квадратурные формулы Гаусса и Маркова на
полупрямой по нулям функции Бесселя, построенные Фрапье и Оливером.

Нормированная функция Бесселя, как ядро преобразования Ганкеля, является реше-
нием задачи Штурма–Лиувилля со степенным весом. Другим важным примером служит
преобразование Якоби, ядро которого является решением задачи Штурма–Лиувилля с
гиперболическим весом. Авторам работы недавно удалось построить квадратурные фор-
мулы Гаусса и Маркова на полупрямой по нулям собственных функций задачи Штурма–
Лиувилля при естественных условиях на весовую функцию, которые, в частности, выпол-
няются для степенного и гиперболического весов.

При этих условиях на весовую функцию в работе решены экстремальные задачи Тура-
на, Фейера, Дельсарта, Бомана, Логана для преобразования Фурье по собственным функ-
циям задачи Штурма–Лиувилля. Построены экстремальные функции. Для задач Турана,
Фейера, Бомана и Логана доказана их единственность.

Ключевые слова: Задача Штурма–Лиувилля на полупрямой, преобразование Фурье,
экстремальные задачи Турана, Фейера, Дельсарта, Бомана, Логана, квадратурные фор-
мулы Гаусса и Маркова.
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SOME EXTREMAL PROBLEMS FOR THE FOURIER
TRANSFORM OVER THE EIGENFUNCTIONS OF THE

STURM–LIOUVILLE OPERATOR
D.V. Gorbachev, V I. Ivanov (Tula)

Abstract

The Turán, Fejér, Delsarte, Bohman, and Logan extremal problems for positive definite
functions in Euclidean space or for functions with nonnegative Fourier transform have many
applications in the theory of functions, approximation theory, probability theory, and metric
geometry. Since the extremal functions in them are radial, by means of averaging over the
Euclidean sphere they admit a reduction to analogous problems for the Hankel transform on
the half-line. For the solution of these problems we can use the Gauss and Markov quadrature
formulae on the half-line at zeros of the Bessel function, constructed by Frappier and Olivier.
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The normalized Bessel function, as the kernel of the Hankel transform, is the solution of
the Sturm–Liouville problem with power weight. Another important example is the Jacobi
transform, the kernel of which is the solution of the Sturm–Liouville problem with hyperbolic
weight. The authors of the paper recently constructed the Gauss and Markov quadrature
formulae on the half-line at zeros of the eigenfunctions of the Sturm–Liouville problem under
natural conditions on the weight function, which, in particular, are satisfied for power and
hyperbolic weights.

Under these conditions on the weight function, the Turán, Fejér, Delsarte, Bohman, and
Logan extremal problems for the Fourier transform over eigenfunctions of the Sturm–Liouville
problem are solved. Extremal functions are constructed. For the Turán, Fejér, Bohman, and
Logan problems their uniqueness is proved.

Keywords: Sturm-Liouville problem on the half-line, Fourier transform, Turán, Fejér,
Delsarte, Bohman and Logan extremal problems, Gauss and Markov quadrature formulae.

Bibliography: 44 titles.

1. Введение

Работа посвящена решению экстремальных задач Турана, Фейера, Дельсарта, Бомана и
Логана для преобразования Фурье по собственным функциям оператора Штурма–Лиувилля
на полупрямой.

Эти задачи исследовались, прежде всего, на евклидовом пространстве R𝑑 и других локаль-
но-компактных группах (см. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]). Задачи Турана,
Фейера и Дельсарта также изучались и в периодическом случае (см. [17, 10, 18, 19, 20, 21, 22,
23]). Они имеют многообразные приложения в теории функций, теории приближений, теории
чисел, метрической геометрии.

В этих задачах условия, в частности условие неотрицательности, накладываются на значе-
ния как функции, так и ее преобразования Фурье. Условие неотрицательности преобразования
Фурье эквивалентно положительной определенности функции. Задачи Фейера, Дельсарта, Бо-
мана и Логана — это задачи для целых функций экспоненциального типа, являющихся пре-
образованиями Фурье неотрицательных функций с компактным носителем. Задача Турана
ставится для непрерывных функций с компактным носителем и неотрицательным преобразо-
ванием Фурье. Если в ней от функции перейти к ее преобразованию Фурье, то мы получим
задачу Фейера. Так, что задачи Турана и Фейера — эквивалентные.

Экстремальные функции в этих задачах являются радиальными и с помощью усредне-
ния допустимых функций по евклидовой сфере они сводятся к аналогичным задачам для
преобразования Ганкеля на полупрямой (см. [8, 9, 10, 24, 25]). Общие оценки в этих задачах
получаются с помощью квадратурных формул Гаусса и Маркова для целых функций экс-
поненциального типа по нулям функций Бесселя. Экстремальные функции выписываются с
помощью анализа условий равенства в неравенствах, получаемых при применении квадратур-
ных формул.

Экстремальные задачи для преобразования Данкля на R𝑑 с весом Данкля также сводятся
к аналогичным экстремальным задачам для преобразования Ганкеля на полупрямой (см. [26,
27]).

Многие хорошо известные преобразования на полупрямой R+ = [0,∞) определяются яд-
рами, являющимися собственными функциями оператора (задачи) Штурма–Лиувилля:

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑤(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜆(𝑡)

)︁
+
(︀
𝜆2 + 𝜆20

)︀
𝑤(𝑡)𝑢𝜆(𝑡) = 0,

𝑢𝜆(0) = 1,
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑡

(0) = 0, 𝜆, 𝜆0 ∈ R+, 𝑡 ∈ R+.

(1)
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Для преобразования Ганкеля,

𝑤(𝑡) = 𝑡2𝛼+1, 𝛼 > −1/2, 𝜆0 = 0.

Квадратурные формулы Гаусса и Маркова для целых функций экспоненциального типа
по нулям функций Бесселя были доказаны в [28, 29]. Мы доказали подобные квадратурные
формулы по нулям собственных функций задачи Штурма–Лиувилля (1) [30]. Это позволи-
ло решить экстремальные задачи для преобразования Якоби (см. [31, 32, 33, 34]), чье ядро
является собственной функцией задачи Штурма–Лиувилля с весовой функцией

𝑤(𝑡) = (sinh 𝑡)2𝛼+1(cosh 𝑡)2𝛽+1, 𝛼 > 𝛽 > −1/2, 𝛼 > −1/2, 𝜆0 = 𝛼+ 𝛽 + 1.

В настоящей работе мы решаем экстремальные задачи Турана, Фейера, Дельсарта, Бомана
и Логана для преобразования Фурье по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля на
полупрямой при естественных ограничениях на весовую функцию.

2. Задача Штурма–Лиувилля на полупрямой

Необходимые факты об общей задаче Штурма–Лиувилля на полупрямой можно найти в
[24, 35, 36, 37, 38].

Пусть 𝑤(𝑡) — непрерывная весовая функция на полупрямой R+, которая положительна и
непрерывно дифференцируема при 𝑡 > 0, параметр 𝜆0 > 0.

Предположим, что задача (1) при 𝜆 > 0 имеет решение 𝜙(𝑡, 𝜆), которое будем называть
собственной функцией задачи Штурма–Лиувилля. Также в дальнейшем будем предполагать,
что для задачи Штурма–Лиувилля выполнены следующие свойства.

1. Собственная функция 𝜙(𝑡, 𝜆) — действительная функция, четная аналитическая в
окрестности R по 𝑡 и четная целая функция экспоненциального типа |𝑡| при 𝑡 ̸= 0 по 𝜆,

𝜙(0, 𝜆) = 1, |𝜙(𝑡, 𝜆)| 6 1, 𝜆, 𝑡 ∈ R.

2. Для 𝑡 > 0, 𝜆 ∈ C

𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝜙0(𝑡)
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝜆2

𝜆2𝑘(𝑡)

)︁
,

где 𝜙0(𝑡) = 𝜙(𝑡, 0) > 0, 0 < 𝜆1(𝑡) < . . . < 𝜆𝑘(𝑡) < . . . — положительные нули 𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝜆.
Нули 𝜆𝑘(𝑡) непрерывны и монотонно убывают при 𝑡 > 0. При этом 𝜆𝑘(𝑡) = 𝑡−1

𝑘 (𝑡), где 𝑡𝑘(𝜆) —
положительные нули функции 𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝑡 > 0. Нули 𝑡𝑘(𝜆) также непрерывны и монотонно
убывают при 𝜆 > 0.

3. Спектральная мера 𝜎(𝜆) задачи (1) непрерывно дифференцируема на R+, 𝜎(0) = 0 и

𝜎′(𝜆) = 𝑠(𝜆) ≍ 𝜆2𝛼+1, 𝜆→ +∞, 𝛼 > −1/2. (2)

Пусть 𝑑𝜇(𝑡) = 𝑤(𝑡) 𝑑𝑡, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇) — пространство комплексных измеримых по
Лебегу функций 𝑓(𝑡) на R+ с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇 =
(︁∫︁

R+

|𝑓(𝑡)|𝑝 𝑑𝜇(𝑡)
)︁1/𝑝

<∞,

𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜎) — пространство комплексных измеримых по Лебегу функций 𝑔(𝜆) на R+ с нормой

‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜎 =
(︁∫︁

R+

|𝑔(𝜆)|𝑝 𝑑𝜎(𝜆)
)︁1/𝑝

<∞,
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𝐶𝑏(R+) — пространство непрерывных ограниченных функций, 𝐿∞(R+) — пространство изме-
римых существенно ограниченных функций. Нормы в 𝐶𝑏(R+) и 𝐿∞(R+) обозначаем ‖ · ‖∞.

Прямое и обратное преобразования Фурье определяются равенствами

ℱ𝑓(𝜆) =
∫︁
R+

𝑓(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡), ℱ−1𝑔(𝑡) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆).

Для преобразований Фурье справедлива 𝐿2-теория, то есть они осуществляют метрический
изоморфизм между пространствами 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) и 𝐿2(R+, 𝑑𝜎). Равенства Планшереля имеют
вид

‖ℱ𝑓‖2,𝑑𝜎 = ‖𝑓‖2,𝑑𝜇, ‖ℱ−1𝑔‖2,𝑑𝜇 = ‖𝑔‖2,𝑑𝜎.

Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), то ℱ𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+) и применяя неравенство |𝜙(𝑡, 𝜆)| 6 1, получим

‖ℱ𝑓‖∞ 6 ‖𝑓‖1,𝑑𝜇. (3)

Пусть для 𝑝 > 1, 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 — показатель Гельдера. Интерполируя неравенство (4) и равенство

Планшереля, получим неравенство Хаусдорфа–Юнга

‖ℱ𝑓‖𝑝′,𝑑𝜎 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇, 1 6 𝑝 6 2.

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎). Тогда для почти всех 𝑡 ∈ R+ спра-
ведливо поточечное равенство

𝑓(𝑡) =

∫︁
R+

ℱ𝑓(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆). (4)

После изменения на множестве меры нуль будет 𝑓 ∈ 𝐶(R+).
Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇) ∩ 𝐶(R+), то равенство (4) будет справедливо всюду.

Доказательство. По условию 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇), ℱ𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜎). Применяя 𝐿2-теорию
для преобразования Фурье, получим равенство (4) почти всюду. Так как правая часть (4)
непрерывная функция, то после изменения на множестве меры нуль будет 𝑓 ∈ 𝐶(R+). �

4. Для 𝑡 > 0 равномерно на каждом компакте из (0,∞) справедлива асимптотика

𝜆𝛼+1/2𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝐶𝑡
(︀
cos (𝑡𝜆− 𝑐𝑡) + 𝑒𝑡|Im𝜆|𝑂(|𝜆|−1)

)︀
, |𝜆| → ∞, Re𝜆 > 0, (5)

где 𝐶𝑡 > 0, 𝛼 из (2).
Из (5) вытекает [39, гл. 1], что при тех же условиях

𝜆𝛼+1/2 𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆) = 𝜆𝐶𝑡

(︀
cos (𝑡𝜆− 𝑐𝑡 + 𝜋/2) + 𝑒𝑡|Im𝜆|𝑂(|𝜆|−1)

)︀
. (6)

Условия 1–4 являются достаточными для построения квадратурной формулы Гаусса на
полуоси по нулям 𝜆𝑘(𝑡) [30].

Пусть 𝐵𝜏
1 — класс четных целых функций экспоненциального типа не выше 𝜏 > 0, чьи

сужения на R+ принадлежат 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).

Теорема 2. [30] Для произвольной функции 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 справедлива квадратурная формула

Гаусса с положительными весами:∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2)). (7)

Ряд в (7) сходится абсолютно.
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Явные выражения для весов в квадратурной формуле (7) выписаны в [30, § 3]. Приведем
формулу для первого коэффициента:

𝛾1 =

∫︁ ∞

0

(︁ 2𝜆1𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜕𝜙
𝜕𝜆 (𝜏/2, 𝜆1)(𝜆

2 − 𝜆21)

)︁2
𝑑𝜎(𝜆) =

2𝜆1

Δ(𝜏/2) 𝜕𝜙𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆1)
𝜕𝜙
𝜕𝜆 (𝜏/2, 𝜆1)

, (8)

где 𝛾1 = 𝛾1(𝜏/2), 𝜆1 = 𝜆1(𝜏/2).
Для построения квадратурной формулы Маркова необходимы функции

𝑢(𝑡, 𝜆) =
𝜙(𝑡, 𝜆)

𝜙0(𝑡)
.

Они являются решением задачи Штурма–Лиувилля

𝜕

𝜕𝑡

(︁
Δ(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜆(𝑡)

)︁
+ 𝜆2Δ(𝑡)𝑢𝜆(𝑡) = 0, (9)

𝑢𝜆(0) = 1,
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑡

(0) = 0,

в которой весовая функция
Δ(𝑡) = 𝜙2

0(𝑡)𝑤(𝑡).

Положительные нули 0 < 𝜆′1(𝑡) < . . . < 𝜆′𝑘(𝑡) < . . . функции 𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑡, 𝜆) по 𝜆 перемежаются с

нулями функции 𝜙(𝑡, 𝜆) [30]:

0 < 𝜆1(𝑡) < 𝜆′1(𝑡) < 𝜆2(𝑡) < · · · < 𝜆𝑘(𝑡) < 𝜆′𝑘(𝑡) < 𝜆𝑘+1(𝑡) < . . .

Функции 𝜆′𝑘(𝑡) непрерывны и монотонно убывают по 𝑡.

Теорема 3. [30] Для произвольной функции 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 справедлива квадратурная формула

Маркова с положительными весами:∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=0

𝛾′𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆
′
𝑘(𝜏/2)), (10)

где 𝜆′0(𝜏/2) = 0, 𝛾′0(𝜏/2) =
(︀∫︀ 𝜏/2

0 Δ(𝑡) 𝑑𝑡
)︀−1

. Ряд в (10) сходится абсолютно.

3. Дополнительное предположение и некоторые
вспомогательные утверждения

Для построения экстремальных функций нам понадобится еще одно предположение о за-
даче Штурма–Лиувилля (1).

5. Для оператора обобщенного сдвига

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R+

ℱ𝑓(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆)𝜙(𝑥, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆), 𝑡, 𝑥 ∈ R+,

действующего в пространстве 𝐿2(R+, 𝑑𝜇), справедливо интегральное представление

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R+

𝑓(𝑧) 𝑑𝜏𝑥,𝑡(𝑧), (11)

где для всех 𝑥, 𝑡 ∈ R+ 𝜏𝑥,𝑡 — борелевская вероятностная мера, для которой 𝜏𝑥,𝑡 = 𝜏𝑡,𝑥 и носитель
supp 𝜏𝑥,𝑡 ⊂ [|𝑥− 𝑡|, 𝑥+ 𝑡].
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Свойства 1–5 выполняются для широкого класса весов 𝑤, частности, для степенного и
гиперболического весов

𝑤(𝑡) = 𝑡2𝛼+1, 𝛼 > −1/2,

𝑤(𝑡) = (sinh 𝑡)2𝛼+1(cosh 𝑡)2𝛽+1, 𝛼 > 𝛽 > −1/2, 𝛼 > −1/2

(см. [30, 35, 36, 40, 41]).
Оператор обобщенного сдвига является положительным самосопряженным оператором и

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(R+)× 𝐶(R+), если 𝑓 ∈ 𝐶(R+) [42].
Представление (11) позволяет распространить оператор обобщенного сдвига 𝑇 𝑡 на про-

странства 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), 1 6 𝑝 < ∞, и пространство 𝐶(R+) с нормой 1 для всех 𝑡 ∈ R+ (см.
[38]).

Отметим также следующие свойства оператора обобщенного сдвига:

𝑇 0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑇 𝑡1 = 1,

𝑇 𝑡𝜙(𝑥, 𝜆) = 𝜙(𝑡, 𝜆)𝜙(𝑥, 𝜆), ℱ(𝑇 𝑡𝑓)(𝜆) = 𝜙(𝑡, 𝜆)ℱ𝑓(𝜆),∫︁
R+

𝑇 𝑡𝑓 𝑑𝜇 =

∫︁
R+

𝑓 𝑑𝜇, 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇),

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) = 0, если supp 𝑓 ⊂ [0, 𝑙], |𝑥− 𝑡| ≥ 𝑙. (12)

Оператор обобщенного сдвига позволяет определить свертку двух функций

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡).

В силу самосопряженности 𝑇 𝑡 свертка коммутативная

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) = (𝑔 * 𝑓)(𝑥).

Свойства свертки описываются в следующей теореме, являющейся вариантом теоремы
Юнга.

Теорема 3. (1) Если 1 6 𝑝, 𝑞 6∞, 1
𝑝+

1
𝑞 > 1, 1

𝑟 = 1
𝑝+

1
𝑞 −1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R+, 𝑑𝜇),

то 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐿𝑟(R+, 𝑑𝜇) и

‖𝑓 * 𝑔‖𝑟,𝑑𝜇 ≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜇.

(2) Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), 1 6 𝑝 6 2, 𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), то для почти всех 𝜆 при 1 < 𝑝 6 2 и всех
𝜆 при 𝑝 = 1

ℱ(𝑓 * 𝑔)(𝜆) = ℱ𝑓(𝜆)ℱ𝑔(𝜆).

(3) Если supp 𝑓 ⊂ [0, 𝛿], supp 𝑔 ⊂ [0, 𝜏 ], то supp 𝑓 * 𝑔 ⊂ [0, 𝛿 + 𝜏 ].

Доказательство. Пусть 1
𝑠 = 1

𝑝 −
1
𝑟 и

1
𝜈 = 1

𝑞 −
1
𝑟 , тогда

1
𝑠 > 0, 1

𝜈 > 0 и 1
𝑟 +

1
𝑠 +

1
𝜈 = 1. Так

как ‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇, то, применяя неравенство Гельдера, получим⃒⃒⃒∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡)

⃒⃒⃒
≤
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔(𝑡)|𝑞 𝑑𝜇(𝑡)

)︁1/𝑟
×
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇(𝑡)(𝑡)

)︁1/𝑠(︁∫︁ ∞

0
|𝑔(𝑡)|𝑞 𝑑𝜇(𝑡)

)︁1/𝜈
≤
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔(𝑡)|𝑞 𝑑𝜇(𝑡)

)︁1/𝑟
‖𝑓‖𝑝/𝑠𝑝,𝑑𝜇‖𝑔‖

𝑞/𝜈
𝑞,𝑑𝜇.
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Отсюда

‖𝑓 * 𝑔‖𝑟,𝑑𝜇 ≤
(︁∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔(𝑡)|𝑞 𝑑𝜇(𝑡) 𝑑𝜇(𝑥)

)︁1/𝑟
× ‖𝑓‖𝑝/𝜇𝑝,𝑑𝜇‖𝑔‖

𝑞/𝜈
𝑞,𝑑𝜇 ≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜇.

Утверждение (1) доказано.
Если 𝑓 ∈ 𝐶(R+) ∩ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎), то

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡)

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
ℱ𝑓(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆)𝜙(𝑥, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡)

=

∫︁ ∞

0
𝜙(𝑥, 𝜆)ℱ𝑓(𝜆)ℱ𝑔(𝜆) 𝑑𝜇(𝜆).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), то для некоторой последовательности 𝑓𝑛 ∈ 𝐶(R+) ∩ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), для
которой ℱ𝑓𝑛 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎), ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝,𝑑𝜇 → 0 (𝑛 → ∞), в силу неравенства Хаусдорфа–Юнга и
неравенства (1) для 1 6 𝑝 6 2 будет

‖ℱ(𝑓 * 𝑔)(𝜆)−ℱ𝑓(𝜆)ℱ𝑔(𝜆)‖𝑝′,𝑑𝜎
6 ‖ℱ((𝑓 − 𝑓𝑛) * 𝑔)(𝜆)‖𝑝′,𝑑𝜎 + ‖ℱ(𝑓 − 𝑓𝑛)(𝜆)ℱ𝑔(𝜆)‖𝑝′,𝑑𝜎
6 ‖((𝑓 − 𝑓𝑛) * 𝑔)‖𝑝,𝑑𝜇 + ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝,𝑑𝜇 ‖ℱ𝑔‖∞
6 ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝,𝑑𝜇(‖𝑔‖1,𝑑𝜇 + ‖𝐹𝑔‖∞) → 0 (𝑛→ ∞).

Переходя, если нужно к подпоследовательности, получим равенство (2) почти всюду при
1 < 𝑝 6 2. При 𝑝 = 1 (2) верно для всех 𝜆, так как обе части (2) непрерывные функции.

Утверждение (3) вытекает из свойства (12) оператора сдвига 𝑇 𝑡. �

Нам понадобятся также следующие утверждения.

Лемма 1. [43] Пусть 𝛼 > −1/2. Существует четная целая функция 𝜔𝛼(𝑧) экспоненци-
ального типа 2, для которой

𝜔𝛼(𝑥) > 0, 𝑥 > 0,

𝜔𝛼(𝑥) ≍ 𝑥2𝛼+1, 𝑥→ +∞, |𝜔𝛼(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦2𝛼+1𝑒2𝑦, 𝑦 → +∞.

Лемма 2. [44, прил. VII, лемма Ахиезера] Пусть 𝑚 ∈ Z+, 𝐹 — четная целая функция
экспоненциального типа 𝜏 > 0, ограниченная на R, Ω — четная целая функция конечного
экспоненциального типа, все корни которой входят в множество корней 𝐹 , и

lim inf
𝑦→+∞

𝑒−𝜏𝑦𝑦2𝑚|Ω(𝑖𝑦)| > 0.

Тогда функция 𝜓(𝑧) = 𝐹 (𝑧)/Ω(𝑧) есть многочлен степени не больше 2𝑚.

4. Задачи Турана и Фейера

Задача Турана. Вычислить величину

𝑇 (𝜏,R+) = supℱ𝑓(0) = sup

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙0(𝑡) 𝑑𝑡,
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если
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ], ℱ𝑓(𝑦) > 0. (13)

Задача Фейера. Вычислить величину

𝐹 (𝜏,R+) = sup 𝑔(0),

если
𝑔 = ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), 𝑔(𝜆) > 0, 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ]. (14)

В силу (4), (13), (14) задачи Турана и Фейера эквивалентные, так как

𝑓(𝑡) =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆), 𝑔(𝜆) =

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡).

Следовательно, достаточно решить одну из них, например, задачу Фейера.
Так как 𝜙(𝑡, 𝜆) — целая функция 𝜆 экспоненциального типа не выше |𝑡|, то из представле-

ния 𝑔(𝜆) =
∫︀ 𝜏
0 𝑓(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡) и (14) вытекает, что 𝑔 ∈ 𝐵𝜏

1 . В дальнейшем 𝜒𝜏 (𝑡) — характери-
стическая функция отрезка [0, 𝜏 ].

Теорема 4. Если 𝜏 > 0, то в задаче Фейера

𝐹 (𝜏,R+) =

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡, (15)

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) = 𝑎(𝜏)
(︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

𝜆2

)︁2
, (16)

где Δ(𝑡) = 𝜙2(𝑡, 0)𝑤(𝑡) и

𝑎(𝜏) =
Δ2(𝜏/2)∫︀ 𝜏/2
0 Δ(𝑡) 𝑑𝑡

.

Доказательство. Сначала получим оценку сверху. Так как допустимая функция 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 ,

то применяя квадратурную формулу Маркова (10), получим

1 =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=0

𝛾′𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆
′
𝑘(𝜏/2)) > 𝛾

′
0(𝜏/2)𝑔(0) =

𝑔(0)∫︀ 𝜏/2
0 Δ(𝑡) 𝑑𝑡

. (17)

Поэтому,

𝐹 (𝜏,R+) 6
∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡.

Построим экстремальную функцию. Положим

𝑐𝜏 =

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑓𝜏 (𝑡) = 𝑐−1

𝜏 (𝜙0𝜒𝜏/2 * 𝜙0𝜒𝜏/2)(𝑡), 𝑔𝜏 (𝜆) = ℱ𝑓𝜏 (𝜆).

Из положительности оператора обобщенного сдвига и теоремы 3

𝑓𝜏 (𝑡) > 0, 𝑓𝜏 (0) = 1, supp 𝑓𝜏 ⊂ [0, 𝜏 ],

𝑔𝜏 (𝜆) = 𝑐−1
𝜏 (ℱ(𝜙0𝜒𝜏/2)(𝜆))

2 > 0, 𝑔𝜏 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+).
(18)
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По теореме 1 функцию 𝑓𝜏 (𝑡) можно считать непрерывной. Таким образом, функция 𝑔𝜏 (𝜆)
является допустимой в задаче Фейера, поэтому

𝐹 (𝜏,R+) > 𝑔𝜏 (0) = 𝑐−1
𝜏 (ℱ(𝜙0𝜒𝜏/2)(0))

2 =

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡.

Равенство (15) доказано.
Вычислим 𝑔𝜏 (𝜆). Из уравнения (9)

Δ(𝑡)𝑢(𝑡, 𝜆) = −𝜆−2(Δ(𝑡)(𝑢(𝑡, 𝜆))′𝑡)
′
𝑡,

следовательно

ℱ(𝜙0𝜒𝜏/2)(𝜆) =

∫︁ 𝜏/2

0
𝜙0(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡) =

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡)𝑢(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡

= − 1

𝜆2
Δ(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆)

⃒⃒⃒𝜏/2
𝑡=0

= − 1

𝜆2
Δ(𝜏/2)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆).

(19)

Подставляя (19) в (18), получим (16).
Докажем единственность экстремальной функции. Пусть 𝑔0(𝜆) — экстремальная функция

в задаче Фейера, функция 𝜔𝛼+1(𝜆) из леммы 1. Так как функция 𝑔0(𝜆) обращает неравенство
(17) в равенство, то она имеет двойные нули в точках 𝜆′𝑘(𝜏/2), 𝑘 ≥ 1. Рассмотрим четные
целые функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼+1(𝜆)𝑔0(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼+1(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆).

Корни Ω(𝜆) содержатся среди корней функции 𝐹 (𝜆). Применяя асимптотические формулы
(5), (6), получим

𝜓(𝜆) =
𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

𝜆2
=

1

𝜆2

(︁𝜙(𝑡, 𝜆)
𝜙0(𝑡)

)︁′
𝑡

(︁𝜏
2

)︁
=

𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)𝜙0(𝜏/2)− 𝜙(𝜏/2, 𝜆)𝜕𝜙0

𝜕𝑡 (𝜏/2)

𝜆2𝜙2
0(𝜏/2)

=
𝐶𝜏/2

𝜆2𝜙0(𝜏/2)

{︁
cos
(︀
𝜆𝜏/2− 𝑐𝜏/2 + 𝜋/2

)︀
+ 𝑒𝜏 |Im𝜆|/2𝑂

(︀
|𝜆|−1

)︀}︁
,

поэтому
|𝜓(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦−𝛼−3/2𝑒𝜏𝑦/2, 𝑦 → +∞.

Применяя (16) и лемму 1, получим

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑒(𝜏+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

Отсюда и из леммы 2 𝑔0(𝜆) = 𝑔𝜏 (𝜆). �

Теорема 5. Если 𝜏 > 0, то в задаче Турана

𝑇 (𝜏,R+) =

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑓𝜏 (𝑡) = ℱ−1𝑔𝜏 (𝑡) =
(𝜙0𝜒𝜏/2 * 𝜙0𝜒𝜏/2)(𝑡)∫︀ 𝜏/2

0 Δ(𝑡) 𝑑𝑡
.
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5. Задача Дельсарта

Задача Дельарта. Вычислить величину

𝐷(𝜏, 𝑠,R+) = supℱ−1𝑔(0) = sup

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆),

если
𝑔 = ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝜆) 6 0, 𝜆 > 𝑠,

𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ] 𝑓(𝑥) > 0.

Задача Дельсарта решена только при дополнительном соотношении между параметрами
𝜏 и 𝑠 = 𝜆′1(𝜏/2).

Теорема 6. Пусть 𝜆′1 = 𝜆′1(𝜏/2), 𝜏 > 0. Тогда в задаче Дельсарта

𝐷(𝜏, 𝜆′1,R+) =
(︁∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−1
, (20)

экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) =
𝑏(𝜏)

(︀
𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

)︀2
𝜆4
(︀
1− (𝜆/𝜆′1)

2
)︀ , (21)

где

𝑏(𝜏) =
(︁ 1

Δ(𝜏/2)

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−2
.

Доказательство. Сначала получим оценку сверху. Так как допустимая функция 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 ,

то применяя квадратурную формулу Маркова (10), условие 𝑔(𝜆) 6 0 при 𝜆 > 𝜆′1, получим

ℱ−1𝑔(0) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛾′𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆
′
𝑘(𝜏/2))

6 𝛾′0(𝜏/2)𝑔(0) =
1∫︀ 𝜏/2

0 Δ(𝑡) 𝑑𝑡
.

Отсюда

𝐷(𝜏, 𝜆′1,R+) 6
(︁∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−1
.

Построим экстремальную функцию. Пусть

𝑓1(𝑡) = 𝜙0(𝑡)𝜒𝜏/2(𝑡), 𝑓2(𝑡) =
(︁
𝜙(𝑡, 𝜆′1)− 𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)𝜙0(𝑡)

)︁
𝜒𝜏/2(𝑡),

𝑓(𝑡) = (𝑓1 * 𝑓2)(𝑡), 𝑔(𝜆) = ℱ𝑓(𝜆).

Покажем, что для 0 6 𝑡 6 𝜏/2

𝑣(𝑡) = 𝜙(𝑡, 𝜆′1)− 𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)𝜙0(𝑡) = 𝜙0(𝑡)(𝑢(𝑡, 𝜆
′
1)− 𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)) > 0.

Достаточно показать, что функция 𝑢(𝑡, 𝜆′1) не возрастает на отрезке [0, 𝜏/2]. Так как
𝜕𝑢
𝜕𝑡 (0, 𝜆

′
1(𝜏/2)) = 0, 𝜕𝑢𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆

′
1(𝜏/2)) = 0 и 𝜆′1(𝑡) убывает по 𝑡, то производная

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑡, 𝜆

′
1(𝜏/2)) со-

храняет знак. Имеем 𝑢(0, 𝜆′1) = 1 и 𝑢(𝜏/2, 𝜆′1) < 0 в силу неравенств 𝜆1(𝜏/2)<𝜆′1(𝜏/2)<𝜆2(𝜏/2)
(11). Следовательно, производная неположительна.
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𝑓1(𝑡) > 0, 𝑓2(𝑡) > 0, 𝑓(𝑡) > 0, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ],

𝑔(𝜆) = ℱ𝑓1(𝜆)ℱ𝑓2(𝜆), 𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+).
(22)

По теореме 1 функцию 𝑓(𝑡) можно считать непрерывной.
Функция ℱ𝑓1(𝜆) вычислена при доказательстве теоремы 4:

ℱ𝑓1(𝜆) = − 1

𝜆2
Δ(𝜏/2)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆), (23)

причем

lim
𝜆→0

𝑢′𝜆(𝜏/2)

𝜆2
= − lim

𝜆→0

1

Δ(𝜏/2)

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡)𝑢(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡 = − 1

Δ(𝜏/2)

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡. (24)

Согласно (9)

𝜕

𝜕𝑡

{︁
Δ(𝑡)

(︁
𝑢(𝑡, 𝜆′1)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆)− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆′1)𝑢(𝑡, 𝜆)

)︁}︁
=
(︀
(𝜆′1)

2 − 𝜆2
)︀
Δ(𝑡)𝑢(𝑡, 𝜆′1)𝑢(𝑡, 𝜆),

поэтому используя (23), получим

ℱ𝑓2(𝜆) =
∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡)𝑢(𝑡, 𝜆′1)𝑢(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡− 𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)ℱ𝑓1(𝜆)

=
Δ(𝜏/2)𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

(𝜆′1)
2 − 𝜆2

+
1

𝜆2
Δ(𝜏/2)𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆)

=
(𝜆′1)

2Δ(𝜏/2)𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)
𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

𝜆2
(︀
(𝜆′1)

2 − 𝜆2
)︀ .

Отсюда и еще раз из (23)

𝑔(𝜆) = ℱ𝑓(𝜆) = −
(𝜆′1)

2Δ2(𝜏/2)𝑢(𝜏/2, 𝜆′1)
(︀
𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆)

)︀2
𝜆4
(︀
(𝜆′1)

2 − 𝜆2
)︀ .

Положим 𝑔𝜏 (𝜆) = 𝑔(𝜆)/𝑔(0). В силу (24)

𝑔𝜏 (𝜆) =
𝑏(𝜏)

(︀
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑡 (𝜏/2)

)︀2
𝜆4
(︀
1− (𝜆/𝜆′1)

2
)︀ ,

где

𝑏(𝜏) =
(︁ 1

Δ(𝜏/2)

∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−2
.

Так как 𝑔𝜏 (0) = 1, то согласно (22) функция 𝑔𝜏 (𝜆) является допустимой в задаче Дельсарта.
Применяя квадратурную формулу Маркова (10), получим

𝐷(𝜏, 𝜆′1,R+) >
∫︁ ∞

0
𝑔𝜏 (𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

(︁∫︁ 𝜏/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−1
.

Равенство (20) доказано. Функция (21) является экстремальной в задаче Дельсарта. �

Замечание. В случае степенного и гиперболического весов экстремальная функция в за-
даче Дельсарта единственна [24, 31]. В общем случае для доказательства единственности экс-
тремальной функции необходима дополнительная информация о мере в интегральном пред-
ставлении оператора обобщенного сдвига.
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6. Задача Бомана

Задача Бомана. Вычислить величину

𝐵(𝜏,R+) = inf

∫︁ ∞

0

(︀
𝜆2 + 𝜆20

)︀
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆),

если функция 𝑔(𝜆) удовлетворяет условиям (13) и 𝜆0 > 0 из (1).

Пусть

𝐷𝑤𝑢(𝑡) = − 1

𝑤(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑤(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡)

)︁
— дифференциальный оператор, связанный с задачей Штурма–Лиувилля (1). Согласно (1)

𝐷𝑤𝜙(𝑡, 𝜆) = (𝜆2 + 𝜌2)𝜙(𝑡, 𝜆),

поэтому функционал в задаче Бомана может быть записан так∫︁ ∞

0
(𝜆2 + 𝜌2)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = 𝐷𝑤ℱ−1𝑔(0).

Теорема 7. Пусть 𝜆1 = 𝜆1(𝜏/2), 𝛾1 = 𝛾1(𝜏/2), 𝜏 > 0. Тогда в задаче Бомана

𝐵(𝜏,R+) = 𝜆21 + 𝜆20, (25)

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) =
1

𝑐(𝜏)

(︁𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜆21 − 𝜆2

)︁2
, (26)

где

𝑐(𝜏) = 𝛾1 lim
𝜆→𝜆1

(︁𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜆21 − 𝜆2

)︁2
=

𝜕𝜙
𝜕𝜆 (𝜏/2, 𝜆1)

2𝜆1𝑤(𝜏/2)
𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆1)

. (27)

Доказательство. Сначала получим оценку снизу. Как уже отмечалось, допустимая
функция 𝑔 ∈ 𝐵𝜏

1 . Мы можем предполагать, что 𝜆2𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 , иначе 𝐵(𝜏,R+) = ∞. Применяя

квадратурную формулу Гаусса (7) дважды, получим∫︁ ∞

0
(𝜆2 + 𝜆20)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)
(︀
𝜆2𝑘(𝜏/2) + 𝜆20

)︀
𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2))

>
(︀
𝜆21 + 𝜆20

)︀ ∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2))

=
(︀
𝜆21 + 𝜆20

)︀ ∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆)

=
(︀
𝜆21 + 𝜆20

)︀
ℱ−1𝑔(0) = 𝜆21 + 𝜆20,

(28)

поэтому 𝐵(𝜏,R+) > 𝜆21 + 𝜆20.
Построим экстремальную функцию. Пусть

𝑓1(𝑡) = 𝜙(𝑡, 𝜆1)𝜒𝜏/2(𝑡), 𝑓(𝑡) = (𝑓1 * 𝑓1)(𝑡).

Имеем

𝑓1(𝑡) > 0, supp 𝑓1 ⊂ [0, 𝜏/2], 𝑓1 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), ℱ𝑓1 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜎).
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𝑓(𝑡) > 0, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ], 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+),

𝑔(𝜆) = ℱ𝑓(𝜆) =
(︀
ℱ𝑓1(𝜆)

)︀2 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) > 0.
(29)

Согласно (1){︁
𝑤(𝑡)

(︁
𝜙(𝑡, 𝜆1)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆)− 𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆1)𝜙(𝑡, 𝜆)

)︁}︁′

𝑡
=
(︀
𝜆21 − 𝜆2

)︀
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆1)𝜙(𝑡, 𝜆),

поэтому

ℱ𝑓1(𝜆) =
∫︁ 𝜏/2

0
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆1)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡 = −

𝑤(𝜏/2)𝜕𝜙𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆1)𝜙(𝜏/2, 𝜆)

𝜆21 − 𝜆2
.

Следовательно,

𝑔(𝜆) =
𝑤2(𝜏/2)

(︀𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆1)

)︀2
𝜙2(𝜏/2, 𝜆)(︀

𝜆21 − 𝜆2
)︀2 .

Из асимптотики (5) 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 . Применяя (7), получим

𝑓(0) = ℱ−1𝑔(0) =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2))

= 𝛾1𝑤
2(𝜏/2)

(︁𝜕𝜙
𝜕𝑡

(𝜏/2, 𝜆1)
)︁2

lim
𝜆→𝜆1

(︁𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜆21 − 𝜆2

)︁2
.

Согласно (29) функция (26)

𝑔𝜏 (𝜆) =
1

𝑐(𝜏)

(︁𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜆21 − 𝜆2

)︁2
, 𝑐(𝜏) = 𝛾1 lim

𝜆→𝜆1

(︁𝜙(𝜏/2, 𝜆)
𝜆21 − 𝜆2

)︁2
,

является допустимой в задаче Бомана и по квадратурной формуле Гаусса (7)

𝐵(𝜏,R+) 6
∫︁ ∞

0
(𝜆2 + 𝜆20)𝑔𝜏 (𝜆) 𝑑𝜎(𝜆)

=
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)
(︀
𝜆2𝑘(𝜏/2) + 𝜆20

)︀
𝑔𝜏 (𝜆𝑘(𝜏/2))

= 𝛾1
(︀
𝜆21 + 𝜆20

)︀
𝑔𝜏 (𝜆1) = 𝜆21 + 𝜆20.

Равенство (25) доказано. Функция (26) является экстремальной. Равенство (27) вытекает из
(8).

Докажем единственность экстремальной функции. Пусть 𝑔0(𝜆) — экстремальная функция
в задаче Фейера, функция 𝜔𝛼(𝜆) из леммы 1.

Так как 𝑔0(𝜆) обращает неравенство (28) в равенство, то в точках 𝜆𝑘(𝜏/2), 𝑘 > 2, она имеет
двойные нули. Рассмотрим функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔0(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆).

В силу (26), асимптотики (5) и леммы 1

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦−4𝑒(𝜏+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

По лемме 2 𝑔0(𝜆) = 𝜓(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆), где 𝜓(𝜆) — четный многочлен степени не выше 4. Его степень
не может равняться 2 или 4, иначе по асимптотикам (2), (5) будем иметь 𝜆2𝑔0 /∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).
Следовательно, 𝜓(𝜆) = const = 1 и 𝑔0(𝜆) = 𝑔𝜏 (𝜆). �
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7. Задача Логана

Пусть 𝑔0(𝜆) — действительная непрерывная на полупрямой функция,

Λ(𝑔) = sup{𝜆 > 0: 𝑔(𝜆) > 0}.

Задача Логана. Вычислить величину

𝐿(𝜏,R+) = inf Λ(𝑔),

если
𝑔 = ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(𝑡) > 0, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ].
(30)

Теорема 8. Пусть 𝜆1 = 𝜆1(𝜏/2), 𝛾1 = 𝛾1(𝜏/2), 𝜏 > 0. Тогда в задаче Логана

𝐿(𝜏,R+) = 𝜆1,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) =
𝜙2(𝜏/2, 𝜆)

1− (𝜆/𝜆1)2
. (31)

Доказательство. Пусть функция 𝜔𝛼(𝜆) из леммы 1. Предположим. что

𝐿(𝜏,R+)=𝜆0<𝜆1.

Тогда для некоторой допустимой функции 𝑔(𝜆) будет 𝑔(𝜆) 6 0 для 𝜆 > 𝜆1 − 𝜀, 𝜀 > 0. Так как
𝑔 ∈ 𝐵𝜏

1 , то применяя квадратурную формулу Гаусса (7), получим

0 ≤
∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2)) 6 0, (32)

поэтому в точках 𝜆𝑘(𝜏/2) (𝑘 > 1) функция 𝑔(𝜆) имеет двойные нули. Рассмотрим функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼(𝑧)𝜙
2(𝜏/2, 𝜆).

Из асимптотики (5), леммы 1

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑒(𝑟+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

Применяя лемму 2, получим 𝑔(𝜆) = 𝑐𝜙2(𝑟/2, 𝜆), 𝑐 > 0, что противоречит условию

𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).

Таким образом,
𝐿(𝜏,R+) > 𝜆1.

Функция 𝑔𝜏 (𝜆) (31) — экстремальная, так как Λ(𝑔𝜏 ) = 𝜆1 и 𝑓(𝑡) = ℱ−1𝑔𝜏 (𝑡) ∈ 𝐶𝑏(R+),
𝑓(𝑡) ≥ 0, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝜏 ] (см. [24, 38]).

Докажем единственность экстремальной функции. Пусть 𝑔0(𝜆) — экстремальная функция.
Так как 𝑔0(𝜆) 6 0 для 𝜆 > 𝜆1, то она обращает неравенство (32) в равенство. Следовательно в
точках 𝜆𝑘(𝜏/2), 𝑘 > 2, она имеет двойные нули, а в точке 𝜆1 она имеет, по крайней мере, нуль
первого порядка. Рассмотрим функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔0(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆).

Из асимптотики (5), леммы 1

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦−2𝑒(𝜏+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

Применяя лемму 2, получим 𝑔0(𝜆) = 𝜓(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆), где 𝜓(𝜆) — четный многочлен степени не выше
2. Он не может иметь степень 2, иначе по асимптотике (5) 𝑔0 /∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎). Следовательно,
𝑔0(𝜆) = 𝑐𝑔𝜏 (𝜆), 𝑐 > 0. �
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8. Заключение

В работе получены достаточно общие результаты. Тем не менее было бы интересно их
усилить в трех направлениях.

В задачах Фейера, Дельсарта, Бомана, Логана при определении допустимых функций мы
требуем, чтобы они были интегрируемыми преобразованиями Фурье непрерывных функций с
носителем на отрезке [0, 𝜏 ]. Это требование влечет их принадлежность классу целых функций
𝐵𝜏

1 . Интересно было бы в наших предположениях о задаче Штурма–Лиувилля доказать об-
ратное утверждение, известное как теорема Пэли–Винера. Для степенного и гиперболического
весов теорема Пэли–Винера известна.

Интересно результаты работы распространить на случай веса 𝑣(𝑥) = 𝑤(|𝑥|) на всей пря-
мой. Для этого необходимо собственную функцию 𝜙(𝑡, 𝜆) с R+ × R+ продолжить на R× R, и
основываясь на этом продолжении, построить гармонический анализ в пространствах с этим
весом. Такие продолжения для степенного и гиперболического весов известны.

Интересно также результаты работы распространить на случаи многомерных весов

𝑤(𝑥) =

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑤𝑗(𝑥𝑗), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑+

и

𝑣(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑤𝑗(|𝑥𝑗 |), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑.
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