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Аннотация

В статье авторы ставили перед собой две главные задачи: охаракте-
ризовать основные этапы жизни выдающегося русского математика, За-
служенного деятеля науки РФ, профессора Московского государственно-
го университета имени М. В. Ломоносова, заведующего отделом теории
чисел МИАН им. В. А. Стеклова, доктора физико-математических наук
Анатолия Алексеевича Карацубы и дать краткий анализ его научной де-
ятельности, оказавшей значительное влияние на развитие аналитической
теории чисел.

Достаточно подробно описываются исследования профессора А. А. Ка-
рацубы и его учеников по аналитической теории чисел, где выделяются,
следуя А. А. Карацубе, три основных направления:
1) тригонометрические суммы и тригонометрические интегралы;
2) дзета-функция Римана;
3) характеры Дирихле.

А. А. Карацуба, являясь учеником профессора Н. М. Коробова, ру-
ководил научной школой и научным семинаром по аналитической теории
чисел в МГУ имени М. В. Ломоносова.

Среди его учеников многие защитили кандидатские диссертации, при-
чём семь из них впоследствии стали докторами физико-математических
наук.

Анатолий Алексеевич опубликовал 158 научных работ, среди которых
4 монографии и один классический учебник по аналитической теории чи-
сел, был переводчиком ряда фундаментальных научных монографий. Яв-
лялся членом редколлегии журнала "Математические заметки" и членом
программных комитетов ряда международных конференций по алгебре и
теории чисел.
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Abstract

The authors set themselves two main objectives: to characterize the main
stages of the life of the outstanding Russian mathematician, Honored Scientist
of Russia, Professor of Moscow State University named after M. V. Lomonosov,
head of the department of number theory Steklov Mathematical Institute,
Doctor of Physical and Mathematical Sciences Anatolii Alexeevich Karatsuba
and give a brief analysis of his scientific work, which has had a significant
impact on the development of analytic number theory.

Sufficiently detailed description of the research of Professor A. A. Karatsu-
ba and his disciples on the analytic theory of numbers, which are allocated
following the Karatsuba, three main areas:
1) trigonometric sums and trigonometric integrals;
2) the Riemann zeta function;

3) Dirichlet characters.
A. A. Karatsuba, being a disciple of Professor N. M. Korobov, led the

scientific schools and seminars on analytic number theory at Moscow State
University named after M. V. Lomonosov.

Among his many students defended their dissertations, with seven of them
later became Doctor of Physical and Mathematical Sciences.

Anatoly Alekseevich has published 158 scientific papers, including 4 mono-
graphs and a classic textbook on analytic number theory, was the translator
of a number of fundamental scientific monographs. He was a member of the
editorial board of the journal "Mathematical notes"and a member of the
program committees of several international conferences on algebra and num-
ber theory.

Keywords: trigonometric sums, trigonometric integrals, Riemann zeta func-
tion, Dirichlet characters.

Bibliography: 58 titles.

1. Введение

28 сентября 2008 г. скончался выдающийся российский математик Анатолий
Алексеевич Карацуба. Его научная и педагогическая деятельность была нераз-
рывно связана с Механико-математическим факультетом МГУ им. М. В. Ло-
моносова и Математическим институтом им. В. А. Стеклова, где он с 1983 г.
возглавлял Отдел теории чисел.

А. А. Карацуба родился 31 января 1937 г. в г. Грозном. В 1944–1954 гг. он
учился в средней мужской школе № 6 г. Грозного и окончил ее с серебряной
медалью. Уже в школьные годы проявились его математические способности
в решении трудных задач, которые предлагались в математическом кружке
школьникам более старших классов. В школе он увлекался рисованием, сило-
выми видами спорта, а впоследствии стал известным альпинистом.



34 Г. И. АРХИПОВ, В. Н. ЧУБАРИКОВ

В 1954 г. А. А. Карацуба поступил на Механико-математический факультет
МГУ, пройдя собеседование у известного историка математики К. А. Рыбнико-
ва. Научным руководителем студента Карацубы стал академик А. Н. Колмого-
ров, который в то время являлся деканом факультета. Под его руководством
были выполнены замечательные работы А. А. Карацубы по теории автоматов
Мура [14] и быстрому умножению многозначных чисел [15].

На старших курсах обучения на факультете Анатолий Алексеевич посе-
щал специальные курсы и семинары кафедры теории чисел под руководством
А. О. Гельфонда, который заметил способного студента. А. А. Карацубе нра-
вились занятия теорией чисел и он перешел для обучения на кафедру тео-
рии чисел. В 1959 г. А. А. Карацуба защитил дипломную работу, выполненную
под руководством профессора Н. М. Коробова, с отличием закончил Механико-
математический факультет МГУ и поступил в аспирантуру Отделения мате-
матики Механико-математического факультета по кафедре теории чисел. В
1962 г. под руководством Н. М. Коробова он защитил кандидатскую диссерта-
цию на тему “Рациональные тригонометрические суммы и их приложения”. С
этого времени его научно-педагогическая деятельность проходит на Механико-
математическом факультете МГУ. В 1966 г. А. А. Карацуба в совете МИАН
СССР защищает докторскую диссертацию на тему “Метод тригонометрических
сумм и теоремы о среднем”.

В том же году по рекомендации одного из оппонентов по докторской дис-
сертации, директора Стекловского института, академика И. М. Виноградова
он стал сотрудником Отдела теории чисел МИАН СССР, продолжая по сов-
местительству работу на Механико-математическом факультете МГУ. С этого
периода начинается плодотворное сотрудничество А. А. Карацубы с И. М. Ви-
ноградовым, которого он считал своим учителем. В 1983 г. И. М. Виноградов
скончался. С этого момента А. А. Карацуба возглавил Отдел теории чисел МИ-
АН СССР, заведующим которого он оставался до последних дней жизни.

А. А. Карацубе принадлежит 158 научных печатных работ, он автор четы-
рех монографий и известного учебника по аналитической теории чисел, вы-
державшего несколько изданий и переведенного на иностранные языки. Под
руководством А. А. Карацубы защищено 15 кандидатских диссертаций, семеро
его учеников стали докторами наук. Его научная деятельность отмечена ака-
демическими премиями им. П. Л. Чебышёва и И. М. Виноградова, а в 1999 г.
он получил звание Заслуженного деятеля науки РФ.

Всю жизнь А. А. Карацуба активно занимался спортом. В студенческие
годы он увлекался альпинизмом, скалолазанием, спелеологией и горным туриз-
мом. Был чемпионом МГУ по тяжелой атлетике. Впоследствии А. А. Карацуба
одиннадцать раз покорял горные вершины-семитысячники Советского Союза.

Под влиянием академиков А. Н. Колмогорова и П. С. Александрова он стал
большим любителем и знатоком классической музыки, в особенности И. С. Баха
и А. Вивальди, был постоянным слушателем концертов в Московской консер-
ватории.
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2. Научное творчество А. А. Карацубы

Научное творчество А. А. Карацубы в основном относится к аналитической
теории чисел. Но первые две его замечательные работы относятся к информа-
тике. Один из этих результатов касается теории конечных автоматов. Впослед-
ствии он получил название теоремы Мура–Карацубы и до сих пор является
единственным нелинейным результатом в теории автоматов.

Другой результат открыл новое направление в информатике — теорию быст-
рых вычислений. А. А. Карацуба впервые предложил способ быстрого умноже-
ния многозначных чисел, который более эффективен, чем “школьный способ
умножения чисел в столбик”. Сейчас этот метод используется не только в мате-
матическом обеспечении компьютеров, но и в самой конструкции ЭВМ, то есть
“в железе”.

Работы А. А. Карацубы по теории чисел достаточно полно освещены в статье
[8], посвященной его 60-летию. Сам А. А. Карацуба выделял три направления
его исследований по теории чисел:
1) тригонометрические суммы и тригонометрические интегралы;
2) дзета-функция Римана;
3) характеры Дирихле.

К первому направлению он относил:

• p-адический метод,

• проблему Хуа Ло-кена о показателе сходимости тригонометрического ин-
теграла от многочлена,

• теорию кратных тригонометрических сумм,

• оценку функции Харди в проблеме Варинга,

• проблему Артина о локальном представлении нуля формой,

• оценку коротких сумм Клоостермана.

Ко второму направлению относятся его работы:

• по гипотезе А. Сельберга о правильном порядке количества нулей дзета-
функции Римана на коротких промежутках критической прямой и о на-
личии нулей на очень коротких промежутках этой прямой,

• об исключительности критической прямой у функции Дэвенпорта–Хейль-
бронна в смысле аномальности большого количества нулей на ней,

• по оценке остатка в асимптотической формуле многомерной проблемы де-
лителей Дирихле,
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• по исследованию поведения аргумента дзета-функции Римана на крити-
ческой прямой.

К третьему направлению исследований — теории характеров Дирихле, —
относятся работы А. А. Карацубы:

• по оценкам коротких сумм характеров в конечных полях,

• по оценкам сумм характеров по “сдвинутым простым числам”,

• по оценкам сумм характеров от многочленов с простым аргументом,

• по нижним оценкам сумм характеров по простому модулю от многочленов
высокой степени,

• по суммам характеров по аддитивным последовательностям,

• по распределению степенных вычетов и первообразных корней в редких
последовательностях.

3. Работы А. А. Карацубы по p-адическому мето-
ду
Цикл работ А. А. Карацубы по p-адическому методу открывается работой

по L-суммам. Эти суммы возникли в теории характеров Дирихле по модулю,
равному степени простого числа, как следствие формулы А. Г. Постникова о
представлении характера в виде экспоненты от многочлена с рациональными
коэффициентами. С помощью сдвига промежутка суммирования на подходя-
щую степень простого числа А. А. Карацубе удалось резко понизить степень
многочлена в экспоненте, что, в частности, привело к новой границе нулей для
соответствующих L-функций Дирихле. Эта работа лежит в основе его канди-
датской диссертации.

Дальнейшее развитие p-адического метода выполнено в работе по выводу
асимптотической формулы для числа решений в проблеме Варинга для срав-
нения по модулю, равному высокой степени фиксированного простого числа.
Там по существу происходит замена неравенств в “вещественном” доказатель-
стве проблемы Варинга по методу Виноградова сравнениями по модулю степени
данного простого числа. Впоследствии идея этой замены была развита до заме-
ны вещественной метрики в методе И. М. Виноградова на p-адическую метрику
Гензеля. В частности, в совместной работе А. А. Карацубы и Н. М. Коробова [16]
дано новое p-адическое доказательство теоремы И. М. Виноградова о среднем
значении модуля тригонометрической суммы Г. Вейля. Ранее p-адический метод
в теореме о среднем применял Ю. В. Линник, однако его подход существенно
отличался от подхода И. М. Виноградова, которому следовали А. А. Карацуба
и Н. М. Коробов.
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Развитие p-адического метода легло в основу докторской диссерта-
ции А. А. Карацубы. Наиболее совершенная форма применения этого метода
к тригонометрическим суммам Г. Вейля и теоремам о среднем изложена им в
статье [23].

Нахождению точного значения показателя сходимости особого интеграла
в проблеме Терри посвящено две статьи Г. И. Архипова, А. А. Карацубы и
В. Н. Чубарикова [3, 4]. В них авторы полностью решили проблему Хуа Ло-кена
об этом показателе. Там же удалось найти новую характеристику для много-
члена в экспоненте тригонометрического интеграла, учитывающую вклад всех
особых точек многочлена в оценку интеграла. В случае кратного тригономет-
рического интеграла в настоящее время получены только верхние и нижние
оценки для показателя сходимости.

Следующий цикл работ связан с оценками кратных тригонометрических
сумм. Постановка задачи принадлежит И. М. Виноградову [9]. В основе этих
оценок лежат теорема о среднем значении степени модуля кратных тригоно-
метрических сумм и лемма о кратности пересечения многомерных параллеле-
пипедов, центры которых имеют координатами коэффициенты многочлена в
экспоненте при всевозможных допустимых сдвигах переменных суммирования
[1, 2, 7].

Следует сказать, что сама теорема о среднем состоит в доказательстве про-
блемы моментов для тригонометрических сумм Г. Вейля, то есть в нахожде-
нии такой степени осреднения, при которой удается получить асимптотику это-
го среднего значения относительно основного параметра — длины промежут-
ка суммирования. Для приложений важно, чтобы степень осреднения имела
по возможности наименьший порядок. Для кратных тригонометрических сумм
Г. Вейля до 70-х годов решение проблемы моментов не было найдено ни при
каких значениях степени осреднения. В указанных выше работах эта проблема
в кратном случае была доведена до того же состояния, что и в одномерном слу-
чае. Добавим к этому, что основные моменты доказательства следуют методу
И. М. Виноградова с заменой вещественной метрики на p-адическую метрику.

Усовершенствовав p-адический метод Ю. В. Линника для оценок тригоно-
метрических сумм с малыми простыми числами, А. А. Карацуба [31] получил
новую оценку функции Харди в проблеме Варинга.

В проблеме Артина о p-адическом представлении нуля формой произволь-
ной степени Г. И. Архипов и А. А. Карацуба [5] показали, что вместо предпола-
гавшегося степенного роста числа переменных для нетривиального представле-
ния нуля формой, это число переменных должно расти почти экспоненциально
в зависимости от степени формы. Ранее Г. И. Архипов [6] при решении пробле-
мы Гильберта – Камке нашел, что для нетривиального p-адического представ-
ления нуля системой форм, число переменных будет расти экспоненциально.

Наконец, для коротких тригонометрических сумм Клоостермана А. А. Кара-
цуба [38, 42, 43] нашел новый метод их оценки. Как известно, из оценок А. Вей-
ля для таких сумм с простым знаменателем имеет место корневая оценка, а
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для сумм со знаменателем, равным степени простого числа, корневую оценку
доказал Г. Салье. Тем самым из свойства мультипликативности суммы Кло-
остермана по знаменателю, корневая оценка имеет место для любого знамена-
теля в сумме Клоостермана. Отметим также, что А. Г. Постникову для сумм
Клоостермана со знаменателем, являющимся высокой степенью простого чис-
ла, методом И. М. Виноградова удалось получить нетривиальные оценки для
промежутков суммирования более коротких, чем корень квадратный из знаме-
нателя выражения, стоящего в экспоненте. А. А. Карацуба оценил эти суммы
нетривиально для любого знаменателя m и число слагаемых в них не превосхо-
дит mε, а в некоторых случаях — величины exp

(
(lnm)2/3+ε

)
, где ε > 0 — сколь

угодно малая постоянная.
Найденные А. А. Карацубой оценки нашли широкие применения в аналити-

ческой теории чисел. Рассмотрим дробную долю выражения следующего вида{
an∗+bn

m

}
, где a, b — любые фиксированные целые числа, m — достаточно боль-

шое натуральное число, переменная n пробегает натуральные числа, взаимно
простые сm, не превосходящие любой наперед заданной границы, меньшей

√
m,

и nn∗ ≡ 1 (mod m). Сам А. А. Карацуба вывел асимптотику среднего значения
указанных выше величин, нашел нижнюю границу для числа попаданий этих
дробных долей на любой фиксированный промежуток единичного отрезка и
оценил точность приближения этими дробными долями любого вещественного
числа из единичного отрезка. Различные аспекты метода А. А. Карацубы были
применены Г. Иванцом, Д. Фридлендером, Д. Р. Хиз-Брауном и др.

4. Работы А. А. Карацубы по гипотезе А. Сель-
берга

Второе направление в исследованиях А. А. Карацубы открывают работы
[27]–[33], связанные с гипотезой А. Сельберга. В 1914 г. Г. Х. Харди доказал,
что ζ(1/2 + it) имеет бесконечно много вещественных нулей. Этот результат
Харди Э. Ландау отнес к самым значительным успехам математики настоящего
времени.

Следующие два утверждения Г. Х. Харди и Д. Е. Литтлвуда [55, 56] стали
источником двух направлений исследования, одно из которых касается оценки
сверху расстояния между вещественными нулями ζ(1/2 + it), а другое — “плот-
ности” нулей ζ(1/2 + it) на промежутках (T, T + H] при достаточно больших
T > 0, H = T a+ε, с возможно меньшим значением постоянной a > 0, где ε > 0 —
сколь угодно малая постоянная. Пусть N0(T ) — количество нулей нечетного
порядка функции ζ(1/2 + it), лежащих на промежутке (0, T ]. Тогда
1) для любого ε > 0 существует T0 = T0(ε) > 0 такое, что при T ≥ T0 и
H = T 0,25+ε промежуток (T, T +H] содержит нуль нечетного порядка функции
ζ(1/2 + it);
2) для любого ε > 0 существует T0 = T0(ε) > 0 и c = c(ε) > 0 такие, что при
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T ≥ T0 и H = T 0,5+ε справедливо неравенство N0(T +H) −N0(T ) ≥ cH.

В 1942 г. А. Сельберг [58] получил выдающийся результат в связи утвержде-
нием 2): для любого ε > 0 существует T0 = T0(ε) > 0 и c = c(ε) > 0 такие, что
при T ≥ T0 и H = T 0,5+ε справедливо неравенство N(T +H) −N(T ) ≥ cH lnT.
Он высказал гипотезу об уменьшении показателя степени a = 0, 5 для величины
H = T a+ε.

Следует отметить замечательные результаты Я. Мозера [50, 51, 52]. Он до-
казал, что
1) существует T0 > 0 такое, что при T ≥ T0 и H = T 1/6 ln6 T промежуток
(T, T +H] содержит нуль нечетного порядка функции ζ(1/2 + it);

2) существует T0 > 0 и c > 0 такие, что при T ≥ T0 иH = T 5/12 ln3 T справедливо
неравенство N0(T +H) −N0(T ) ≥ cH.

Исследования в этих направлениях привели А. А. Карацубу [27, 29, 30] к
доказательству гипотезы А. Сельберга с показателем a = 27

82
= 1

3
− 1

246
и выводу,

что существует T0 > 0 такое, что для любого T ≥ T0 на промежутке (T, T +H]
при H = T 5/32 ln2 T содержится нуль нечетного порядка функции ζ(1/2 + it).

В 1992 г. А. А. Карацуба [36] разработал новый подход к проблеме распре-
деления нулей дзета-функции Римана на “сверхкоротких” промежутках крити-
ческой прямой. Он доказал, что гипотеза Сельберга справедлива для “почти
всех” промежутков вида (T, T + H) при H = T ε, где ε > 0 — сколь угодно ма-
лая положительная постоянная. Более того, для любых чисел ε, ε1 с условием
0 < ε, ε1 < 1 “почти все” промежутки (T, T + H) при H = exp (lnT )ε содержат
не менее H(lnT )1−ε1 нулей функции ζ(1/2 + it).

Начиная с 1990 г. А. А. Карацуба [34, 35, 37] стал изучать распределение ну-
лей линейных комбинаций L-функций Дирихле. Первым примером такой функ-
ции служит функция Дэвенпорта – Хейльбронна f(s), представляющая собой
линейную комбинацию двух L-функций Дирихле от комплексно-сопряженных
характеров по модулю 5. Г. Дэвенпорт и Г. Хейльбронн [53] доказали, что число
нулей N0(T ) на промежутке (0, T ] функции f(1/2 + it) по порядку не меньше,
чем T, а для всякой другой вертикальной прямой на комплексной плоскости
соответствующее количество по порядку не превосходит T. Они доказали так-
же, что количество нулей f(s) в полуполосе ℜs ≥ 1, 0 ≤ t ≤ T, по порядку не
меньше, чем T.

Далее С. М. Воронин [10, 12, 13] обнаружил, что прямая σ = ℜs = 1/2
является критической для функции f(s) в том смысле, что она содержит ано-
мально много нулей. Точнее, он доказал, что N0(T ) ≫ T exp (0, 05

√
ln ln ln lnT ).

А. А. Карацуба заметил, что любая линейная комбинация L-функций имеет
множитель, представимый в виде эйлеровского произведения. Развивая ме-
тод А. Сельберга для дзета-функции Римана, А. А. Карацуба доказал, что
N0(T ) > T (lnT )0,5−ε, где ε > 0 — сколь угодно малая постоянная, T ≥ T0(ε) > 0.
Тем самым он существенно усилил результат С. М. Воронина.

В 1971 г. А. А. Карацуба [22] установил связь современной оценки модуля
дзета-функции Римана в окрестности единичной прямой с оценкой остаточного
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члена в многомерной проблеме делителей Дирихле. Пусть при x ≥ 1 символ
Tk(x) обозначает количество решений неравенства n1 . . . nk ≤ x в натуральных
числах n1, . . . , nk. Пусть, также, при некоторых постоянных a > 1 и B > 0
таких, что для любых |t| ≥ 2 и 0, 5 ≤ σ ≤ 1 имеет место оценка

|ζ(σ + it)| ≤ B|t|a(1−σ)3/2 ln |t|.

Тогда при некотором c > 0 и при x→ ∞ справедлива асимптотическая формула

Tk(x) = xPk−1(lnx) +Rk(x), Rk(x) ≤ xα(k)(c lnx)k, α(k) = 1 − 0, 5(2ak)−2/3,

где Pk−1(u) — многочлен степени k − 1 от переменной u, коэффициенты кото-
рого зависят от k и могут быть найдены явно. Ранее Х.-Э. Рихерт [57] получил
подобную оценку остатка без явного вычисления постоянных.

А. А. Карацуба [46, 47] ввел в рассмотрение и исследовал следующие две
функции

F (T ;H) = max
|t−T |≤H

|ζ(1/2 + it)|, G(s0; ∆) = max
|s−s0|≤∆

|ζ(s)|.

Он нашел нижние оценки этих функций, то есть показал насколько большие
значения может принимать модуль дзета-функции Римана на коротких отрез-
ках критической прямой или в малых окрестностях точек, лежащих в критиче-
ской полосе. В частности, пусть T > 0 — достаточно большое число, 0 < H ≪
ln lnT , s0 = σ0 + iT, 1/2 ≤ σ0 ≤ 1, 0 < ∆ < 1/3. Тогда найдутся положительные
постоянные c1, c2 такие, что F (T ;H) ≥ T−c1 , G(s0; ∆) ≥ T−c2 .

Завершают второе направление исследований А. А. Карацубы его работы
[40, 41], связанные с поведением функции S(t). Если t не является ординатой
нуля ζ(1/2 + it), то S(t) обозначает значение величины π−1 arg ζ(1/2 + it), полу-
ченное непрерывным изменением вдоль звеньев ломаной, соединяющей точки
2, 2+ it, 1/2+ it, начиная со значения, равного 0. Если же t является ординатой
нуля ζ(1/2 + it), то полагают S(t) = S(t+ 0).

А. А. Карацуба доказал теоремы о средних значениях функции S(t) и ее

первообразной S1(t) =
t∫
0

S(u) du на отрезках вещественной прямой. Он также

получил замечательный результат о том, что при H ≥ T 27/82+ε, ε > 0 — сколь
угодно малая постоянная, на промежутке (T, T +H] функция S(t) меняет знак
не менее, чем в [H(lnT )1/3e−c

√
ln lnT ] точках. Ранее А. Сельберг доказал подоб-

ный результат для H ≥ T 1/2+ε.

5. Работы А. А. Карацубы по теории характеров
Дирихле
Третье направление исследований — теория характеров Дирихле, — откры-

вается работами [17, 18]. Пусть n ≥ 1 — натуральное число и пусть F (x) =
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xn + a1x
n−1 + · · · + an — многочлен с целыми коэффициентами, неприводи-

мый над полем рациональных чисел Q. Рассмотрим любой корень θ уравне-
ния F (θ) = 0 в поле разложения многочлена F (x) над полем рациональных
чисел и пусть Q(θ) — простое расширение поля Q с естественным базисом
ω1 = 1, ω2 = θ, . . . , θn−1. Далее, найдется p0 = p0(F ) такое, что для всех
простых чисел p ≥ p0 многочлен F (x) неприводим по модулю p. Рассмотрим
поле Галуа GF (pn) с базисом ω1, ω2, . . . , ωn, и пусть χ — неглавный характер
Дирихле поля GF (pn). Пусть, наконец, символ D(X) обозначает множество
x̄ = x1ω1 + · · · + xnωn из поля GF (pn) с условием 0 ≤ νs < xs ≤ νs + X при
всех s = 1, . . . , n.

В 1968 г. А. А. Карацуба доказал, что для любого ε > 0 существуют δ =
δ(ε) > 0, p1 = p1(ε), такие, что при при всех простых p > p1 и X > p1/4+ε

справедлива оценка ∣∣∣∣∣∣
∑

x̄∈D(X)

χ(x)

∣∣∣∣∣∣ < (Xp−δ)n.

В частности, количество первообразных корней, лежащих в области D(X), рав-
но φ(pn−1)

pn−1
Xn(1 + O(p−nδ)). Тем самым А. А. Карацуба существенно усилил ре-

зультат Г. Дэвенпорта и Д. Д. Льюиса [54].
В 1970 г. А. А. Карацуба [19] значительно расширил область N ≥ q3/4+ε

нетривиальности оценки И. М. Виноградова сумм характеров Дирихле от сдви-
нутых простых чисел, то есть сумм вида

∑
p≤N

χ(p+ k), где N > 1 — натуральное

число, χ — неглавный характер Дирихле по простому модулю q, (k, q) = 1, p
пробегает последовательность всех простых и ε > 0 — сколь угодно малая посто-
янная. Оценка А. А. Карацубы имеет вид: при N ≥ q1/2+ε справедливо неравен-
ство |

∑
p≤N

χ(p+ k)| ≤ cNq−ε2/1024, где c > 0 — некоторая постоянная, зависящая

от ε.
В 1978 г. А. А. Карацуба [25, 26] впервые получил нетривиальную оцен-

ку суммы символов Лежандра от многочлена второй степени в случае, когда
аргумент многочлена пробегает короткую последовательность подряд идущих
простых чисел. Пусть q — достаточно большое простое число,

(
n
q

)
— сим-

вол Лежандра целого числа n по простому модулю q. Далее, пусть, f(x) =
(x − a)(x − b) — многочлен второй степени с условием ab(a − b) ̸≡ 0 (mod q) и
SN =

∑
p≤N

(
f(x)
q

)
. Тогда приN > q3/4+ε справедлива оценка |SN | ≤ cπ(N)q−ε2/100,

где π(N) — количество простых чисел, не превосходящих N ; 0 < ε < 1/2 —
сколь угодно малая постоянная и c > 0 — некоторая постоянная, зависящая
только от ε.

В статье [24] А. А. Карацуба построил бесконечную последовательность про-
стых чисел p и для каждого p нашел многочлены вида axn+b, (a, p) = (b, p) = 1,

такие, что
p∑

x=1

(
axn+b

p

)
= p, где n ≍ p

ln p
. Этот результат показывает, что оценку
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А. Вейля полных рациональных сумм с простым знаменателем нельзя сильно
улучшить.

А. А. Карацуба [20, 21] нашел новый метод оценки сумм значений неглав-
ных характеров Дирихле по модулю простого числа q на аддитивных после-
довательностях, т.е. на последовательностях вида a + b, где a ∈ A и b ∈ B и
A, B — некоторые подмножества поля вычетов по модулю q. Ранее он доказал
[17, 18], что при условиях ∥A∥ > qε, ∥B∥ > q1/2+ε, где ε > 0 — сколь угодно
малая постоянная и символ ∥X∥ обозначает количество элементов множества
X, справедлива оценка∣∣∣∣∣∑

a∈A

∑
b∈B

χ(a+ b)

∣∣∣∣∣ ≤ c∥A∥ · ∥B∥q−ε2/20,

причем c = c(ε) > 0 — некоторая постоянная.
Пусть, теперь, A и B представляют собой множества простых чисел, лежа-

щих в промежутках (1, X] и (1, Y ] соответственно, и ε > 0 — сколь угодно малая
постоянная. Тогда при X ≥ q1/4+ε и Y ≥ q1/4+ε имеем∣∣∣∣∣∑

p≤X

∑
p′≤Y

χ(p+ p′)

∣∣∣∣∣ ≤ cπ(X)π(Y )q−c1ε2 ,

где символ π(Z) обозначает количество простых чисел, не превосходящих Z,
постоянная c = c(ε) > 0 зависит только от ε, а постоянная c1 — абсолютная.

Привлекая соображения “тернарности задачи в мультипликативной форме”,
А. А. Карацуба [20] нашел асимптотический закон распределения пар (p, p′)
простых чисел, удовлетворяющих сравнению p(p′ +a) ≡ l (mod D) по простому
модулю D, где (a,D) = (l, D) = 1.

К этому кругу проблем принадлежат задачи о нетривиальных оценках сумм
неглавных характеров Дирихле по простому модулю q “с весами”, т.е. сумм вида∑
n≤x

χ(n+a)f(n), (a, q) = 1 и f(n) — функция натурального аргумента. В частно-

сти, для среднего значения многомерной функции делителей τk(n) по последо-
вательности n таких, что (n+ a) является квадратичным вычетом (невычетом,
первообразным корнем) А. А. Карацуба [44, 45]получил асимптотические фор-
мулы на коротких промежутках суммирования.

В 2008 г. А. А. Карацуба и Е. А. Карацуба [48, 49] на основе теоретико-
числовых методов нашли качественно новые эффекты в модели Джейнса – Ка-
мингса в квантовой оптике.

6. Заключение
Подводя итог научной деятельности А. А. Карацубы, можно выделить та-

кие характерные и яркие ее черты, как комбинаторная изобретательность, ос-
новательность, аккуратность и определенная законченность результатов. Более
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того, в своих работах он постоянно разрешал чрезвычайно трудные арифмети-
ческие вопросы. Его отличала безграничная любовь к математике и глубокая
заинтересованность в развитии науки.

А. А. Карацуба был выдающимся профессором Механико-математического
факультета МГУ. Как лектор, он был очень требователен к себе и тщатель-
но готовился к любому своему выступлению с научным докладом. Многие его
лекции, к счастью, опубликованы в его известном учебнике [28], а часть резуль-
татов работы его специальных семинаров обобщена в прекрасной книге [39].

Неожиданная кончина А. А. Карацубы — большая потеря для математики и
для всех, кто его знал. Несомненно, он занял почетное место среди выдающихся
математиков, внесших значительный вклад в развитие теории чисел.
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