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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð Ëè.
Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îïðåäåëåí-
íûõ êîíñòðóêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, èçó÷åíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ èçó÷åíèåì ñàìîé ñèñòåìû. Âàæíåéøèì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàë.

Ðàçâèòèå ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð Ëè ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ðàçëè÷íûõ ðàäèêàëîâ.
Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå ðàäèêàëû àëãåáð Ëè, êàê ðàçðå-
øèìûé ðàäèêàë Êèëëèíãà, ñëàáî ðàçðåøèìûé ðàäèêàë Ïàðô¼íîâà, ðàäèêàë Äæåêîáñîíà,
ïåðâè÷íûé ðàäèêàë. Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
ñâîéñòâ ðàäèêàëîâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà àëãåáðû Ëè, íà êîòî-
ðóþ íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � ñëàáîàðòèíîâîñòü. Ñëàáîàðòèíîâîé íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðà Ëè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé èäåàëà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Àëãåáðà Ëè L íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åå èäåàëîâ U è V èç
[U, V ] = 0 ñëåäóåò, ÷òî U = 0 èëè V = 0. Èäåàë P àëãåáðû Ëè L ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè
ôàêòîð-àëãåáðà L/P � ïåðâè÷íà. Ïåðâè÷íûì ðàäèêàëîì P (L) àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ
ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïåðâè÷-
íîãî ðàäèêàëà ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè ïîðîæäàåò â íåé íèëüïîòåíòíóþ ïîäàëãåáðó,
÷òî îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ íèëüïîòåíòíîñòü ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñâîéñòâó ðàçðåøèìîñòè ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ñëàáîàðòèíîâîé
àëãåáðû Ëè. Äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà ïðåäøåñòâóåò èñòîðèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû À. Â. Ìè-
õàëåâà î ðàçðåøèìîñòè ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà àëãåáð Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëàáîàðòèíîâà àëãåáðà Ëè, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë àëãåáð Ëè.
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ON THE PROPERTIES OF THE PRIME RADICAL
OF A WEAKLY ARTINIAN LIE ALGEBRA

S. A. Pikhtilkov, O. A. Pikhtilkova, A. N. Blagovisnaya (Orenburg)

Abstract

This article deals with the issues of the structural theory of Lie algebras. The construction of
the structural theory of algebraic systems implies the existence of certain structures of a special
form, which are simpler than the base system. The important tool to study algebraic systems
is the radical.

The development of the structural theory of Lie algebras led to the emergence of various
radicals. There are many radicals of Lie algebras in numerous publications. For example, the
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Killing radical, the Parfenov radical, the Jacobson radical and the prime radical are considered
in various articles. The important area of research is the study of radicals of in�nite-dimensional
Lie algebras.

The article is devoted to proving properties of prime radical of a weakly artinian Lie algebra.
A Lie algebra is said to be a weakly artinian if the Lie algebra satis�es the descending chain
condition on ideals.

In the �rst section of the paper we introduced the concept of the prime radical in the
following way. A Lie algebra L is said to be prime if [U, V ] = 0 implies U = 0 or V = 0 for
any ideals U and V of L. We say that the ideal P of a Lie algebra L is prime if the factor
algebra L/P is prime. The intersection of all prime ideals is called the prime radical P (L) of a
Lie algebra L.

In the second section it is shown that any �nite set of elements of the prime radical of
a weakly artinian Lie algebra generates the nilpotent subalgebra. This means that the prime
radical is locally nilpotent.

The third section is devoted to the solvability of the prime radical of a weakly artinian Lie
algebra. There is a history of solving Mikhalev' s problem about the prime radical of a weakly
artinian Lie algebra in this section also.

Keywords: weakly artinian Lie algebra, prime radical of a Lie algebra.

Bibliography: 16 titles.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîé òåîðèè, ïîçâîëÿþùåé ñâåñòè èçó÷åíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ê áîëåå ïðî-
ñòîé. Ê îñíîâíûì èíñòðóìåíòàì ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè îòíîñèòñÿ ðàäèêàë. Íàèáîëåå
ðàçðàáîòàííîé ñ÷èòàåòñÿ òåîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè, íà÷àëî êîòîðîé â êîíöå XIX âåêà
ïîëîæèëè ðàáîòû Ñ. Ëè, Ý. Êàðòàíà, Ô. Ýíãåëÿ, Â. Êèëëèíãà. Òîãäà æå ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ðàäèêàëà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè, îïèñàííîå â òðóäàõ Â. Êèëëèíãà. Ñîãëàñíî ñîâðå-
ìåííîìó ïîíèìàíèþ îáúåêòîâ ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð Ëè, ðàäèêàë ïî Êèëëèíãó � ýòî
íàèáîëüøèé ðàçðåøèìûé èäåàë â àëãåáðå Ëè.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ðàäèêàëîâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè. Ñó-
ùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñîçäàíèÿ ñòðóêòóðíîé
òåîðèè àëãåáð Ëè íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ðàäèêàëîâ. Òàê, â ðàáîòàõ [2�7] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàäè-
êàëû Äæåêîáñîíà, Ïàðôåíîâà, ïåðâè÷íûé è äðóãèå êëàññè÷åñêèå ðàäèêàëû áåñêîíå÷íîìåðíûõ
àëãåáð Ëè.

Ïåðâè÷íûé ðàäèêàë àëãåáð Ëè ðàçíûõ òèïîâ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëå-
òèÿ. Â îòíîñèòåëüíî íåäàâíî ïîÿâèâøèõñÿ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñïå-
öèàëüíûõ àëãåáð Ëè [8], ñïåöèàëüíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè [9], àðòèíîâûõ àëãåáð Ëè [10], àëãåáð
Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì [11].

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì àëãåáðó Ëè L ïåðâè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åå èäåàëîâ U è
V èç [U, V ] = 0 ñëåäóåò, ÷òî U = 0 èëè V = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Èäåàë P àëãåáðû Ëè L ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè ôàêòîð-àëãåáðà
L/P � ïåðâè÷íà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïåðâè÷íûì ðàäèêàëîì P (L) àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ
åå ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ.

Ïîäðîáíåå ñ òåîðèåé ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà äëÿ àëãåáð Ëè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ, îáðàòèâ-
øèñü, íàïðèìåð, ê ðàáîòå [12].
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Ïîñòðîåíèå îáùåé ñòðóêòóðíîé òåîðèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð Ëè çàòðóäíèòåëüíî, ïî-
ýòîìó âûäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå êëàññû àëãåáð, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ðàç-
ëè÷íûõ ðàäèêàëîâ. Ïðè ýòîì íà àëãåáðû Ëè íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Â ðà-
áîòå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìîãî íà àëãåáðû Ëè, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëàáîàðòèíîâîñòü.

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ ñëàáîàðòèíîâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé èäåàëîâ.

2. Ñâîéñòâî ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà

Îïðåäåëåíèå 5. ( [1, ñòð. 43]) Àëãåáðà L íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîé, åñëè
ëþáîå å¼ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîðîæäàåò â L íèëüïîòåíòíóþ ïîäàëãåáðó.

Äëÿ ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � ñëàáîàðòèíîâà àëãåáðà Ëè. Òîãäà åå ïåðâè÷íûé ðàäèêàë P = P (L)
� ëîêàëüíî íèëüïîòåíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïåðâè÷-
íîãî ðàäèêàëà àëãåáðû Ëè êàê íèæíåãî ñëàáî ðàçðåøèìîãî ðàäèêàëà, êîòîðîå áûëî ðàññìîò-
ðåíî â [10].

Ïóñòü σ(L) � ýòî ëþáîé íåíóëåâîé àáåëåâ èäåàë èç P (L). Òàêîé èäåàë ñóùåñòâóåò, òàê êàê
èäåàë σ(L) ñîäåðæèòñÿ â ïåðâè÷íîì ðàäèêàëå.

Òàêîé èäåàë ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì íåíóëåâîì ðàçðåøèìîì èäåàëå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà
P (L), êîòîðûé ñóùåñòâóåò, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè íèæíåãî ñëàáî ðàçðåøèìîãî èäåàëà, åñëè
P (L) 6= 0 [12] (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà P (L) = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî). Êàê èçâåñòíî
[13], ëþáîé íåíóëåâîé ðàçðåøèìûé èäåàë ñîäåðæèò íåíóëåâîé àáåëåâ èäåàë.

Ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà α èäåàë
τ(α) ⊂ P (L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. τ(0) = 0.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ(α) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ α < β. Òîãäà îïðåäåëèì τ(β) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
à) åñëè β = γ+ 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òî τ(β) ýòî òàêîé èäåàë

àëãåáðû L, ÷òî τ(β)/τ(γ) = σ(L/τ(γ)).
á) Åñëè β � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî, òî

τ(β) =
⋃
γ<β

τ(γ).

Èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè τ(β) = τ(β + 1) äëÿ íåêîòîðîãî β. Òîãäà τ(β) = P (L).
Ïîñòðîèì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ïî íèëüïîòåíòíûì èäåàëàì.
Ïóñòü σ(L) � ýòî ñóììà âñåõ íåíóëåâûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ èç P (L). Èç ñëàáîé àðòèíîâñòè

àëãåáðû Ëè L ñëåäóåò, ÷òî èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.
Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ñóììà íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ àëãåáðû Ëè � íèëüïîòåíòíà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èäåàë σ(L) � íèëüïîòåíòåí.
Òàêæå êàê è ðàíüøå, ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîðÿä-

êîâîãî ÷èñëà α èäåàë σ(α) ⊂ P (L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. σ(0) = 0.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(α) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ α < β. Òîãäà îïðåäåëèì τ(β) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
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à) åñëè β = γ+ 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òî σ(β) ýòî òàêîé èäåàë
àëãåáðû L, ÷òî σ(β)/σ(γ) = σ(L/σ(γ)).

á) Åñëè β � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî, òî

σ(β) =
⋃
γ<β

σ(γ).

Èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè σ(β) = σ(β + 1) äëÿ íåêîòîðîãî β. Òîãäà σ(β) = P (L).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(σ(L)) ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè èäåàëà σ(L).
Ïóñòü X ⊂ P (L) íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî âñå ïðîèçâåäåíèÿ

[xi1 , xi2 , ..., xir ], xik ∈ X

ñ ëåâîé ðàññòàíîâêîé ñêîáîê ðàâíû 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r.
Äëÿ êàæäîãî x ∈ X îáîçíà÷èì ÷åðåç α(x) ïîðÿäêîâîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî x ∈ σ(α)\σ(α−1),

åñëè α− 1 îïðåäåëåíî è α, åñëè x ∈ σ(α) è α− 1 íå îïðåäåëåíî.
Ïóñòü α1 = max(α([xi1 , xi2 , ..., xim ], xik ∈ X)), m = N(σ(α1)).
Ðàññìîòðèì âñå ïðîèçâåäåíèÿ [xi1 , xi2 , ..., xim ]. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

α([xi1 , xi2 , ..., xim ]) < α1

.
Ââåäåì ìíîæåñòâî X2 = {[xi1 , xi2 , ..., xim ]|xik ∈ X, 1 6 k 6 m}.
Ïóñòü α2 = maxx∈X2(α(x)), m2 = N(σ(α2)).
Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî α2 < α1.
Ââåäåì ìíîæåñòâî X3 =

{
[xi1 , xi2 , ..., xim2

]|xik ∈ X, 1 6 k 6 m2

}
.

Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ X1, X2, ... è óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäè-
íàëüíûõ ÷èñåë α1 > α2 > ..., êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî k âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Xk ðàâíû íóëþ.
Ýòî îçíà÷àåò íèëüïîòåíòíîñòü àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì X è ëîêàëüíóþ

íèëüïîòåíòíîñòü ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà P (L).

3. Ñâîéñòâî ðàçðåøèìîñòè ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà

Â 2001 ãîäó À. Â. Ìèõàëåâ íà ñåìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.
Â. Ëîìîíîñîâà �Êîëüöà è ìîäóëè� ïîñòàâèë ïðîáëåìó: ñóùåñòâóåò ëè ñëàáîàðòèíîâà àëãåáðà
Ëè, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì?

Ïîèñê îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ ïðèâåë ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì.
Ñ. À. Ïèõòèëüêîâ ïîêàçàë, ÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñïåöèàëüíîé ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû

� ðàçðåøèì [14]. Ðàçðåøèìîñòü ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà òàêæå äîêàçàíà äëÿ ñëàáîàðòèíîâûõ
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè [11].

Ðåøåíèå îñëàáëåííîé ïðîáëåìû À. Â. Ìèõàëåâà ïîêàçàíî â ðàáîòå [10]. Àâòîðàìè äîêàçàíî,
÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë àëãåáðû Ëè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ öåïî÷åê
âíóòðåííèõ èäåàëîâ èëè ïîäàëãåáð, � ðàçðåøèì.

Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë àëãåáðû Ëè ñëàáî ðàçðåøèì, ìîæåò íå áûòü ëîêàëüíî
ðàçðåøèìûì [12]. Ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà äîêàçàíà äëÿ ñëàáîàðòèíî-
âîé àëãåáðû Ëè â [15].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòâå÷àåò íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ñëàáîàðòè-
íîâîé àëãåáðû Ëè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L � ñëàáîàðòèíîâà àëãåáðà Ëè. Òîãäà åå ïåðâè÷íûé ðàäèêàë
P = P (L) � ðàçðåøèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûé ðÿä ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà P

P ′ = [P, P ], ..., P (n+1) = [P (n), P (n)], ... . (1)

Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ P ⊃ P ′ ⊃ P ′′ ⊃ ... ⊃ P (n) ⊃ ... .
Òàê êàê àëãåáðà Ëè L ÿâëÿåòñÿ ñëàáîàðòèíîâîé, óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ

ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. R1 = P (n+1) = P (n). Ïîëó÷àåì [R1, R1] = R1.
Åñëè R1 = 0, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë P � ðàçðåøèì è óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò ìåñòî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R1 6= 0.
Ïóñòü èäåàë R1 ñîäåðæèò ñîáñòâåííûé íåðàçðåøèìûé èäåàë P1.
Ñòðîèì äëÿ P1 ïðîèçâîäíûé ðÿä (1) è òàê æå ïîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå èäåàëà R2 òàêî-

ãî,÷òî [R2, R2] = R2.
Ðàâåíñòâî R2 = 0 ïðîòèâîðå÷èò íåðàçðåøèìîñòè P1.
Ïîëó÷èëè óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ

R1 ⊃ R2 ⊃ ... ⊃ Rn ⊃ ...,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ [Rk, Rk] = Rk, k = 1, 2, ... .
Èç ñëàáîé àðòèíîâîñòè àëãåáðû Ëè L ñëåäóåò, ÷òî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ

íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
Ïóñòü K = Rm ïîñëåäíèé íåíóëåâîé èäåàë óáûâàþùåé öåïè èäåàëîâ. Èç ïîñòðîåíèÿ èäå-

àëîâ R1, R2, ... ñëåäóåò, ÷òî [K,K] = K è êàæäûé ñîáñòâåííûé èäåàë K � ðàçðåøèì.
2. Äàëåå ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà àëãåáðû Ëè êàê íèæíåãî ñëàáî

ðàçðåøèìîãî ðàäèêàëà [10].
Ïóñòü σ(L) � ýòî ëþáîé íåíóëåâîé ìèíèìàëüíûé àáåëåâ èäåàë èç L. Òàêîé èäåàë ñóùå-

ñòâóåò, åñëè ïåðâè÷íûé ðàäèêàë íåíóëåâîé P (L) 6= 0 - òî åñòü àëãåáðà L íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïåð-
âè÷íîé [12].

Àáåëåâ èäåàë ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì íåíóëåâîì ðàçðåøèìîì èäåàëå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà
P (L), êîòîðûé ñóùåñòâóåò, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè íèæíåãî ñëàáî ðàçðåøèìîãî ðàäèêàëà, åñëè
P (L) 6= 0 [12] (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà P (L) = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî). Êàê èçâåñòíî
[16], ëþáîé íåíóëåâîé ðàçðåøèìûé èäåàë ñîäåðæèò íåíóëåâîé àáåëåâ èäåàë.

Ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà α èäåàë
τ(α) ⊂ P (L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) τ(0) = 0.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ(α) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ α < β. Òîãäà îïðåäåëèì τ(β) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
à) åñëè β = γ+ 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òî τ(β) ýòî òàêîé èäåàë

àëãåáðû L, ÷òî τ(β)/τ(γ) = σ(L/τ(γ)).
á) Åñëè β � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî, òî

τ(β) =
⋃
γ<β

τ(γ).

Èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè τ(β) = τ(β + 1) äëÿ íåêîòîðîãî β. Òîãäà τ(β) = P (L).
3. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé â ïóíêòå 1 íåðàçðåøèìûé èäåàë K = [K,K] ðàâåí K = τ(ω)

� çàíóìåðîâàí ïåðâûì áåñêîíå÷íûì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì.
Èäåàë K íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ K = τ(n), ãäå n � íàòóðàëüíîå. Â ýòîì ñëó÷àå èäåàë K �

ðàçðåøèì êàê êîíå÷íîå ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñøèðåíèå àáåëåâûõ èäåàëîâ.
Çàìåòèì, ÷òî èäåàë K = τ(ω) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì � ïåðâûé íåðàçðåøèìûé èäåàë â

âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èäåàëîâ τ(0) ⊂ τ(1) ⊂ ... .
Ðàçðåøèìûé èäåàë S1 ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè ñòóïåíè k ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì

ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èäåàëîâ.
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Ó íåãî êîíå÷íîå ÷èñëî n1 ìèíèìàëüíûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ, èíà÷å íàðóøàåòñÿ ñëàáàÿ àð-
òèíîâîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J1 ñóììó ìèíèìàëüíûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ S1.

Ðàññìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó S2 = S1/J1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J2 ñóììó n2 ìèíèìàëüíûõ àáå-
ëåâûõ èäåàëîâ S2.

Ñíîâà ðàññìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó S3 = S2/J2.
Íàì ïðèäåòñÿ ôàêòîðèçîâàòü ïî àáåëåâûì èäåàëàì k ðàç ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì íóëåâóþ

àëãåáðó.
Ïåðåñ÷èòûâàÿ êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ, ïîëó÷èì

K = τ(n), (2)

ãäå n = n1 + n2 + ...+ nk.
Ðàâåíñòâî (2) ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ K = τ(ω).
Ìû äîêàçàëè, ÷òî èäåàë K = τ(ω) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì.
4. Ïîñòðîèì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ïî íèëüïîòåíòíûì èäåàëàì.
Ïóñòü ϕ(L) � ýòî ñóììà âñåõ íåíóëåâûõ ìèíèìàëüíûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ èç P (L). Èç

ñëàáîé àðòèíîâîñòè àëãåáðû Ëè L ñëåäóåò, ÷òî èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.
Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî ñóììà íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ àëãåáðû Ëè � íèëüïîòåíòíà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èäåàë ϕ(L) � íèëüïîòåíòåí.
Òàêæå êàê è ðàíüøå, ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîðÿä-

êîâîãî ÷èñëà α èäåàë ρ(α) ⊂ P (L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1) ρ(0) = 0.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(α) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ α < β. Òîãäà îïðåäåëèì ρ(β) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
à) åñëè β = γ+ 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òî ρ(β) ýòî òàêîé èäåàë

àëãåáðû L, ÷òî ρ(β)/ρ(γ) = ϕ(L/ρ(γ)).
á) Åñëè β � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî, òî

ρ(β) =
⋃
γ<β

ρ(γ).

Èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè ρ(β) = ρ(β + 1) äëÿ íåêîòîðîãî β. Òîãäà ρ(β) = P (L).
Ðàñøèðåíèå íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè ïðè ïîìîùè íèëüïîòåíòíîé ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíò-

íîé àëãåáðîé Ëè [16].
Òàê êàê èäåàëû {ρ(n)|n ∈ N} ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàñøèðåíèé íèëü-

ïîòåíûõ àëãåáð Ëè, âñå îíè � íèëüïîòåíòíû.
Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå èäåàëàK êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçðàñòàþùèõ íèëüïîòåíò-

íûõ èäåàëîâ
ρ(0) ⊂ ρ(1) ⊂ ... ⊂ ρ(n) ⊂ ...,

ïðè ýòîì K =
⋃∞
i=0 ρ(i).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(ρ(n)) ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè èäåàëà ρ(n).
Äëÿ êàæäîãî x ∈ K îáîçíà÷èì ÷åðåç α(x) íàòóðàëüíîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî x ∈ ρ(α)\ρ(α−1).
5. Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ ðàññóæäåíèå èç ðàáîòû [11].
Íàïîìíèì îäíó âàæíóþ òåîðåìó èç [16].

Òåîðåìà 3. ( [16, ñòð. 21]) Ïóñòü I � èäåàë â àëãåáðå Ëè L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò
x ∈ L ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì k ýëåìåíòîâ èç L (ïðè íåêîòîðîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê), ïðè÷åì
r èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæàòñÿ â I. Òîãäà x ∈ Ir.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî íèëüïîòåíòíîãî èäåàëà I àëãåáðû Ëè L ñòåïåíè íèëüïîòåíò-
íîñòè r ïðîèçâåäåíèå k ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè ïðè ëþáîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê ðàâíî íóëþ, åñëè
îíî ñîäåðæèò r ýëåìåíòîâ èç I.
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ èäåàëà K âûïîëíåíî óñëîâèå [K,K] = K.
Ïóñòü b ∈ K � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà b =

∑n
i=1[bi, b

′
i], ãäå âñå ýëåìåíòû bi, b

′
i ∈ K. Òîãäà

[bi, b
′
i] 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Îáîçíà÷èì ýòîò êîììóòàòîð [b1, b

′
1].

Ïðåäñòàâëÿÿ äàëåå b′1 â âèäå ñóììû êîììóòàòîðîâ ýëåìåíòîâ èç K è ðàññóæäàÿ àíà-
ëîãè÷íî, ïîëó÷èì íåíóëåâîé êîììóòàòîð [b1, [b2, b

′
2]], ãäå b1, b2, b

′
2 ∈ I. Â ñèëó ðàâåíñòâà

[b1, [b2, b
′
2]] = [[b1, b2], b′2]− [[b1, b

′
2], b2], îäíî èç ñëàãàåìûõ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îáîçíà÷èì åãî ýëå-

ìåíòû [[b1, b2], b′2].
Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, ... ∈ K òàêóþ, ÷òî

âñå êîíå÷íûå êîììóòàòîðû ñ ëåâîé ðàññòàíîâêîé îòëè÷íû îò íóëÿ [b1, b2, ..., bn] 6= 0, n = 1, 2, ... .
Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èäåàëîâ Jk, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè

Jk = ([b1, ..., bk]), k = 1, 2, ..., J1 ⊇ J2 ⊇ ... ⊇ Jk ⊇ ... .

Èç ñëàáîé àðòèíîâîñòè àëãåáðû Ëè L ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîãî n òàêîãî, ÷òî
Jn = Jn+1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå a = [b1, ..., bn].
Ïóñòü β = max(α(a), α(bn+1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m = N(ρ(β)) ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè

èäåàëà ρ(β).
Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíò a îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r è ýëåìåíòû

cij ∈ L, i = 1, ..., r, j = 1, ..., ki

òàêèå, ÷òî

a =

r∑
i=1

[a, bn+1, ci1, ..., ciki ].

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå ýëåìåíòà a â ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷èì

a =

r∑
i,j=1

[a, bn+1, ci1, ..., ciki , bn+1, cj1, ..., cjkj ].

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ m ðàç ïîëó÷èì â êàæäîì êîììóòàòîðå ïîä çíàêîì ñóììû íå
ìåíåå m ýëåìåíòîâ âèäà a, bn+1.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû a, bn+1 ëåæàò â íèëüïîòåíòíîì èäåàëå ρ(β) ñòåïåíè íèëüïîòåíò-
íîñòè m.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, âñå êîììóòàòîðû ïîä çíàêîì ñóììû è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò a
ðàâíû íóëþ.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ñäåëàííîìó âûøå î òîì, ÷òî ýëåìåíò a � íåíóëåâîé.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòåí. Âî-âòîðûõ, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñëàáîàðòèíîâîé àëãåáðû Ëè ðàçðå-
øèì.
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