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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî ãèïîòåç, ñâÿçàííûõ ñ ÷åâèàíàìè òðåóãîëüíè-
êà è êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îñíîâàíèÿ ýòèõ ÷åâèàí èëè ÷åðåç èíûå
òî÷êè. Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ýòèõ ãèïîòåç è èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè áûëè èñïîëü-
çîâàíû âîçìîæíîñòè äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñðåäû GeoGebra. Ïðîâåðêà êàæäîé èç
âûäâèíóòûõ ãèïîòåç <1 − <9 îñóùåñòâëÿëàñü íà ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé äëÿ íåå äèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàòü ñïðàâåäëè-âîñòü
ïðåäëàãàåìûõ ãèïîòåç. Ïîèñêîì ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ ýòèõ ãèïîòåç ìû íå çàíè-
ìàëèñü, è çäåñü åñòü íàä ÷åì ïîäóìàòü ÷èòàòåëþ. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè òðåõ èç äåâÿòè
âûäâèíóòûõ ãèïîòåç. Ãèïîòåçà <3. Â ïðîèçâîëüíîì íåâûðîæäåííîì îñòðîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå îñíîâàíèÿ òðåõ âûñîò è òðåõ ìåäèàí, ïðîâåäåííûõ èç ðàçíûõ âåðøèí, ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ãèïîòåçà <6. Ïóñòü â íåâûðîæäåííîì òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé
âåðøèíû ïðîâåäåíû ìåäèàíû. Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðå-
óãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ öåíòðîèäû ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.
Ãèïîòåçà <9. Ïóñòü ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæäåí-
íîãî òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç íåå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ÷åâèàíû. Òîãäà èñõîäíûé
òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ
âòîðûå òî÷êè Íàïîëåîíà ëåæàò íà îäíîé ãèïåðáîëå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: GeoGebra, äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå, òðåóãîëüíûå
öåíòðû, èíâåðñèÿ
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EXPERIMENTAL VALIDATION OF HYPOTHESES
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Abstract

In this paper we propose several hypotheses related to cevias of triangle and the conic
sections passing through the grounds of these cevians or via other points. To formulate these
hypotheses and implement their experimental test have been used dynamical mathematics
environment GeoGebra. Check each of hypotheses <1-<9 was carried out on a specially built
for her dynamic model. In all cases, it was experimentally managed con�rm the validity of
the proposed hypothesis. Search of mathematical proofs of these hypotheses we did not make,
and here is something to think about for the reader. Here is the wording of three of the nine
hypotheses. Hypothesis <3. In an arbitrary non-degenerate acute-angled triangle, the grounds
of the three altitudes and the grounds of three medians drawn from di�erent vertices lie on the
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same circle. Hypothesis <6. Let from each vertex a non-degenerate triangle held the median.
Then this triangle is splited into six triangles without common interior points so that their
centroids lie on the same ellipse. Hypothesis <9. Let the �rst point of the Fermat is inside an
arbitrary non-degenerate triangle, and through this point from each vertex held cevian. Then
the original triangle is splited into six triangles without common interior points so that their
second points of Napoleon lie on the same hyperbola.

Keywords: GeoGebra, dynamic model, conic, triangle centers, inversion
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1. Ââåäåíèå

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû î ÷åâèàíàõ, òðåóãîëüíûõ öåíòðàõ è êîíè÷åñêèõ
ñå÷åíèÿõ, êîòîðûå íàì íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. ×åâèàíîé òðåóãîëüíèêà íà-
çûâàþò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ ëþáîé òî÷êîé íà åãî ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíå èëè åå ïðîäîëæåíèè [17]. Êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå, èëè êîíèêà � ýòî êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ
ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì êîíóñîì. Âîçìîæíûå òèïû êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé: ýëëèïñ,
ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà, òî÷êà, ïðÿìàÿ è ïàðà ïðÿìûõ. Ïåðâûå òðè òèïà ïåðåñå÷åíèé íàçûâà-
þò ãëàâíûìè èëè íåâûðîæäåííûìè, î îñòàëüíûå âûðîæäåííûìè. Â äàëüíåéøåì íàì áóäóò
âàæíû ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ôàêòû [14]:

1. ÷åðåç ëþáûå ïÿòü òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííîå íåâûðîæäåííîå êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå;

2. â äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì
ax2 + bxy+ cy2 +dx+ey = f , ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e è f � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Òàêèì îáðàçîì êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà;

3. òèï êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ K ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïî çíàêó äèñêðèìèíàíòà b2 − 4ac
[1,13,14]. Åñëè b2− 4ac < 0, òî K � ýëëèïñ, ìíèìûé ýëëèïñ (ïóñòîå ìíîæåñòâî) èëè ïàðà
ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (òî÷êà). Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, a = c è b = 0, òî K
� îêðóæíîñòü. Åñëè b2 − 4ac > 0, òî K � ãèïåðáîëà ëè ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
Åñëè b2 − 4ac = 0, òî K � ïàðàáîëà, ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èëè ïàðà ìíèìûõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Êðîìå òîãî, â ðàññìîòðåíèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü íåêîòîðûå òðåóãîëüíûå öåíòðû � çàìå÷àòåëü-
íûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýíöèêëîïåäèåé Êèìáåðëèíãà èìåþò èìåíà
Xs èëè X(s)(s = 1, 2, . . . , 11704) [5-7]. Â GeoGebra âñòðîåííûìè ôóíêöèÿìè ìîæíî îïåðèðè-
ðîâàòü ëèøü ñ ïåðâûìè 3053 öåíòðàìè. Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñî ñëåäóþùèìè öåíòðàìè:

� X1 � èíöåíòð (öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè; òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëü-
íèêà; òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò ñòîðîí òðåóãîëüíèêà);

� X2 � öåíòðîèä (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà, öåíòð òÿæåñòè, öåíòð ìàññ);

� X3 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàòðèñ � ïåðïåíäèêóëÿðîâ
ê ñåðåäèíàì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà (¾ñðåäèííûõ¿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ));

� X4 � îðòîöåíòð (öåíòð ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà èëè èõ ïðîäîëæåíèé);

� X6 � òî÷êà Ëåìóàíà (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåìèäèàí òðåóãîëüíèêà, òî åñòü îòðåçêîâ ïðÿ-
ìûõ, ñèììåòðè÷íûõ åãî ìåäèàíàì îòíîñèòåëüíî ñîîòâåò-ñòâóþùèõ áèññåêòðèñ);
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� X13 � ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà (òî÷êà Ôåðìà-Òîððè÷åëëè). Ñòðîèòñÿ îíà òàê. Åñëè íà
ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà âîâíå ïîñòðîåíû òðè ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà, òî ïåðâàÿ òî÷êà
Ôåðìà � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ øåñòè êðèâûõ � òðåõ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, è òðåõ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè ïîñòðîåííûõ òðåóãîëüíèêîâ;

� X17 � ïåðâàÿ òî÷êà Íàïîëåîíà � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþ-
ùèõ öåíòðîèäû âíåøíèõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ èñõîäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà, ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

� X18 � âòîðàÿ òî÷êà Íàïîëåîíà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîé òî÷êå Íàïîëåîíà,
íî ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ñòðîÿòñÿ íå âîâíå, à
âíóòðü åãî.

� X23 � èíâåðñèÿ öåíòðîèäà X2 îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé
X3 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì èíâåðñèè [2,16] (ñì. ðèñ. 9);

� X36 � èíâåðñèÿ èíöåíòðà X1 îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé X3

ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì èíâåðñèè [2,16] (ñì. ðèñ. 9).

2. Ôîðìóëèðîâàíèå ãèïîòåç <1−<9
Â ñòàòüå [11, c. 53-61] ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ãèïîòåç, ñâÿçàííûõ ñ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè.

Ïðèâåäåì èíòåðåñóþùèå íàñ óòâåðæäåíèÿ, ñîõðàíèâ èõ àâòîðñêóþ íóìåðàöèþ.
Ãèïîòåçà 4. Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå ìåäèàíû è âñå áèññåêòðèñû.

Òîãäà îñíîâàíèÿ ýòèõ ìåäèàí è áèññåêòðèñ ëåæàò íà íåêîòîðîì ýëëèïñå. Ãèïîòåçà 5. Â ïðî-
èçâîëüíîì îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå âûñîòû è âñå áèññåêòðèñû. Òîãäà îñ-
íîâàíèÿ ýòèõ âûñîò è áèññåêòðèñ ëåæàò íà íåêîòîðîì ýëëèïñå.

Íèæå ïðèâîäèòüñÿ íåñêîëüêî ïîäîáíûõ, à òàêæå áîëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ ïîëó÷èëî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå (îáîñíîâàíèå) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ñîçäàííûõ â ñðåäå GeoGebra. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî, òàê ÷òî îíè ëåãêî âîñïðîèçâîäèìû è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîâòîðåíèÿ èëè
äàëüíåéøåãî ïðîäîëæåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ãèïîòåçà <1. Îá îñíîâàíèÿõ øåñòè ÷åâèàí. Ïóñòü âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæ-
äåííîãî 4ABC âûáðàíû äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè D è E è ÷åðåç êàæäóþ èç íèõ èç êàæäîé
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû ÷åâèàíû. Òîãäà îñíîâàíèÿ âñåõ øåñòè ÷åâèàí ëåæàò íà
îäíîé êîíèêå.

Ãèïîòåçà <2. Îá îñíîâàíèÿõ òðåõ ÷åâèàí è òðåõ ìåäèàí. Ïóñòü â ïðîèçâîëüíîì
íåâûðîæäåííîì 4ABC ïðîâåäåíû òðè ìåäèàíû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå D è âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà âûáðàíà òî÷êà E, îòëè÷íàÿ îò D, ÷åðåç êîòîðóþ èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû
÷åâèàíû. Òîãäà îñíîâàíèÿ òðåõ ÷åâèàí è òðåõ ìåäèàí ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà <3. Îá îñíîâàíèÿõ òðåõ âûñîò è òðåõ ìåäèàí îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà. Â ïðîèçâîëüíîì íåâûðîæäåííîì îñòðîóãîëüíîì 4ABC îñíîâàíèÿ òðåõ âûñîò è òðåõ
ìåäèàí, ïðîâåäåííûõ èç ðàçíûõ âåðøèí, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ãèïîòåçà <4. Îá îñíîâàíèÿõ òðåõ ñåìèäèàí è òðåõ áèññåêòðèñ. Â ïðîèçâîëüíîì
íåâûðîæäåííîì 4ABC îñíîâàíèÿ òðåõ ñåìèäèàí è òðåõ áèññåêòðèñ, ïðîâåäåííûõ èç ðàçíûõ
âåðøèí, ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.

Íåñêîëüêî ñëîâ î ãèïîòåçàõ <1-<4. Ãèïîòåçà <1 äîñòàòî÷íî îáùàÿ. Â ãèïîòåçå <2 ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ <1 áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà îäíó èç òðîåê ÷åâèàí, è ýòî ïîçâîëèëî óòâåðæäàòü,
÷òî òèï ðåçóëüòèðóþùåé êîíèêè � ýëëèïñ. Â ãèïîòåçå <3 ïî ñðàâíåíèþ ñ <1 áîëåå æåñòêèå
îãðàíè÷åíèÿ è íà òðåóãîëüíèê, è íà îáå òðîéêè ÷åâèàí, è ýòî ïîçâîëèëî óòâåðæäàòü, ÷òî òèï



ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÃÈÏÎÒÅÇ Â GEOGEBRA . . . 95

ðåçóëüòèðóþùåé êîíèêè � îêðóæíîñòü. ×òî êàñàåòñÿ ãèïîòåçû <4, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ðÿä åå àíàëîãîâ, êîãäà òðîéêè ÷åâèàí ïðîõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðûå äðóãèå òðåóãîëüíûå öåíòðû, à
ïîñòðîåííàÿ äëÿ <4 äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèãîäíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ëþáûìè
öåíòðàìè. Êñòàòè, ïðèâåäåííûå âûøå ãèïîòåçû 4 è 5 îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òàêîé ñåðèè.

Â óæå óïîìèíàâøåéñÿ íàìè ñòàòüå [11, c. 53-61] êðîìå ãèïîòåç 4 è 5 ñôîðìóëèðîâàíû òàêæå
ïðèâåäåííûå íèæå ãèïîòåçû 1-3. Â îòëè÷èå îò ãèïîòåç 4 è 5 â íèõ ðå÷ü èäåò íå îá îñíîâàíèÿõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíêðåòíûõ ÷åâèàí, à î öåíòðàõ íåêîòîðûõ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

Ãèïîòåçà 1. Ìåäèàíû. Òðè ìåäèàíû ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî íà øåñòü
òðåóãîëüíèêîâ. Â ýòè òðåóãîëüíèêè âïèñàíû îêðóæíîñòè. Òîãäà öåíòðû âñåõ ýòèõ øåñòè
îêðóæíîñòåé ëåæàò íà íåêîòîðîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà 2. Âûñîòû. Òðè âûñîòû ïðîèçâîëüíîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò
åãî íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ. Â ýòè òðåóãîëüíèêè âïèñàíû îêðóæíîñòè. Òîãäà öåíòðû âñåõ
ýòèõ øåñòè îêðóæíîñòåé ëåæàò íà íåêîòîðîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà 3. Áèññåêòðèñû. Òðè áèññåêòðèñû ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî
íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ. Â ýòè òðåóãîëüíèêè âïèñàíû îêðóæíîñòè. Òîãäà öåíòðû âñåõ ýòèõ
øåñòè îêðóæíîñòåé ëåæàò íà íåêîòîðîì ýëëèïñå.

Ïîñëåäíÿÿ èç ýòèõ ãèïîòåç ïîëó÷èëà ïîäòâåðæäåíèå â ñòàòüå [10, c. 205-217], ãäå ïðîôåññîð
Îñèïîâ Í. Í. ïðèâåë êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ
âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå Maple è íàçâàë ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå òåîðåìîé îá èíöåíòðàõ. ×òî
êàñàåòñÿ ïåðâûõ äâóõ ãèïîòåç, òî Îñèïîâ Í. Í. ñïðàâåäëèâî çàìå÷àåò, ÷òî îíè îøèáî÷íû. È ýòî
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïîñòðîåíèåì êîíòïðèìåðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñî-
çäàííûõ, íàïðèìåð, â GeoGebra. Íèæå ôîðìóëèðóåòñÿ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç, êîòîðûå
ìîæíî îòíåñòè ê îáîáùåíèþ óòâåðæäåíèé òèïà ãèïîòåçû 3 èëè ê èõ àíàëîãàì. Äèíàìè÷åñêèå
ìîäåëè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ãèïîòåç ïðèâåäåíû â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

Ãèïîòåçà <5. Î òðåõ ÷åâèàíàõ è öåíòðàõ øåñòè îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïóñòü
òðè ÷åâèàíû ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà â îäíîé òî÷êå. Òîãäà èñõîä-
íûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî
öåíòðû èõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.

Ãèïîòåçà <6(X2&X2). Î òðåõ ìåäèàíàõ è øåñòè öåíòðîèäàõ. Ïóñòü â íåâûðîæäåííîì
òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ìåäèàíû. Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáè-
âàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ öåíòðîèäû ëåæàò íà
îäíîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà <7(X13&X23). Î òðåõ ÷åâèàíàõ ÷åðåç ïåðâóþ òî÷êó Ôåðìà è øåñòè

èíâåðñèé öåíòðîèäîâ. Ïóñòü ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî íåâû-
ðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç íåå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ÷åâèàíû. Òîãäà èñõîä-
íûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî
èíâåðñèè èõ öåíòðîèäîâ îòíîñèòåëüíî îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà <8(X13&X36). Î òðåõ ÷åâèàíàõ ÷åðåç ïåðâóþ òî÷êó Ôåðìà è øåñòè

èíâåðñèé èíöåíòðîâ. Ïóñòü ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî íåâû-
ðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç íåå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ÷åâèàíû. Òîãäà èñõîä-
íûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî
èíâåðñèè èõ èíöåíòðîâ îòíîñèòåëüíî îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.

Ãèïîòåçà <9(X13&X18). Î òðåõ ÷åâèàíàõ ÷åðåç ïåðâóþ òî÷êó Ôåðìà è øåñòè

âòîðûõ òî÷êàõ Íàïîëåîíà. Ïóñòü ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî
íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç íåå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ÷åâèàíû. Òîãäà
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê,
÷òî èõ âòîðûå òî÷êè Íàïîëåîíà ëåæàò íà îäíîé ãèïåðáîëå.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæàòü ôîðìóëèðîâàíèå ãèïîòåç òèïà <6-<9. Ïðåäëî-
æåííàÿ íèæå äëÿ <6 ìîäåëü ïîçâîëÿåò ýòî äåëàòü. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå èç òàêèõ óòâåðæäå-
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íèé (Xm&Xk,m, k = 1, 2, . . .) èç ðàçðÿäà ãèïîòåç óæå ïåðåøëè â äîêàçàííûå ôàêòû. Ðå÷ü èäåò
î ãèïîòåçàõ X2&X3 è X1&X1.

Óòâåðæäåíèå X2&X3. Öåíòðîèä è öåíòðû øåñòè îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Òðè
ìåäèàíû íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì öåíòðû îïèñàííûõ îêîëî ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îêðóæíîñòåé
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Äàííîå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ìàòåìàòèêîì Ô. Ëàìóíîì (Floor van Lamoen)
â 2000 ã., à â 200 ã. åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïðåäñòàâëåíî Êèí ß. Ëè (Kin Y. Li) [3,7,8,12].
Îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò öåíòðû óïîìÿíóòûõ âûøå îïèñàííûõ òðåóãîëüíèêîâ, íàçû-
âàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ëàìóíà, à åå öåíòð â ýíöèêëîïåäèè Êèìáåðëèíãà ïîëó÷èë èìÿ X(1153)
(èëè X1153) [7].

Óòâåðæäåíèå X1&X1. Èíöåíòð è öåíòðû øåñòè âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé). Òðè
áèññåêòðèñû íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îá-
ùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Öåíòðû âïèñàííûõ â ýòè òðåóãîëüíèêè îêðóæíîñòåé ëåæàò íà
ïåêîòîðîì ýëëèïñå.

Â ýòîì óòâåðæäåíèè ìû óçíàåì ãèïîòåçó 3, êîòîðàÿ, êàê ýòî áûëî îòìå÷åíî âûøå, â ñòàòüå
[10, c. 205-217] ïîëó÷èëà ïîäòâåðæäåíèå è íàçâàíèå òåîðåìû îá èíöåíòðàõ.

3. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè äëÿ ãèïîòåçû <1

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <1 îá îñíîâàíèÿõ øåñòè ÷åâèàí ïîñòðîèì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
äåéñòâèé:

� èíñòðóìåíòîì � Ìíîãîóãîëüíèê � âûâåäåì íà ïîëîòíî 4ABC;

� èíñòðóìåíòîì � Òî÷êà íà îáúåêòå� ïîìåñòèì âíóòðü 4ABC äâå òî÷êè D è E è èçìå-
íèì ñòèëü èõ âûâîäà (ðàçìåð, öâåò);

� èíñòðóìåíòîì � Ëó÷� ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû ïî äâà ëó÷à, ïðî-
õîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè D è E;

� èíñòðóìåíòîì � Ïåðåñå÷åíèå� îòìåòèì øåñòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåííûõ ëó÷åé
ñî ñòîðîíàìè 4ABC;

� óäàëèì ñ ÷åðòåæà �ëèøíèå� äåòàëè è èçìåíèì ñòèëü âûâîäà åãî îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ:

� âûäåëèì íà ïàíåëè îáúåêòîâ âñå ëó÷è è ÷åðåç êîíòåêñòíîå ìåíþ ñäåëàåì íåâèäè-
ìûìè èõ ìåòêè;

� âûäåëèì íà ïàíåëè îáúåêòîâ âñå îòðåçêè è ÷åðåç êîíòåêñòíîå ìåíþ ñäåëàåì íåâè-
äèìûìè èõ ìåòêè;

� âûäåëèì íà ïàíåëè îáúåêòîâ ëþáûõ 5 èç 6 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé ñî ñòîðîíà-
ìè òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç êîíòåêñòíîå ìåíþ ñäåëàåì íåâèäèìûìè èõ ìåòêè. ×åðåç
ïàíåëü óñòàíîâîê èçìåíèì ñòèëü âûâîäà øåñòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ðàçìåð, öâåò).
Ïóñòü, íàïðèìåð, H èìÿ ýòîé òî÷êè;

� ÷åðåç ïàíåëü óñòàíîâîê ñäåëàåì çàëèâêó òðåóãîëüíèêà áîëåå ñâåòëîé èëè âîîáùå
óáåðåì åå;
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� èíñòðóìåíòîì � Êîíèêà ïî 5 òî÷êàì� ïðîâåäåì êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå ÷åðåç òå ïÿòü
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ ñïðÿòàíû îáîçíà÷åíèÿ.
Âèçóàëüíî êàæåòñÿ, ÷òî è øåñòàÿ òî÷êà H ëåæèò íà ñôîðìèðîâàííîé êîíèêå (ñì. ðèñ.
2). ×åðåç ïàíåëü óñòàíîâîê èçìåíèì ðàçìåð è öâåò âûâåäåííîé êîíèêè;

� ñîçäàäèì íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé ïðîâåðî÷íûé èíñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé äåëàòü çà-
êëþ÷åíèå î íàõîæäåíèè òî÷êè H íà êîíèêå íå òîëüêî èç âèçóàëüíûõ ñîîáðàæåíèé, íî è
ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì ôîðìèðîâàíèå ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Èíñòðóìåíòîì � Êíîïêà� ïîìåñòèì íà ïîëîòíî óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò � êíîïêó
îáùåãî íàçíà÷åíèÿ, çàäàâ äëÿ íåå â îòêðûâøåìñÿ îäíîèìåííîì îêíå çàãîëîâîê �H ëå-
æèò íà d?� è GeoGebra-ñêðèïò â âèäå êîìàíäû Relation[H, d], äåéñòâóþùèé ïî ñîáûòèþ
On Click. Â äàëüíåéøåì, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðè ðàáîòå ñ ìîäåëüþ ùåë÷îê ëåâîé
êíîïêîé ìûøè ïî çàäàííîé êíîïêå áóäåò ïðèâîäèòü ê âûïîëíåíèþ óêàçàííîé êîìàíäû,
òî åñòü ê âûâîäó èíôîðìàöèîííîé ïàíåëè �Îòíîøåíèå�, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1 ñëåâà,
íà êîòîðîé ðàçìåùåíî ñîîáùåíèå îá îòíîøåíèè îáúåêòîâ d è H â ôîðìå �H ëåæèò íà
d� èëè �H íå ëåæèò íà d�. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ÷èñëîâûõ âû÷èñëåíèé ñ 15
çíà÷àùèìè öèôðàìè. Ïðè ýòîì, äîïîëíèòåëüíûé ùåë÷îê ëåâîé êíîïêîé ìûøè ïî êíîï-
êå �More� (áîëüøå, åùå) ïðèâîäèò ê âûâîäó ñëåäóþùåé ïàíåëè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1
ñïðàâà. Íà íåé äåìîíñòðèðóåòñÿ òå æå ñàìûå ñîîáùåíèÿ, íî ïðè èõ ôîðìèðîâàíèè ïî
âîçìîæíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

à) á)

Ðèñ. 1: Ïàíåëè ñîîáùåíèé ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû Relation[d,H]

Ôàêòè÷åñêè ìîäåëü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñîçäàíà (ñì. ðèñ. 2). Íà íåé ñâîáîäíûìè
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû A, B è C 4ABC, à òàêæå òî÷êè D è E âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ïðîòàñêèâàÿ
ìûøüþ ïî ïîëîòíó ëþáóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, ìû áóäåì ìåíÿòü åãî ôîðìó. Ïðîòàñêèâàÿ
ìûøüþ òî÷êè D è E âíóòðè 4ABC ìû áóäåì ìåíÿòü ÷åâèàíû, òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòî-
ðîíàìè òðåóãîëüíèêà, à çíà÷èò è êîíèêó d. Ïðè÷åì ïÿòü òî÷åê, ïî êîòîðûì êîíèêà ñòðîèëàñü,
åñòåñòâåííî íà íåé è îñòàíóòñÿ. Íî ïðè ëþáûõ óêàçàííûõ äåéñòâèÿõ è øåñòàÿ òî÷êà H áó-
äåò îñòàâàòüñÿ íà êîíèêå. Ýòî äåìîíñòðèðóåòñÿ âèçóàëüíî è ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò áûòü
ïîäòâåðæäåíî âû÷èñëåíèÿìè ùåë÷êîì ïî êíîïêå �H ëåæèò íà d?�.

Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèëüíî óïðîñòèòüñÿ è
óñêîðèòüñÿ, åñëè íà íåé âûâåñòè ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ óïðàâëÿþùèõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïðîâåðêè
âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ æåëàòåëüíî îáîñíîâàòü ãèïîòåçó <1 (ñì. ðèñ. 3). Êðî-
ìå òîãî, ÷òîáû íå áûëî íåîáõîäèìîñòè ïîñòîÿííî ùåëêàòü ìûøüþ ïî êíîïêå �H ëåæèò íà
d?� äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòèâíîé èíôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íàçâàíèþ êíîïêè, ìîæíî ïî-
ñòóïèòü òàê. Ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ïîëîòíó ëþáûõ ñâîáîäíûõ òî÷åê àâòîìàòè÷åñêè ïðîâîäèòü
âû÷èñëåíèÿ è â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè âûâîäèòü, íàïðèìåð, òàêîå ñîîáùåíèå �H ëåæèò
íà d→ true� (èëè �H ëåæèò íà d→ false)�. Îðãàíèçîâàòü ýòî ìîæíî òàê. Óðàâíåíèå òåêóùåé
êîíèêè d ìîæíî âèäåòü íà ïàíåëè îáúåêòîâ â ôîðìå �d : ax2 + bxy + cy2 + dx + ey = f �, ãäå
a4, b, c, d, e è f � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êîìàíäîé Coefficients[d] ìîæíî ñîçäàòü ñïèñîê
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à) á)

Ðèñ. 2: Ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå ãèïîòåçû <1 (à � ýëëèïñ, b - ãè-
ïåðáîëà)

êîýôôèöèåíòîâ êîíèêè â âèäå {a, c, f, b, d, e}. Ïîýòîìó, åñëè ÷åðåç ñòðîêó ââîäà ñôîðìèðîâàòü
äâà ñïèñêà li = Coefficients[d] è

lis={x[H]^2, y[H]^2, 1, x[H]*y[H], x[H], y[H]}

, à èíñòðóìåíòîì � Òåêñò� ñîçäàòü ïðîâåðî÷íóþ òåêñòîâóþ íàäïèñü ñ ïîñòîÿííîé è ïåðå-
ìåííîé ÷àñòÿìè âèäà

H ëåæèò íà d→

,
òî ïåðåìåííàÿ ÷àñòü íàäïèñè, ðàñïîëîæåííàÿ â ñïåöèàëüíîì îêàéìëÿþùåì âû÷èñëèòåëü-

íîì áîêñå, âñåãäà áóäåò ñèãíàëèçèðîâàòü íàì î òîì, ëåæèò ëè òî÷êà H íà êîíèêå d (true) èëè
íåò (false). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàäïèñü íà ðèñ. 3 âûâåäåíà è ðàñïîëîæåíà íà ïðåäïîñëåäíåé
ñòðîêå.

Ðèñ. 3: Ìîäåëü ðèñ.2, äîïîëíåííàÿ ïðîâåðêàìè äàííûõ
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Âìåñòå ñ ïîäñêàçêîé � H ëåæèò íà d→ . . .� ìîæíî òàêæå âûâîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ îïåðà-
òèâíóþ ïîäñêàçêó î òåêóùåì ðàññòîÿíèè ìåæäó òî÷êîé H è êîíèêîé d. Äëÿ ýòîãî èíñòðóìåí-

òîì � Òåêñò� ñëåäóåò ñîçäàòü ïðîâåðî÷íóþ òåêñòîâóþ íàäïèñü ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé
÷àñòÿìè âèäà

Ðàññòîÿíèå îò H äî d→

,
è äëÿ ðàññòîÿíèÿ óñòàíîâèòü âûâîä ñ îêðóãëåíèåì äî 15 ðàçðÿäîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàä-

ïèñü íà ðèñ. 3 âûâåäåíà è ðàñïîëîæåíà íà ïîñëåäíåé ñòðîêå.
Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî äâå ïîñëåäíèå íàäïèñè íà ìîäåëè ðèñ. 3 õîòÿ è âûâîäÿòñÿ îïåðà-

òèâíî, íî áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ âåðõíåé êíîïêîé �H ëåæèò íà d?�. Òàê ÷òî
ïðè ýêñïåðèìåíòàõ â òåõ èëè èíûõ ñîìíèòåëüíûõ ñèòóàöèÿõ ùåë÷îê ïî ýòîé êíîïêå ñòàíîâèòñÿ
íåîáõîäèìûì.

Ïîÿñíèì, êàê ñôîðìèðîâàíû íà ìîäåëè ðèñ. 3 äðóãèå óïðàâëÿþùèå ýëåìåíòû, ñâÿçàííûå
ñ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îáîñíîâûâàåòñÿ ãèïîòåçà <1:

1. ïðîâåðî÷íàÿ íàäïèñü �E 6= D → true� (èëè �E 6= D → false�) ôîðìèðóåòñÿ èíñòðóìåí-

òîì � Òåêñò� è â ðåàëüíîì âðåìåíè âûâîäèòñÿ òåêñòîâûì îáúåêòîì ñ ïîñòîÿííîé è

ïåðåìåííîé ÷àñòÿìè âèäà �E 6= D → �;

2. êíîïêà îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ñ èìåíåì �D íà ãðàíèöå 4?� ñîçäàåòñÿ èíñòðóìåíòîì �
Êíîïêà� ïðè ñêðèïòå �Relation[D, poly1]�. Ùåë÷îê ïî êíîïêå ïðèâîäèò ê âûâîäó ïàíåëè
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîîáùåíèåì, ïîêàçàííîé ñëåâà íà ðèñ. 4;

3. êíîïêà îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ñ èìåíåì �E íà ãðàíèöå 4?� ñîçäàåòñÿ è ðàáîòàåò àíàëîãè÷íî
êíîïêå �D íà ãðàíèöå 4?�;

4. íàäïèñü �d � ýòî ýëëèïñ → true� (èëè �d � ýòî ýëëèïñ → false�) ôîðìèðóåòñÿ èíñòðó-

ìåíòîì � Òåêñò� è â ðåàëüíîì âðåìåíè âûâîäèòñÿ òåêñòîâûì îáúåêòîì âèäà �d � ýòî

ýëëèïñ → �.

à) á)

Ðèñ. 4: Ïàíåëè ñîîáùåíèé ïðè âûïîëíåíèè êîìàíä Relation[D, poly1] è Relation[E, poly1]

4. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè äëÿ ãèïîòåçû <2
Ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ ãèïîòåçû <2 îá îñíîâàíèÿõ òðåõ ÷åâèàí è

òðåõ ìåäèàí ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ äëÿ <1 (ñì. ðèñ. 5). Íåçíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ
çäåñü îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òî÷êà D êàê öåíòðîèä4ABC íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-
íîé òî÷êîé. Îòñþäà è íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ â ïðîâåðî÷íûõ è èíôîðìàöèîííûõ ñîîáùåíèÿõ.
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Ïðè ýòîì D âûâîäèòñÿ ïî êîìàíäå TriangleCenter[A,B,C, k] ïðè k = 2, ãäå k � çíà÷åíèå ïîë-
çóíêà. Ñäåëàíî ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîäåëü áûëà ïðèñïîñîáëåíà äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ íå òîëüêî,
êîãäà D � öåíòðîèä, íî è ïðè òî÷êå D, ÿâëÿþùåéñÿ ëþáûì äðóãèì òðåóãîëüíûì öåíòðîì.

Ðèñ. 5: Ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå ãèïîòåçû <2

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, ïðåäñòàâ-ëåííîé íà ðèñ. 5,
ìîæåò áûòü òàêîé:

� èíñòðóìåíòîì � Ìíîãîóãîëüíèê � âûâåäåì íà ïîëîòíî 4ABC;

� èíñòðóìåíòîì � Ïîëçóíîê � ðàçìåñòèì íà ïîëîòíå óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò ïîëçóíîê ñ
èìåíåì k, ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì 1, ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì 50, øàãîì 1 è òåêóùèì
çíà÷åíèåì k = 2;

� ÷åðåç ñòðîêó ââîäà êîìàíäîé TriangleCenter[A,B,C, k] âûâåäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìå-
äèàí 4ABC, òî åñòü öåíòðîèä D;

� èíñòðóìåíòîì � Òî÷êà íà îáúåêòå� ïîìåñòèì âíóòðü 4ABC òî÷êó E;

� èíñòðóìåíòîì � Ëó÷� ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû ïî äâà ëó÷à, ïðî-
õîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè D è E;

� èíñòðóìåíòîì � Ïåðåñå÷åíèå� îòìåòèì øåñòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåííûõ ëó÷åé
ñî ñòîðîíàìè 4ABC è ó ïÿòè èç íèõ ñïðÿ÷åì îáîçíà÷åíèÿ;

� óäàëèì ñ ÷åðòåæà �ëèøíèå� äåòàëè è èçìåíèì ñòèëü âûâîäà åãî îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ;

� èíñòðóìåíòîì � Êîíèêà ïî 5 òî÷êàì� ïðîâåäåì êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå ÷åðåç òå ïÿòü
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ ñïðÿòàíû îáîçíà÷åíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå áóäåò âûâåäåí ýëëèïñ è âèçóàëüíî êàæåòñÿ, ÷òî è øåñòàÿ òî÷êà H ëåæèò
íà ñôîðìèðîâàííîé êîíèêå. ×åðåç ïàíåëü óñòàíîâîê èçìåíèì ðàçìåð è öâåò ýëëèïñà;

� èíñòðóìåíòîì � Êíîïêà� ñîçäàäèì êíîïêó îáùåãî íàçíà÷åíèÿ �H ëåæèò íà d?�. Ñäå-
ëàòü ýòî ìîæíî òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äëÿ <1;
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� äîïîëíèòåëüíûìè êíîïêàìè îáùåãî íàçíà÷åíèÿ �D íà ãðàíèöå 4?� è �D â 4?� îð-
ãàíèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðêà íàõîæäåíèÿ òî÷êè D íà ãðàíèöå 4ABC (ñêðèïò
�Relation[D, poly1]�) è â ïðåäåëàõ 4ABC (ñêðèïò �IsInRegion[D, poly1]�). Ïðè k = 2
òàêèå ïðîâåðêè íå íóæíû, íî åñëè ñ ìîäåëüþ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ ýêñïåðèìåíòû ïðè äðó-
ãèõ çíà÷åíèÿõ k, òî îíè íå îêàæóòñÿ ëèøíèìè. Îòìåòèì, ÷òî ùåë÷îê ïî êíîïêå �D â
4?� ôîðìèðóåò è âûâîäèò íà ïàíåëü �Îáúåêòû� ïåðåìåííóþ ñî çíà÷åíèåì true � òî÷êà
âíóòðè èëè íà ãðàíèöå 4ABC, èëè false � òî÷êà âíå ïðåäåëîâ 4ABC.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïîñòðîåííîé ìîäåëüþ ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè A, B è C, à òàêæå òî÷êà
E, ïåðåìåùàþùàÿñÿ â ïðåäåëàõ 4ABC. Îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåçû <2 ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.

5. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äëÿ ãèïîòåç <3 è <4

Ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <3 � îá îñíîâàíèÿõ òðåõ âûñîò è òðåõ
ìåäèàí îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîêàçàíà íà ðèñ. 6. Â íåé îáå òî÷êè D è E ñâîáîäíûìè
íå ÿâëÿþòñÿ, à èõ ïîçèöèÿ æåñòêî ôèêñèðóåòñÿ äâóìÿ óïðàâëÿþùèìè ýëåìåíòàìè: D � ïîë-
çóíêîì k è E � ïîëçóíêîì m. Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëçóíêîâ � 1, ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
� 50 è øàãè � 1.

Äëÿ ïðîâåðêè <3 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óñòàíîâêè k = 4 è m = 2, à ïîëçóíêè âûâîäèòü
ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäàìè TriangleCenter[A,B,C, k] ïðè k = 4 è TriangleCenter[A,B,C,m]
ïðè m = 2.

Íåñêîëüêî ñëîâ î ïðîâåðî÷íûõ è èíôîðìàöèîííûõ ñîîáùåíèÿõ. Çäåñü îíè íåçíà÷èòåëüíî
îòëè÷àþòñÿ îò ñîîáùåíèé äëÿ ìîäåëè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 5:

� íàäïèñü �d � ýòî ýëëèïñ→ . . .� çàìåíÿåòñÿ íàäïèñüþ �d � ýòî îêðóæíîñòü→ . . .�, êîòîðàÿ
ôîðìèðóåòñÿ òåêñòîâûì îáúåêòîì ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé ÷àñòÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

�d � ýòî îêðóæíîñòü → �;

� íàäïèñü �4ABC � îñòðîóãîëüíûé→ . . .� ôîðìèðóåòñÿ òåêñòîâûì îáúåêòîì ñ ïîñòîÿííîé
è ïåðåìåííîé ÷àñòÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

�4ABC � îñòðîóãîëüíûé

→

Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó ãèïîòåçû <4 � îá îñíîâàíèÿõ òðåõ ñåìèäèàí è òðåõ áèññåê-
òðèñ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðàêòè÷åñêè íà òîé æå ñàìîé ìîäåëè,
êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ãèïîòåçû <3 (ñì. ðèñ. 6). Â äàííîì ñëó÷àå ïîëçóíêè
ñëåäóåò óñòàíîâèòü â çíà÷åíèÿ k = 6 è m = 1, ïåðâóþ íàäïèñü óäàëèòü, à âòîðîé � âåðíóòü åå
ïðåæíèé âèä �d � ýòî ýëëèïñ → . . .�.

Êðîìå òîãî, ìîäåëü ðèñ. 6 ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âûÿâëåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ äðóãèõ ãè-
ïîòåç, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàìè òðîåê ÷åâèàí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òå èëè èíûå òðåóãîëüíûå öåíòðû.
Ïðè ýòîì äèàïàçîíû äëÿ ïîëçóíêîâ âîçìîæíî ïðèäåòñÿ èçìåíèòü. Íàïðèìåð, ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó ïðèâåäåííûõ âûøå ãèïîòåç Ë. Øòåéíãàðö � ãèïîòåçà 4
(k = 2, m = 1) è ãèïîòåçà 5 (k = 4, m = 1).

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïîñòðîåííûìè ìîäåëÿìè ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè A, B è C.
Îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåç <3 è <4 ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.
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Ðèñ. 6: Ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåç <3 (m = 4, k = 2) è <4 (m = 6,
k = 1)

6. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè äëÿ ãèïîòåçû <5
Ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <5 � î òðåõ ÷åâèàíàõ è öåíòðàõ øåñòè

îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïîêàçàíà íà ðèñ. 7. Â íåé ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû A, B è C
4ABC, à òàêæå, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÷åâèàí � D. Ïîñòðî-
èòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <5 ìîæíî ñëåäóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåéñòâèé:

� èíñòðóìåíòîì � Ìíîãîóãîëüíèê � âûâåäåì íà ïîëîòíî 4ABC è èíñòðóìåíòîì

� Òî÷êà íà îáúåêòå� ïîìåñòèì âíóòðü òðåóãîëüíèêà òî÷êó D;

� èíñòðóìåíòîì � Ëó÷� ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå ëó÷ èç êàæäîé âåðøèíû ÷åðåç òî÷êó
D è èíñòðóìåíòîì � Ïåðåñå÷åíèå� îòìåòèì 3 òî÷êè E, F è G ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ëó÷åé ñî
ñòîðîíàìè4ABC. Òåì ñàìûì èñõîäíûé4ABC îêàæåòñÿ ðàçáèòûì íà 6 òðåóãîëüíèêîâ:
4DAE, 4DBE, 4DBF , 4DCF , 4DCG è 4DAG;

� óäàëèì ñ ÷åðòåæà �ëèøíèå� äåòàëè è èçìåíèì ñòèëü âûâîäà åãî îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ,
íàïðèìåð, èçìåíèì ðàçìåð è öâåò òî÷êè D;

� èíñòðóìåíòîì � Ïîëçóíîê � óñòàíîâèì îäíîèìåííûé óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò k ñ ìèíè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì 1, ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì 50, øàãîì 1 è òåêóùèì çíà÷åíèåì 3.
Ýòîò ïîëçóíîê äàñò íàì âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ïîñòðîåííîé ìîäåëüþ, çà-
äàâàÿ â êàæäîì èç 6 òðåóãîëüíèêîâ íå òîëüêî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé (k = 3),
íî è èíûå òðåóãîëüíûå öåíòðû (k = 1, 2, 4, 5 . . .);

� â òðåóãîëüíèêàõ DAE, DBE, DBF , DCF , DCG è DAG âûâåäåì öåíòðû îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïðè çíà÷åíèè ïîëçóíêà k = 3 âûïîëíèì ÷åðåç ñòðîêó ââîäà 6
êîìàíä TriangleCenter[X,Y, Z, k], ãäå X, Y è Z � âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëü-
íèêà. Ïîëó÷èì òî÷êè I, J , H, M , K è L. Èçìåíèì ðàçìåð è öâåò òî÷êè L, à îáîçíà÷åíèÿ
ïåðâûõ ïÿòè òî÷åê ñïðÿ÷åì;
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� èíñòðóìåíòîì � Êîíèêà ïî 5 òî÷êàì� ïðîâåäåì êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå ÷åðåç ïÿòü òî÷åê
ñî ñïðÿòàííûìè îáîçíà÷åíèÿìè (öåíòð L íå èñïîëüçóåì). Âèçóàëüíî êàæåòñÿ, ÷òî è øå-
ñòàÿ òî÷êà L ëåæèò íà ýòîé æå êîíèêå (ñì. ðèñ. 3). ×åðåç ïàíåëü óñòàíîâîê èçìåíèì
òîëùèíó ëèíèè è öâåò êîíèêè;

� òåìè æå ñïîñîáàìè, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç <1 è <2, âû-
âåäåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ïðîâåðî÷íûõ íàäïèñåé. Ñôîðìèðóåì êíîïêó îáùåãî íàçíà-
÷åíèÿ ñ èìåíåì �L ëåæèò íà d?� è ñêðèïòîì �Relation[L, d]�. Ùåë÷êè ïî êíîïêå áóäóò
ïðèâîäèòü ê âûâîäó ïàíåëè ñ ñîîáøåíèåì �L ëåæèò íà d? → true� èëè �L ëåæèò íà d?
→ false�. ×åðåç ñòðîêó ââîäà ñôîðìèðóåì äâà ñïèñêà li = Coefficients[d] è

lis={x[L]^2, y[L]^2, 1, x[L]*y[L], x[L], y[L]}

è èíñòðóìåíòîì � Òåêñò� ñîçäàäèì òåêñòîâûé îáúåêò ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé

÷àñòÿìè âèäà �L ëåæèò íà d → �. Ïî íåìó áóäåò âûâîäèòñÿ íàä-
ïèñü, àíàëîãè÷íàÿ ïðåäûäóùåé, íî ñ âû÷èñëåíèÿìè â ðåàëüíîì âðåìåíè. Èíñòðóìåíòîì

� Òåêñò� ñîçäàäèì òåêñòîâûé îáúåêò ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé ÷àñòÿìè âèäà �Îò L

äî d = . Ïî íåìó áóäåò âûâîäèòñÿ òåêóùåå ðàññòîÿíèå îò L äî d. Óñòà-
íîâèì äëÿ íåãî âûâîä ñ 15 çíàêàìè ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè. È, íàêîíåö, èíñòðóìåíòîì

� Òåêñò� ñôîðìèðóåì òåêñòîâûé îáúåêò ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé ÷àñòÿìè âèäà: �d

� ýòî ýëëèïñ→ �. Ïî íåìó áóäåò âûâîäèòüñÿ òèï òåêóùåé êîíèêè
(ýëëèïñ � true, íå ýëëèïñ � false).

Òåì ñàìûì ïîñòðîåíèå ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ çàâåðøåííûì è ìîæíî ïðèñòóïàòü ê ïðîâåäåíèþ
ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ìîäåëè (ñì. ðèñ. 7) ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû A, B è C 4ABC, à
òàêæå òî÷êà D ïåðåñå÷åíèÿ ÷åâèàí âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ïðîòàñêèâàÿ ìûøüþ ïî ïîëîòíó
ëþáóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, ìû áóäåì ìåíÿòü åãî ôîðìó. Ïðîòàñêèâàÿ ìûøüþ òî÷êó D ìû
áóäåì ìåíÿòü ÷åâèàíû, à òàêæå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíàìè 4ABC, à çíà÷èò è ñàìó
êîíèêó d. Ïðè÷åì ïÿòü òî÷åê, ïî êîòîðûì êîíèêà ñòðîèëàñü, åñòåñòâåííî íà íåé è îñòàíóòñÿ.
Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ óêàçàííûõ äåéñòâèÿõ, îñòàâëÿþùèõ D âíóòðè 4ABC, è
øåñòàÿ òî÷êà L áóäåò îñòàâàòüñÿ íà êîíèêå, ÿâëÿþùåéñÿ ýëëèïñîì. Îòìåòèì, ÷òî ùåë÷êîì
ìûøè ïî êíîïêå îáùåãî íàçíà÷åíèÿ �L ëåæèò íà d?� ðåàëèçóþòñÿ áîëåå òî÷íûå ñèñòåìíûå
âû÷èñëåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàòèâíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïî òåêñòîâûì îáúåêòàì.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïîñòðîåííîé ìîäåëüþ îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåçû <5 ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.
Ëþáîïûòíî, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êîíèêîé îêàçûâàëàñü ãèïåðáîëà, âñå øåñòü òî÷åê ðàç-
ìåùàëèñü íà åå îäíîé âåòâè.

Â ñâÿçè ñ ãèïîòåçîé <5 âîçíèêàåò âîïðîñ î íàëè÷èè åå àíàëîãîâ, äëÿ êîòîðûõ öåíòðû
îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé â 6 òðåóãîëüíèêàõ çàìåíåíåíû êàêèìè-ëèáî èíûìè òðåóãîëüíûìè
öåíòðàìè, íàïðèìåð, òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, òî÷êàìè Ëåìóàíà, òî÷êàìè Íàãåëÿ è ò. ï.
Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî ñ ïîìîùüþ òîé æå ñàìîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ìåíÿÿ â íåé
çíà÷åíèå ïîëçóíêà k îò 1 äî n (n ≤ 3053). Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå öåíòðû áóäóò ïåðåáèðàòüñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ðàñïîëîæåíèåì â ýíöèêëîïåäèè öåíòðîâ Êèìáåðëèíãà [4-6]. Îêàçàëîñü,
÷òî â äèàïàçîíå k îò 1 äî 500 ãèïîòåçà âåðíà òîëüêî äëÿ k = 3, òî åñòü äëÿ öåíòðîâ îïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïðè ýòîì ìîäåëü ïîëó÷èëàñü íàñòîëüêî óäîáíîé, ÷òî ïîñòðîåíèå âñåõ
êîíòðïðèìåðîâ äëÿ k îò 1 äî 500 (k 6=) çàíÿëî íå áîëåå 20 ìèíóò âðåìåíè.
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à)
á)

Ðèñ. 7: Ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå ãèïîòåçû <5
(à � ýëëèïñ, b � ãèïåðáîëà)

7. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äëÿ ãèïîòåç <6-<9

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <6 ñîçäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ íà ðèñ. 8. Â íåé íîìåð ïåðâîãî òðåóãîëüíîãî öåíòðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ
ðàçáèåíèå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, çà-
äàåòñÿ ïîëçóíêîì k, à íîìåð âòîðîãî òðåóãîëüíîãî öåíòðà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â êàæäîì èç
øåñòè ïîñòðîåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, çàäàåòñÿ ïîëçóíêîì m. ×òî êàñàåòñÿ íàäïèñåé íà ðèñ. 8,
òî îíè ôîðìèðóþòñÿ òåìè æå ñàìûìè ñïîñîáàìè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå íàäïèñè äëÿ ìîäåëè
ãèïîòåçû <5 è íà ýòîì ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Ðèñ. 8: Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû <6

Â ãèïîòåçàõ <7 è <8 èñïîëüçóþòñÿ òðåóãîëüíûå öåíòðû X23 è X36. Íà ðèñ. 9 ïîÿñíÿåòñÿ
èõ ñóòü ñîîòâåòñòâåííî, êàê èíâåðñèé öåíòðîèäà X2 è èíöåíòðà X1 îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Íàäïèñè íà ðèñóíêå ñôîðìèðîâàíû ñëåäóþùèìè òåêñòîâûìè îáúåêòàìè ñ ïîñòî-
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ÿííîé è ïåðåìåííîé ÷àñòüþ:

X_3X_2*X_3X_{23}=X_3B^2

→

X_3X_1�X_3X_{36}=X_3B^2

→

Ðèñ. 9: Òðåóãîëüíûå öåíòðû X23 è X36 � èíâåðñèè öåíòðîèäà X2 è èíöåíòðà X1 îòíîñèòåëüíî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåç <7-<9 ñîçäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ íà ðèñ. 10. Â ãèïîòåçàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ òî÷êà Ôåðìà X13 äëÿ 4ABC ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé. À ýòî áûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé âíóòðåííèé
óãîë4ABC íå ïðåâîñõîäèò 120o. Ïîýòîìó ïîÿñíèì ñîçäàíèå ëèøü ïîñëåäíåé íîâîé íàäïèñè íà
ðèñ. 10, êîòîðàÿ îïåðàòèâíî èíôîðìèðóåò íàñ î òîì, ÷òî �Âñå óãëû4ABC < 120o → true� èëè
�Âñå óãëû 4ABC < 120o → false�. Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ òåêñòîâîãî îáúåêòà ñ ïåðåìåííîé

è ïîñòîÿííîé ÷àñòÿìè, ñôîðìèðîâàííîãî èíñòðóìåíòîì � Òåêñò� â âèäå:

Âñå óãëû 4ABC < 120o → true

Íà ìîäåëÿõ ðèñ. 8 è 10 ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåðøèíû 4ABC. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ
ïîñòðîåííûìè ìîäåëÿìè îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåç <6-<9 ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.

Çàìå÷àíèå. Ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé ðèñ. 8 è 10 ìîæíî áûëî áû îáíàðóæèòü è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïðîâåðèòü èíûå ãèïîòåçû, ñâÿçàííûå ñ òðåóãîëüíûìè öåíòðàìè è êîíèêàìè. Ìû ýòî-
ãî äåëàòü íå áóäåì, íî ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî ñôîðìóëèðîâàòü è îáîñíîâàòü ãèïîòå-
çû: <10 = X4&X102, <11 = X4&X109, <12 = X13&X1, <13 = X13&X11, <14 = X13&X17,
<15 = X13&X119 è <16 = X13&X125, ñ÷èòàÿ, ÷òî öåíòðû X4 è X13 íàõîäÿòñÿ âíóòðè èñõîäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà.

8. Çàêëþ÷åíèå

Ñèñòåìà Geogebra, ïðåäîñòàâëÿÿ ïðîñòûå è óäîáíûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîçâîëÿåò âûñêàçûâàòü îòíîñèòåëüíî ýòèõ îáúåêòîâ
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Ðèñ. 10: Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåç <7-<9

ãèïîòåçû, òî åñòü òå èëè èíûå ïðàâäîïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî â äàëüíåéøåì
âñÿêàÿ ãèïîòåçà íóæäàåòñÿ èëè â äîêàçàòåëüñòâå, ïðåâðàùàÿñü â íàó÷íûé ôàêò, èëè â îïðî-
âåðæåíèè. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü òîëüêî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêèì áåç èñïîëüçîâàíèÿ èëè
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ ñèñòåì ñèìâîëüíûõ (àíàëèòè÷åñêèõ) âû÷èñëåíèé. Îïðîâåðæåíèå
ãèïîòåçû ìîæåò çàäàâàòüñÿ êîíòïðèìåðîì, ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ òîé æå ñàìîé äèíàìè-
÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ è ïîçâîëèëà åå ñôîðìóëèðîâàòü. Åñëè ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ ïî
ïîèñêó êîíòðïðèìåðîâ ê óñïåõó íå ïðèâîäÿò, òî ìû ïîëó÷àåì êîñâåííîå îáîñíîâàíèå (ïîäòâåð-
æäåíèå) âûäâèíóòîé ãèïîòåçû. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ãèïîòåç, ñâÿçàíííûõ
ñ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òå èëè èíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà. Âñå âûäâè-
íóòûå ãèïîòåçû áûëè ïîäâåðãíóòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå è êîíòïðèìåðîâ íàéäåíî íå
áûëî. Â íàøè ïëàíû âõîäèëî ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ôîðìèðîâàíèå ñ èõ ïî-ìîùüþ
ãèïîòåç è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èõ ïîäòâåðæäåíèå, íî íå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ãèïîòåç, õîòÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèéMaple,Mathematica è ò. ï., â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ñäåëàòü ýòî, íàâåðíîå, áûëî áû íåñëîæíî.
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