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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïðîåêòîðîâ, êîòîðûå ïðè ëþ-
áîì âûáîðå ýòèõ ïðîåêòîðîâ èìåþò çíà÷åíèåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó. Ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû [1] î áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ôîðìå ïàðû ïðîåêòîðîâ, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âûâîäà óðàâ-
íåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êîýôôèöèåíòû âñåãäà íåâûðîæäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Èç
óðàâíåíèé ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò � âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñïåöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí îò ïðîåêòî-
ðîâ P, Q ýòî èëè ëèíåéíûé áèíîì � I + αP, I + βQ, èëè ìíîãî÷ëåí âðîäå òàêîãî �
I + x1(PQP − PQ) + x2(PQPQP − PQPQ) + ... . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïåöèàëüíûå ìíîãî-
÷ëåíû íåïðèâîäèìû.

Îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûå áèíîìû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ñïåöèàëü-
íûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Åñëè â ïðîèçâåäåíèè ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðåñòàâèòü ëèíåé-
íûå áèíîìû ìàêñèìàëüíî âëåâî,òî áóäåò ïîëó÷åí âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, íàçûâàåìûé ñòàíäàðòíûì. Äîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ïðîèçâåäåíèÿ ñïå-
öèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ åäèíñòâåííà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñòðîåíèÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò
äâóõ ïðîåêòîðîâ, êîòîðûå ïðè ëþáîì âûáîðå ýòèõ ïðîåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè
ìàòðèöàìè (íèëüïîòåíòíûé ìíîãî÷ëåí). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ èíâîëþ-
òèâíûx ìíîãî÷ëåíîâ, è ìíîãî÷ëåíîâ-ïðîåêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêòîð, ìíîãî÷ëåí, âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí, ïîäîáèå,
áëî÷íî-òðåóãîëüíàÿ ôîðìà ïàðû ïðîåêòîðîâ.

Áèáëèîãðàôèÿ: 16 íàçâàíèé.

ALWAYS NONSINGULAR POLIYNOMIALS
OF TWO PROJECTORS

A. M. Vetoshkin (Korolev)

Abstract

This paper discusses the polynomials of two projectors that with any selection of these
projectors have the value of the nonsingular matrix. Results of work [1] about block-triangular
form pair of projectors apply to deduce equations, that the coe�cients of always nonsingular
polynomials satisfy to. From the equations is obtained the main result, namely always nonsigular
polynomial can be decomposed into a product of special polynomials. Special polynomial
of two projectors P, Q is a linear binomial � I + αP, I + βQ, or a polynomial like this
I + x1(PQP − PQ) + x2(PQPQP − PQPQ) + ... . It is proved that special polynomials are
irreducible.

It turns out that linear binomials can be rearranged with some other special polynomials.
If in a product of special polynomials the linear binomials are rearranged as much as possible
to the left, you will get a product of special polynomials, called standard. It is proved that the
standard form of product by special polynomials is unigue.
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The obtained results have provided a description of the structure of all polynomials of
two projectors that with any selection of these projectors are nilpotent matrices (nilpotent
polynomials). Similar results were obtained for the involute polynomials and polynomials-
projectors.

Keywords: projector, polynomial, always nonsingular polynomial, similarity, block-triangular
form pair of projectors.

Bibliography: 16 titles.

1. Ââåäåíèå

Ìàòðèöà P ïîðÿäêà m íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì, åñëè P = P 2. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êîìïëåêñíûå ïðîåêòîðû.

Äëÿ ïàðû ïðîåêòîðîâ P è Q îäíîãî ïîðÿäêà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Pj = PQPQ...︸ ︷︷ ︸
j

Qj = QPQP...︸ ︷︷ ︸
j

(1)

� çäåñü ìàòðè÷íûå ñîìíîæèòåëè P è Q ÷åðåäóþòñÿ; êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé �j. Íàïðèìåð:
P1 = P, P2 = PQ, Q3 = QPQ è òàê äàëåå..

Ìíîãî÷ëåí f(P,Q) ñòåïåíè n çàïèøåì òàê:

f(P,Q) = a0Im +
n∑
j=1

(ajPj + bjQj), aj , bj ∈ C. (2)

Äëÿ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ an, bn íå ðàâåí íóëþ. Ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà f(P,Q) îáîçíà÷èì êàê: deg f . Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.

Äàëåå, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçäåëà 3, áóäåì ïîä ìíîãî÷ëåíîì ïîíèìàòü ìíîãî÷ëåí îò äâóõ
ïåðåìåííûõ-ïðîåêòîðîâ âèäà (2).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ñ ïðîåêòîðîì P :

aP + Im, a 6= −1, (3)

îíè îáðàçóþò ãðóïïó ìàòðèö ïî óìíîæåíèþ. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê (3):

(aP + I)−1 = −a/(a+ 1)P + I.

Âûðàæåíèÿ âèäà (3), áóäåì íàçûâàòü èõ ëèíåéíûìè áèíîìàìè, îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî ïðè a 6= −1 äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà P îíè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãî÷ëåí îò ïðîåêòîðîâ íàçîâåì âñåãäà íåâûðîæäåííûì , åñëè îí
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì äëÿ ëþáûõ ïðîåêòîðîâ âõîäÿùèõ â íåãî.

Îïðåäåëèì äâà ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ áèíîìîâ:

R = {xP + I : x ∈ C, x 6= −1}, (4)

Rτ = {xQ+ I : x ∈ C, x 6= −1}. (5)

Îïðåäåëèì íåëèíåéíûå áèíîìû îò äâóõ ïðîåêòîðîâ è ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
òàêèõ áèíîìîâ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé:

sk = P2k+1 − P2k, S = {
n∑
i=1

αisi + I : αi ∈ C}, (6)
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tk = P2k+1 −Q2k, T = {
n∑
i=1

αiti + I : αi ∈ C}, (7)

sτk = Q2k+1 −Q2k, Sτ = {
n∑
i=1

αis
τ
i + I : αi ∈ C}, (8)

tτk = Q2k+1 − P2k, T τ = {
n∑
i=1

αit
τ
i + I : αi ∈ C}. (9)

Áóäåì ãîâîðèòü î ìíîãî÷ëåíàõ âèäà R, âèäà S, âèäà T , âèäà Rτ , âèäà Sτ è âèäà T τ .
Âñå ìíîãî÷ëåíû (4)-(9) ÿâëÿþòñÿ âñåãäà íåâûðîæäåííûìè. Áóäåì íàçûâàòü ýòè ìíîãî÷ëå-

íû � ñïåöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Áóäåì ãîâîðèòü î ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíàõ, îòëè÷íûõ îò ëèíåéíûõ áèíîìîâ, êàê î íåëè-

íåéíûõ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíàõ èëè êàê î íåëèíåéíûõ ñïåöèàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ.
Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïðîåêòîðîâ.
Â ðàçäåëå 3 âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êîýôôèöèåíòû âñåãäà íåâû-

ðîæäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä,
ê êîòîðîìó ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ïàðà ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòîðîâ, � áëî÷íî-
òðåóãîëüíûé âèä êàæäîãî ïðîåêòîðà (ñì. [1], ñ óòî÷íåíèÿìè â [2]). Òåîðåìà îá ýòîì áëî÷íî-
òðåóãîëüíîì âèäå ïàðû ïðîåêòîðîâ, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòàõ [1] è [2], ñôîðìóëèðîâàíà â íà÷àëå
ðàçäåëà 3. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû è äàëî âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âñå
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû â ðàçäåëàõ 4 è 5.

Â ðàçäåëå 4 ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû � òåîðåìà 1.
Òåîðåìà 1. Ëþáîé âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f îò äâóõ ïðîåêòîðîâ âèäà (2)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà êîýôôèöèåíò a0.
Âîîáùå ãîâîðÿ, óêàçàííîå â òåîðåìå 1 ïðåäñòàâëåíèå íå åäèíñòâåííî. Íî íåêîòîðàÿ ôîðìà

ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñòàíäàðòíîé, áóäåò åäèíñòâåííîé. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ â
òåîðåìå 4.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïðîåêòî-
ðîâ íåïðèâîäèìûì , åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ïîíÿòèå "íåïðèâîäèìîñòü"ïðèìåíèìî òîëüêî ê ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè áîëüøå 1.
Â òåîðåìå 3 â ðàçäåëå 4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïðèâîäèìû ñïåöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû (6)-(9).
Â ðàçäåëå 5 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ðåøåí âîïðîñ î òîì, êàêèå ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïðî-

åêòîðîâ ïðè ëþáîì âûáîðå ýòèõ ïðîåêòîðîâ áóäóò íèëüïîòåíòíûìè ìàòðèöàìè � òåîðåìà
6. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ðåøåí äëÿ èíâîëþòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ìíîãî÷ëåíîâ-ïðîåêòîðîâ �
òåîðåìà 5.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 5 è 6 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [3]:
åñëè ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïðîåêòîðîâ âèäà (2) äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîåêòîðîâ ðàâåí íóëþ, òî
âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íóëåâûå. (Ê ñîæàëåíèþ, â ðàáîòå [3] íå îãîâàðèâàåòñÿ,
÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïîðÿäêà ïðîåêòîðîâ m áîëüøå îäíîãî). Ýòîò ðåçóëüòàò â [3]
ïîëó÷åí ïðèìåíåíèåì êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ïàðû îðòîïðîåêòîðîâ (ñì. [4]). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà
êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðû îðòîïðîåêòîðîâ ïîëó÷åíà èç óæå óïîìÿíóòîãî áëî÷íî-òðåóãîëüíîãî
âèäà ïàðû ïðîåêòîðîâ èç ðàáîò [1] è [2]. Ê ýòîé òåìàòèêå îòíîñÿòñÿ òàêæå ðàáîòû [5]-[9]. Îáçîð
ðåçóëüòàòîâ îá àëãåáðàõ ïîðîæäàåìûõ äâóìÿ ïðîåêòîðàìè äàí â [10], ñìîòðè òàêæå [11]-[15].

Òàê êàê, ìíîãî÷ëåí (2) ñ a0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ âñåãäà íåâûðîæäåííûì, òî îáû÷íî áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû (2), ó êîòîðûõ a0 = 1.
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2. Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïðîåêòîðîâ

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïðîåêòîðîâ:

f(P,Q)τ = f(Q,P ),
f(P,Q)ρ = f(I − P, I −Q).

(10)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ τ è ρ ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïðîåê-
òîðîâ.

Ââåäåííûå èíâîëþöèè íå èçìåíÿþò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ τ ýòî î÷åâèäíî. Äëÿ ρ:
anP

ρ
n = an(I − P )(I − Q)... = (−1)nanPn + Hn−1(P,Q), ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Hn−1(P,Q)

íå áîëüøå n− 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî (sk)

τ = sτk è (sτk)τ = sk. Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîë τ â ñîñòàâíûõ ñèìâîëàõ
Sτ , Rτ , sτk, t

τ
k... ìîæíî âîñïðèíèìàòü íå êàê âåðõíèé èíäåêñ, à êàê ñèìâîë çàäàþùèé âûïîë-

íåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ìíîãî÷ëåíîì èëè íàä âñåìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ.
(Íàïðèìåð, (S)τ = Sτ ). Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ìíîæåñòâ R, T :

R
l τ
Rτ

S
l τ
Sτ

ρ←→

ρ←→

T
l τ
T τ

(11)

Îòìåòèì, ÷òî Rρ = R ñ "òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ":

(xP + I)ρ = (−xP + (x+ 1)I) = (x+ 1)(−x/(x+ 1)P + I).

Äåéñòâèå èíâîëþöèè ρ íà ñõåìå (11) îáîñíîâûâàåòñÿ íèæå â óòâåðæäåíèè 2.
Ñõåìà (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé íåëèíåéíûé ñïåöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìû ìîæåì ïðèâå-

ñòè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé τ è ρ ê ëþáîìó âèäó, íàïðèìåð, S. Ýòî ïîçâîëèò óìåíüøèòü
êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ.

Çàìå÷àíèå 1. Êðîìå ïðåîáðàçîâàíèé (10) ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü è òàêèå

f(P,Q)# = f(I − P,Q), f(P,Q)& = f(P, I −Q).

Íî èõ ïðèìåíåíèå íå âûâîäèò èç ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ:

s#
1 = t1, s#

2 = t1 − t2, s#
3 = t3 − 2t2 + t1, (sτ2)# = sτ2 − sτ1 , ...

Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïðîåêòîðîâ

f(P,Q) = anPn + an−1Pn−1 + bn−1Qn−1 + ...+ a0I, an 6= 0, bn = 0, (12)

íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî áèíîìà âèäà (3) è
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n− 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(P,Q) îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ñëå-
äóþùèõ òèïîâ:

A) an + an−1 = 0, bn−1 = 0, B) an + bn−1 = 0, an−1 = 0,
C) an−1 = bn−1 = 0, D) an−1 = bn−1 = −an.

(13)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ïðåäâàðÿåò
Ëåììà 1. Ìíîãî÷ëåí f(P,Q) âèäà (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(P,Q) = (zP + I)Hn−1(P,Q), z 6= −1, (14)
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ãäå Hn−1(P,Q) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(an + bn−1 6= 0) ∧ (bn−1 6= 0). (15)

(∧ ,∨ � ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè "è "èëè"ñîîòâåòñòâåííî).
Çàìå÷àíèå 2.Ìíîãî÷ëåí (12) íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (14) ñ ëåâûì ìíîæèòåëåì

zQ+ I âìåñòî zP + I.
Ïðè ïîäñòàíîâêå â (14) Hn−1(P,Q) â âèäå Hn−1(P,Q) =

∑n−1
i=1 αiPi +

∑n−1
i=1 βiQi + a0I

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ z è αi, βi:

zβn−1 = an; βi = bi, i = 1, ...n− 1;
ai = zβi−1 + (z + 1)αi, i = 2, ...n− 1; a1 = za0 + (z + 1)α1.

Òàê êàê zbn−1 = an è an 6= 0, òî bn−1 6= 0. Òàê êàê, z = an/bn−1, òî z 6= −1 ïðè an+bn−1 6= 0.
Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íî ëåììå 1, ìíîãî÷ëåí f(P,Q), ó êîòîðîãî an = 0, bn 6= 0, èìååò
ïðåäñòàâëåíèå f = (zQ+I)Hn−1(P,Q), ãäå Hn−1 ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n−1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(bn + an−1 6= 0) ∧ (an−1 6= 0). (16)

Ïåðåéäåì ê óòâåðæäåíèþ 1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(P,Q) âèäà (12), êîòîðûé ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåâûðîæäåííûì ïðàâûì ëèíåéíûì ìíîæèòåëåì �
f(P,Q) = Hn−1(P,Q)l(P,Q). Ãäå l(P,Q) = zP +I èëè zQ+I. Òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó f(P,Q):
fT = lTHT . Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ëåììó 1, ó÷èòûâàÿ, ÷òî P T , QT ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêòîðàìè. Âûðàæåíèå òèïà P Tn−1 íà÷èíàåòñÿ ñ P T èëè QT â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n.
Ïðè íå÷åòíîì n êîýôôèöèåíòû an−1 è bn−1 ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïîýòîìó óñëîâèå (15) ïðèìåò
äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âèä

(an + an−1 6= 0) ∧ (an−1 6= 0). (17)

Ïðè ÷åòíîì n, ìû äîëæíû â (16) êîýôôèöèåíò bn çàìåíèòü íà an, ÷òî ñíîâà äàåò (17).
Ñîâìåùàÿ (15) è (17), ïîëó÷èì óñëîâèå:

[(an + bn−1 6= 0) ∧ (bn−1 6= 0)] ∨ [(an + an−1 6= 0) ∧ (an−1 6= 0)], (18)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(P,Q) èìååò îäíî èç ñëåäóþùèõ
ïðåäñòàâëåíèé f = l1H1, f = H2l2 èëè f = l1H3l2, ãäå l1, l2 � íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå
áèíîìû; ìíîãî÷ëåíû H1, H2 èìåþò ñòåïåíü n−1, ìíîãî÷ëåí H3 èìååò ñòåïåíü n−2. Îòðèöà-
íèå (18) è äàåò òèïû A-D, êîòîðûå åäèíñòâåííî âîçìîæíû, åñëè ìíîãî÷ëåí f(P,Q) íå èìååò
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå l1H1, H2l2 èëè l1H3l2 . Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(Pk − Pk−1)ρ = (−1)k(Pk −Qk−1), k > 2.

Áàçà èíäóêöèè äëÿ k = 2, 3:

(PQ− P )ρ = (I − P )(I −Q)− (I − P ) = PQ−Q,

sρ1 = (I − P )(I −Q)(I − P )− (I − P )(I −Q) = −PQP +QP = −t1.

Äàëåå ïî èíäóêöèè:

(Pk+2 − Pk+1)ρ = [PQ(Pk − Pk−1)]ρ =
= (−1)k(I − P −Q+ PQ)(Pk −Qk−1) = (−1)k+2(Pk+2 −Qk+1).

Â ÷àñòíîñòè
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sρk = −tk, tρk = −sk.

Óòâåðæäåíèå 3.
à) Åñëè ìíîãî÷ëåí f(P,Q) îòíîñèòñÿ ê òèïó A (ñì. óòâåðæäåíèå 1), òî ìíîãî÷ëåí f(P,Q)ρ

îòíîñèòñÿ ê òèïó B. Âåðíî è îáðàòíîå. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(P,Q) îòíîñèòñÿ ê òèïó B, òî
ìíîãî÷ëåí f(P,Q)ρ îòíîñèòñÿ ê òèïó A.
á) Åñëè ìíîãî÷ëåí f(P,Q) îòíîñèòñÿ ê òèïó C (ñì. óòâåðæäåíèå 1), òî ìíîãî÷ëåí f(P,Q)ρ

îòíîñèòñÿ ê òèïó D. Âåðíî è îáðàòíîå. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(P,Q) îòíîñèòñÿ ê òèïó D, òî
ìíîãî÷ëåí f(P,Q)ρ îòíîñèòñÿ ê òèïó C.

à) Åñëè ìíîãî÷ëåí îòíîñèòñÿ ê òèïó A, òî åãî ñòàðøèå ìîíîìû ñòåïåíåé n è n− 1 â ñóììå
ðàâíû anPn + an−1Pn−1 = an(Pn − Pn−1). Ïîýòîìó à) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.
á) Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå ρ ê ìíîãî÷ëåíó òèïà C

(anPn +H1(P,Q))ρ = an(I − P )(I −Q)...+H1(P,Q)ρ =
= (−1)nan[Pn − Pn−1 −Qn−1] +H2(P,Q).

Ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòñÿ ê òèïó D. Ìíîãî÷ëåíû H1, H2 èìååò ñòåïåíü íå áîëüøå
n− 2.

Óòâåðæäåíèå 4.
a) sksl = 0, tktl = 0, sτks

τ
l = 0, tτkt

τ
l = 0, k, l = 1, 2, ... (19)

b) Ìíîæåñòâà R, S, T, Rτ , Sτ , T τ ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè ãðóïïàìè âñåãäà íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö.

a) Òîæäåñòâà (19) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Çäåñü ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ òàêèå ôàêòû:

skP = 0, Psk = sk. (20)

Íàïðèìåð
sksl = sk(Psl) = (skP )sl = 0. (21)

b) Î òîì, ÷òî R, Rτ ãðóïïû, ãîâîðèëîñü ðàíüøå. Äëÿ ìíîæåñòâà S, â ñèëó (21) âûïîëíÿ-
åòñÿ:

(αsk + I)(βsl + I) = (βsl + I)(αsk + I) = αsk + βsl + I,∑n
i=1 αisi + I =

∏n
i=1 (αisi + I).

(22)

È êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà:

(
∑n

i=1
αisi + I)−1 = −

∑n

i=1
αisi + I. (23)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìíîæåñòâ T, Sτ , T τ . Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.
Ñïåöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ðàçíûõ âèäîâ íåêîììóòàòèâíû. Íî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ "ïî-

÷òè êîììóòàòèâíîñòü":
Óòâåðæäåíèå 5.

(xP + I)(αsk + I) = (α(x+ 1)sk + I)(xP + I),
(xP + I)(α(x+ 1)tk + I) = (αtk + I)(xP + I).

(24)

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé â (24).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà R, S, T îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ðîäó, à ìíîæåñòâà Rτ , Sτ , T τ

ê äðóãîìó ðîäó.
Òàêèì îáðàçîì, èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò: â ïðîèçâåäåíèè íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, îòíî-

ñÿùèõñÿ ê îäíîìó ðîäó, ëèíåéíûå áèíîìû, åñëè òàêèå åñòü ñðåäè äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìîãóò
áûòü "ïåðåäâèíóòû"â ëþáîå ìåñòî âíóòðè ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
Ðàçîáüåì ýòî ïðîèçâåäåíèå íà îòðåçêè ñòîÿùèõ ðÿäîì ìíîãî÷ëåíîâ îäíîãî ðîäà òàê, ÷òî

ñëåâà è ñïðàâà îò ñîìíîæèòåëåé òàêîãî îòðåçêà íàõîäÿòñÿ ñîìíîæèòåëè äðóãîãî ðîäà èëè
îòðåçîê íàõîäèòñÿ ñ êðàþ âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðåäâèíåì ëèíåéíûå áèíîìû âíóòðè êàæäîãî
îòðåçêà â îäíî ìåñòî, íàïðèìåð, âëåâî. Åñëè ïîñëå ýòîãî èìåþòñÿ ðÿäîì ñòîÿùèå ìíîãî÷ëåíû
îäíîãî âèäà, òî çàìåíÿåì èõ îäíèì ýëåìåíòîì ýòîãî âèäà � èõ ïðîèçâåäåíèåì.

Äàëåå ñíîâà ïîâòîðÿåì òàêèå æå äåéñòâèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé íå ïåðå-
ñòàíåò ñîêðàùàòüñÿ.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòàíäàðòíûì: åñëè â íåì à) íåò
äâóõ ñîñåäíèõ ñîìíîæèòåëåé îäíîãî âèäà, á) â ýòîì ïðîèçâåäåíèè íèêàêîé ëèíåéíûé áèíîì
íå èìååò ëåâîãî ñîñåäíåãî ñîìíîæèòåëÿ îäíîãî ñ íèì ðîäà.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ fi

f =
∏N

i=1
fi. (25)

Òîãäà

deg f =
N∑
i=1

deg fi −
N−1∑
i=1

vi, (26)

ãäå vi = 1, åñëè ìíîãî÷ëåíû fi è fi+1 îäíîãî ðîäà,

vi = 0 åñëè ìíîãî÷ëåíû fi è fi+1 ðàçíîãî ðîäà.
Ðàâåíñòâî (26) ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çàïèñàòü òàê:

deg f = deg
k∏
i=1

fi + deg
N∏

i=k+1

fi − vk. (27)

Îáîñíóåì, ÷òî ôîðìóëà (26) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåäóþùèõñÿ áèíîìîâ s è t
îäíîãî ðîäà:

sktlsmtw... (28)

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà sktl

sktl = −P2a+1 + P2a−1, a = k + l. (29)

Çàòåì
sktlsm = −(P2b+1 − P2b) + (P2b−1 − P2b−2) = −sb + sb−1,
b = a+m = k + l +m.

(30)

Äëÿ ýòèõ äâóõ ïðîèçâåäåíèé ôîðìóëà (26) ñîáëþäàåòñÿ. Åñëè ìû óìíîæèì (30) ñïðàâà íà
tw, òî ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ áóäåò ïîëó÷åí, êàê ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (29) ñíà÷àëà ê ïðîèç-
âåäåíèþ −sbtw, à çàòåì ê sb−1tw. Ê ðåçóëüòàòó ïðèìåíÿåì (30) è òàê äàëåå, ïîêà åñòü íîâûå
ïðàâûå ñîìíîæèòåëè â (28). Âûðàæåíèå (28) â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé
èìååò âèä:

sktlsmtw...tz = αiP2i+1 + αi−1P2i−1 + . . . , ( i = k + l +m+ . . .+ z),
sktlsmtw...sy = αjsj + αj−1sj−1 + . . . , (j = k + l +m+ . . .+ y).

(31)

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ sktl, sktlsm, sktlsmtw... óäîâëåòâîðÿþò (26). Îòìåòèì ôàêò,
÷òî ñòåïåíü òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ âñåãäà áóäåò íå÷åòíîé. Î÷åâèäíî

deg(sk1tk2sk3tk4 ...) =
∑N

i=1
(2ki + 1)−

∑N−1

i=1
1 = 2

∑N

i=1
ki + 1.
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Çàìå÷àíèå 4. Èç (31) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (28) ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé
îòíîñèòñÿ ïî êëàññèôèêàöèè èç óòâåðæäåíèÿ 1 ê òèïó C, à ñ íå÷åòíûì ê òèïó A.

Ðàçîáüåì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå (25) íà îòðåçêè ñîìíîæèòåëåé îäíîãî ðîäà. Ïðèìåíÿÿ, ïî
íåîáõîäèìîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ τ è ρ ïðèâåäåì òàêîé îòðåçîê ê âèäó:

(xP + I)(
k∑
i=1

αisi + I)(
l∑

i=1

βiti + I)(
m∑
i=1

α′isi + I)...

Óìíîæåíèå ëèíåéíîãî áèíîìà íà ìíîãî÷ëåí èç S íå ìåíÿåò ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà:

(xP + I)(

k∑
i=1

αisi + I) = (x+ 1)

k∑
i=1

αisi + xP + I.

Òåïåðü ýòîò îòðåçîê ñîìíîæèòåëåé îäíîãî ðîäà âûãëÿäèò òàê:

(
k∑
i=1

α′′i si + xP + I)(
l∑

i=1

βiti + I)(
m∑
i=1

α′isi + I)... (32)

Ðàñêðûâàåì ñêîáêè â (32), ïîëó÷àåì ñóììó ñëàãàåìûõ âèäà (28) ïëþñ ñëàãàåìûå, íà÷èíàþ-
ùèåñÿ ñ ìíîæèòåëÿ xP . Î÷åâèäíî, ñòåïåíü îòðåçêà ñîìíîæèòåëåé (32) � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü
ñðåäè âñåõ ýòèõ ñëàãàåìûõ, áóäåò ó ñëåäóþùåãî ñëàãàåìîãî:

α′′kskβltlα
′
msm... = (α′′kβlα

′
m) · sktlsm... (33)

Âûøå äîêàçàíî, ÷òî òàêîå ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò (26).
Ñòåïåíü âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ (25) îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîèçâåäåíèÿ ñòàðøèõ ìîíîìîâ

îòðåçêîâ ïðîèçâåäåíèÿ, îáðàçîâàííûõ ïîäðÿä ñòîÿùèìè ìíîãî÷ëåíàìè îäíîãî ðîäà:

PaQbPc . . . = Pa+b+c...,

ãäå a, b, c, ... � íå÷åòíûå ÷èñëà. Óòâåðæäåíèå 6 äîêàçàíî.

3. Óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âñåãäà íåâûðîæäåííûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò î áëî÷íî-òðåóãîëüíîì âèäå ïàðû ïðîèçâîëüíûõ ïðîåêòîðîâ â
òàêîì âèäå (ñì. [1], ñ óòî÷íåíèÿìè â [2]):

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P, Q � êîìïëåêñíûå ïðîåêòîðû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäîáèå, ïðèâî-
äÿùåå îáå ìàòðèöû P, Q ê îäèíàêîâîé áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ôîðìå ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè
ïîðÿäêîâ 1 è 2.

Ó ïîëó÷åííûõ áëî÷íî-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö êàæäàÿ ïàðà äèàãîíàëüíûõ ñêàëÿðíûõ áëîêîâ
èìååò ëèøü îäíó èç ÷åòûðåõ ôîðì

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). (34)

Êàæäàÿ ïàðà äèàãîíàëüíûõ 2×2-áëîêîâ ñîñòàâëåíà èç òàêèõ ìàòðèö:[
1 0
0 0

]
,

[
zk 1− zk
zk 1− zk

]
, zk 6= 0, 1. (35)
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Îáîçíà÷èì äâóìåðíûå ïðîåêòîðû â (35) êàê p è q, êðîìå òîãî áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ k ó
ïàðàìåòðà zk:

p =

[
1 0
0 0

]
, q =

[
z 1− z
z 1− z

]
, z 6= 0, 1. (36)

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âñåãäà
íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà f(P,Q) âèäà (2).

Ïóñòü ìàòðèöû P è Q ïðèâåäåíû ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ôîðìå ñ áëîêàìè (34), (35) íà
äèàãîíàëè. Òîãäà ìàòðèöà f(P,Q), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2), áóäåò èìåòü òó æå ñàìóþ
áëî÷íî-òðåóãîëüíóþ ôîðìó. Äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè ýòîé ìàòðèöû áóäóò òàêèå áëîêè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå (34) è (35):

f(0, 0) = 1, f(0, 1) = 1 + b1, f(1, 0) = 1 + a1, f(1, 1) = 1 +
n∑
j=1

(aj + bj),

f(p, q) = I2 +
n∑
j=1

(ajpj + bjqj).
(37)

Òàê êàê ìàòðèöà f(P,Q) íåâûðîæäåííàÿ, òî èç (37) ïîëó÷àåì

a1, b1 6= −1, 1 +
n∑
j=1

(aj + bj) 6= 0. (38)

Â (37) ìàòðèöû pj è qj îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ìàòðèöàì Pj è Qj â (1): p2 = pq, q3 = qpq
è òàê äàëåå.

Âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö pj è qj äàþò:

p2j+1 = zjp, q2j+1 = zjq, j > 0,

p2j = zj−1

[
z 1− z
0 0

]
, q2j = zj−1

[
z 0
z 0

]
, j > 1.

(39)

Ïîäñòàâèâ (39) â âûðàæåíèå äëÿ f(p, q) â (37) ïîëó÷èì:

f(p, q) = I2 +

n∑
j=1

(ajpj + bjqj) =

[
f11 f12

f21 f22

]
, (40)

ãäå
f11 = 1 + a1 + z(a2 + a3) + z2(a4 + a5) + ...+

+z(b1 + b2) + z2(b3 + b4) + ...,
(41)

f12 = (1− z)(a2 + za4 + z2a6 + ...)+
+(1− z)(b1 + zb3 + z2b5 + ...),

(42)

f21 = z(b1 + b2) + z2(b3 + b4) + ..., (43)

f22 = 1 + (1− z)(b1 + zb3 + z2b5 + ...). (44)

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò êîýôôèöèåíòîâ (2):

α1(z) = a1 + za3 + z2a5 + ..., α2(z) = a2 + za4 + z2a6 + ...,
β1(z) = b1 + zb3 + z2b5 + ..., β2(z) = b2 + zb4 + z2b6 + ... .

Â ýòèõ ðÿäàõ
ak, bk = 0, k > n. (45)
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Ýëåìåíòû ìàòðèöû f(p, q) (41)-(44) ïðèìóò âèä:

f11 = 1 + α1 + z(α2 + β1 + β2), f12 = (1− z)(α2 + β1),
f21 = z(β1 + β2), f22 = 1 + (1− z)β1.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû f(p, q), êîòîðûé áóäåò ìíîãî÷ëåíîì îò z:

∆(z) = f11f22 − f12f21 = ∆0 + ∆1z + ∆2z
2 + ∆3z

3 + ... =
= 1 + α1 + β1 + (1− z)α1β1 + z(α2 + β2 + (z − 1)α2β2).

(46)

Îòìåòèì, ÷òî ∆0 = ∆(0) = (1 + a1)(1 + b1) 6= 0. Äëÿ ëþáîãî z ìíîãî÷ëåí∆(z) äîëæåí áûòü
íå ðàâåí íóëþ. Íî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè áîëüøå íóëåâîé åñòü
êîðåíü. Ïîýòîìó, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí (2) áûë âñåãäà íåâûðîæäåííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîýôôèöèåíòû ∆1,∆2,∆3, ... áûëè íóëåâûìè.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ∆1,∆2,∆3, ... ÷åðåç ai, bj . Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìíî-
ãî÷ëåíû ϕ(z) è ψ(z).

ϕ(z) = α1(z)β1(z) = ϕ0 + ϕ1z + ϕ2z
2 + ϕ3z

3 + ...,

ϕ0 = a1b1, ϕ1 = a1b3 + a3b1, ..., ϕk =
k∑
i=0

a2i+1b2k−2i+1.
(47)

ψ(z) = α2(z)β2(z) = ψ0 + ψ1z + ψ2z
2 + ψ3z

3 + ...,

ψ0 = a2b2, ψ1 = a2b4 + a4b2, ..., ψk =
k∑
i=0

a2i+2b2k−2i+2.
(48)

(1− z)ϕ(z) = ϕ0 + z(ϕ1 − ϕ0) + z2(ϕ2 − ϕ1) + z3(ϕ3 − ϕ2) + ...,
z(z − 1)ψ(z) = −zψ0 + z2(ψ0 − ψ1) + z3(ψ1 − ψ2) + z4(ψ2 − ψ3) + ...

(49)

Îáîçíà÷èì
σk = a2k + b2k + a2k+1 + b2k+1. (50)

Èç (46), ó÷èòûâàÿ (47)-(50), ïîëó÷àåì

∆1 = σ1 + ϕ1 − ϕ0 − ψ0 = 0,
∆2 = σ2 + ϕ2 − ϕ1 + ψ0 − ψ1 = 0, ...
∆k = σk + ϕk − ϕk−1 + ψk−2 − ψk−1 = 0, ... .

(51)

Òàê êàê

ϕk − ψk−1 =

k∑
i=0

a2i+1b2k−2i+1 −
k−1∑
i=0

a2i+2b2k−2i =

2k+1∑
i=1

(−1)i+1aib2k+2−i,

îáîçíà÷èì

λk =
2k+1∑
i=1

(−1)i+1aib2k+2−i, λ0 = ϕ0 = a1b1. (52)

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âñåãäà íåâûðîæäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
îò äâóõ ïðîåêòîðîâ:

σ1 + λ1 − λ0 = 0,
σ2 + λ2 − λ1 = 0, ...
σk + λk − λk−1 = 0, ...,

(53)

ãäå âåëè÷èíû σk è λk îïðåäåëÿþòñÿ â (50) è (52). Ñ ó÷åòîì (45) èç (50) è (52) ñëåäóåò:

λn = 0, λn−1 = (−1)n+1anbn,
σk = 0, k > n/2.

(54)
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Ïðèìåíèì (54) ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó â (53) (ïðè k = n), ïîëó÷àåì âàæíîå ñëåäñòâèå: Ó
âñåãäà íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïðîåêòîðîâ îáà ñòàðøèõ ìîíîìà íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî íåíóëåâûìè:

−λn−1 = (−1)n+2anbn = 0. (55)

Äàëåå, êàê ïðàâèëî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

an 6= 0, bn = 0.

(Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä (12), ê íåìó ïðèìåíèìû
óòâåðæäåíèå 1 è ëåììà 1).

Ïîëîæèì
l = bn/2c .

Çàìåíèì êàæäîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (53) íà åãî ñóììó ñî âñåìè ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè.
Ó÷èòûâàÿ (54) ïîëó÷èì

l∑
i=k

σi = λk−1, 1 6 k 6 l,

λk−1 = 0, l + 1 6 k 6 n.

(56)

Âûïèøåì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (56) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé k:

k = 1 :
∑n

i=2 ai +
∑n

i=2 bi = a1b1;
k = 2 :

∑n
i=4 ai +

∑n
i=4 bi = a1b3 − a2b2 + a3b1.

(57)

k = l :{
n = 2l : an + bn =

∑n−1
i=1 (−1)i+1aibn−i,

n = 2l + 1 : an−1 + bn−1 + an + bn =
∑n−2

i=1 (−1)i+1aibn−i−1.

(58)

k = l + 1 :{
n = 2l : −a2bn + a3bn−1 + ...− anb2 = 0,
n = 2l + 1 : a1bn − a2bn−1 + a3bn−2 + ...− an−1b2 + anb1 = 0.

(59)

k = n− 2 : an−4bn − an−3bn−1 + an−2bn−2 − an−1bn−3 + anbn−4 = 0,
k = n− 1 : an−2bn − an−1bn−1 + anbn−2 = 0,
k = n : anbn = 0.

(60)

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Â äàííîì ðàçäåëå èç ôîðìóë (57)-(60) ñíà÷àëà áóäóò ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïðîñòûå ñëåä-
ñòâèÿ, à çàòåì â óòâåðæäåíèÿõ 7 è 8 ïîêàçàíî, ÷òî ó âñåãäà íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà èëè
åñòü ìíîæèòåëü � ñïåöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí, èëè îí ñàì ñïåöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Ýòî ïîçâîëèò
äîêàçàòü òåîðåìû 1, 3 è 4.

Äëÿ n = 2 ñèñòåìà óðàâíåíèé (56) äàåò

a2 + b2 = a1b1, a2b2 = 0.

Ïîëàãàÿ, ÷òî b2 = 0 ïîëó÷àåì â (2)

a2PQ+ a1P + b1Q+ I = (a1P + I)(b1Q+ I).

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ñîìíîæèòåëåé � îí ïðèâîäèì.
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Ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè αs1 +I íåïðèâîäèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé, ñòåïåíè êîòîðûõ åñòü 2 è 1 èëè 2 è 2. Èç ïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè ñëåäóåò, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà αs1 + I äîëæåí áûòü ëèíåéíûé ìíî-
æèòåëü. Íî ïî óòâåðæäåíèþ 1 ìíîãî÷ëåí αs1 + I íå ìîæåò èìåòü íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ
ìíîæèòåëåé.

Âîçüìåì âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f îò äâóõ ïðîåêòîðîâ, åãî êîýôôèöèåíòû óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (56). Ñ÷èòàåì, ÷òî èç åãî ñòàðøèõ ìîíîìîâ íåíóëåâûì ÿâëÿåòñÿ ìîíîì
anPn. (Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî ìîíîìà bnQn ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå τ ê f). Åñëè ó f íåò ëè-
íåéíûõ ìíîæèòåëåé, òî ïî óòâåðæäåíèþ 1 ìíîãî÷ëåí f îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç òèïîâ A, B, C,
D. Òèïû A, B ïî óòâåðæäåíèþ 3 ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó, (êàê è C, D). Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òèïû A è C.

Ïðè n > 2 óðàâíåíèå (60) äëÿ k = n− 1 äàåò anbn−2 = an−1bn−1.
Äëÿ òèïîâ A è C âûïîëíÿåòñÿ bn−1 = 0. Ïîñêîëüêó an 6= 0, ïîëó÷àåì

A, C : bn−2 = 0. (61)

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f äëÿ deg f > 3 îòíîñèòñÿ ê
òèïó A, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ:

an + an−1 = 0, bn = 0, bn−1 = 0.

Òîãäà èëè f = gh, (deg g, deg h < deg f), ãäå g ∈ S, èëè f ∈ S.
Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ (13) è (61) íàø ìíîãî÷ëåí èìååò âèä:

f = an(Pn − Pn−1) +

n−2∑
i=1

aiPi +

n−3∑
i=1

biQi + I.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî skP = 0, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

h = (I + xs1)f = an(Pn − Pn−1) +
∑n−2

i=1 aiPi +
∑n−3

i=1 biQi + I+

+x
∑n−3

i=1 biPi+3 − x
∑n−3

i=1 biPi+1 + xs1.
(62)

Åñëè bn−3 6= 0, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà h â (62) áóäåò ìåíüøå n ïðè âûáîðå x òàê, ÷òî
an + xbn−3 = 0. Ïîëó÷àåì f = (I − xs1)h, deg h < n.

Èç (60) äëÿ k = n − 2 ïîëó÷àåì −an−1bn−3 + anbn−4 = 0 èëè bn−3 + bn−4 = 0. Åñëè
òåïåðü bn−3 = bn−4 = 0, bn−5 6= 0, òî âûïèñûâàåì (62), íî âìåñòî s1 áåðåì s2. Àíàëîãè÷íî
ïîëàãàåì an + xbn−5 = 0 è ïîëó÷àåì f = (I − xs2)h, deg h < n. È òàê äàëåå. Êîãäà ìû
âûïèñûâàåì óðàâíåíèå (56) λk−1 = 0 äëÿ k = n − 3, ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ñëàãàåìûå
−an−1bn−5 + anbn−6 = 0 (âñå îñòàëüíûå íóëåâûå), è ïîýòîìó bn−5 + bn−6 = 0.

Èñ÷åðïàíèå ñïèñêà êîýôôèöèåíòîâ bi ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
n.

Íà÷íåì ñ ÷åòíîãî ñëó÷àÿ n = 2l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïàðû êîýôôèöèåíòîâ bi íóëå-
âûå: (bn−3, bn−4), (bn−5, bn−6), ...(b3, b2). Òîãäà (58) áóäåò âûãëÿäåòü òàê: an = an−1b1 èëè
an(1+b1) = 0. ×åãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îáà ñîìíîæèòåëÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íåíóëåâûå
(ïî (38) b1 6= −1). Òàê ÷òî ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ ïàð êîýôôèöèåíòîâ bi íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ.

Ñëó÷àé n = 2l + 1. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü âñå ïàðû êîýôôèöèåíòîâ bi íóëåâûå:

(bn−3, bn−4), (bn−5, bn−6), ...(b2, b1).

Â ýòîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû λk = 0. Èç (56) ïðè 1 6 k 6 l ñëåäóåò, ÷òî a2k+1 + a2k = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî f ∈ S. Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí îòíîñèòñÿ ê òèïó C.
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Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f, deg f > 3 îòíîñèòñÿ ê
òèïó C, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ

an−1 = bn = bn−1 = 0.

Òîãäà f = gh, (deg g,deg h < deg f), ãäå g ∈ S.
Ó÷èòûâàÿ (61) ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

f = anPn +
n−2∑
i=1

aiPi +
n−3∑
i=1

biQi + I.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

h = (I + xs1)f = anPn +
∑n−2

i=1 aiPi +
∑n−3

i=1 biQi + I+

+x
∑n−3

i=1 biPi+3 − x
∑n−3

i=1 biPi+1 + xs1.
(63)

Åñëè bn−3 6= 0, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà h â (63) áóäåò ìåíüøå n, åñëè âûáðàòü x òàê, ÷òî
an + xbn−3 = 0. Ïîëó÷àåì f = (I − xs1)h è deg h < n.

Âûïèøåì (56) äëÿ k = n− 2 è k = n− 3:

an−4bn − an−3bn−1 + an−2bn−2 − an−1bn−3 + anbn−4 = 0,
an−6bn − an−5bn−1 + an−4bn−2 − an−3bn−3 + an−2bn−4 + an−1bn−5 + anbn−6 = 0.

(64)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (64) ñëåäóåò, ÷òî bn−4 = 0.
Åñëè bn−3 = 0, òî âòîðîå óðàâíåíèå (64) äàåò bn−6 = 0.
Åñëè bn−5 6= 0 ïðè an + xbn−5 = 0, ïîëó÷àåì f = (I − xs2)h è deg h < n.
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 7 êîýôôèöèåíòû bi ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû:

(bn−3, bn−4), (bn−5, bn−6), ... Åñëè ïåðâûé ÷ëåí ïàðû íóëåâîé, òî è âòîðîé íóëåâîé (ýòî ñëåäóåò
èç àíàëèçà óðàâíåíèé òèïà (64)). Åñëè ïåðâûé ÷ëåí ïàðû íåíóëåâîé, òî ó f åñòü ìíîæèòåëü
g ∈ S. Åñëè âñå ïàðû íóëåâûå, òî óðàâíåíèå (58) áóäåò âûãëÿäåòü îäèíàêîâî äëÿ ÷åòíîãî è
íå÷åòíîãî n: an = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ÷òî an 6= 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïàðà ñ
íåíóëåâûì ïåðâûì ýëåìåíòîì. È çíà÷èò ó f åñòü ìíîæèòåëü g ∈ S. Óòâåðæäåíèå 8 äîêàçàíî.

Ïðèñòóïèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âñå-
ãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f . Âûäåëÿåì ó íåãî ëåâûå è ïðàâûå ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
f = l1f1l2 (óòâåðæäåíèå 1). Ïðèâîäèì îñòàâøèéñÿ íåëèíåéíûé ìíîæèòåëü f1 ê òèïó A èëè C
(óòâåðæäåíèå 3). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 7 èëè 8 âûäåëÿåì ëåâûé íåëèíåéíûé ìíîæèòåëü:
f1 = g1f2, g1 ∈ S(Sτ , T, T τ ). Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí f2 îñâîáîæäàåòñÿ îò ëåâûõ ëèíåéíûõ
ìíîæèòåëåé. È âíîâü âûäåëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé 7 èëè 8. È
òàê äàëåå. Ïðîöåññ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè íåðàçëîæåííûõ ñîìíîæèòåëåé çàêîí÷èòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ìíîãî÷ëåíû èç ìíîæåñòâ S, T, Sτ , T τ íåïðèâîäèìû.
Ïîëîæèì, ÷òî

f =
∏k
i=1 fi, f ∈ S ∪ T ∪ Sτ ∪ T τ ,

fi ∈ R ∪ S ∪ T ∪Rτ ∪ Sτ ∪ T τ .
(65)

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå â (65) ñòàíäàðòíîå. Óòâåðæäåíèå 6 äàåò:

deg f =
∑k

i=1
deg fi −

∑k−1

i=1
vi, vi = 0, 1. (66)

Îáîçíà÷èì g =
∏k
i=2 fi,

f = f1g. (67)

Ïîêàæåì, ÷òî deg f1 è deg g ìåíüøå deg f = n, à çíà÷èò f ïðèâîäèì.
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Ïðèìåíèì (27) ê (67):
deg f = deg f1 + deg g − v1. (68)

Åñëè deg f1 > n, òî èç (68) ñëåäóåò, ÷òî

deg g 6 v1 6 1.

Íî èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî f íå èìååò ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé. Ïîýòîìó deg f1 < n.
Êðîìå òîãî deg f1 > 3. Èç ýòîãî è (68) ñëåäóåò:

deg g = n− deg f1 + v1 < n.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (65) îçíà÷àåò ïðèâîäèìîñòü f .
Ðàññìîòðèì òàêîå ïðîèçâåäåíèå:

f−1
1 f = g. (69)

Âûïèøåì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 6, ñòåïåíè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (69):

deg f−1
1 f = deg f1 + deg f − v =

= deg g =
∑k

i=2 deg fi−
∑k−1

i=2 vi,

ãäå v = 1, åñëè f1 èf îäíîãî ðîäà, v = 0, åñëè îíè ðàçíûõ ðîäîâ. Ó÷èòûâàÿ (66) ïîëó÷èì:

2 deg f1 = v + v1.

Îäíàêî, deg f1 > 3 è v + v1 6 2 � ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå òåîðåìó 3.
Òåîðåìà 4. Ïðåäñòàâëåíèå âñåãäà íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå ñòàíäàðòíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ åäèíñòâåííî.
Äîêàæåì òàêîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2.Ïóñòü âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f(P,Q) ïðåäñòàâëåí â âèäå ñòàíäàðò-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì ñàìûé ëåâûé îòðåçîê ìíîæèòå-
ëåé îäíîãî ðîäà. Ïóñòü ñðåäè ìíîæèòåëåé ýòîãî îòðåçêà íåò ëèíåéíûõ áèíîìîâ. Òîãäà
ìíîãî÷ëåí f(P,Q) íå èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (14) ñ ëåâûì ëèíåéíûì ìíîæèòåëåì.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí h(P,Q) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ëåâûõ ñîìíîæèòåëåé îäíîãî ðîäà, î
êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â óñëîâèÿõ ëåììû 2, à g(P,Q) ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé
f(P,Q). Òîãäà

f(P,Q) = h(P,Q)g(P,Q).

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h(P,Q) � ýòî ïðîèçâåäåíèå òàêîãî âèäà
(
∑k

i=1 αisi + I)(
∑l

i=1 βiti + I)(
∑m

i=1 α
′
isi + I)... .

Ïî çàìå÷àíèþ 4 ìíîãî÷ëåí h(P,Q) îòíîñèòñÿ èëè ê òèïó A, èëè C:

A : h(P,Q) = an(Pn − Pn−1) +
∑n−2

i=1 aiPi +
∑n−2

i=1 biQi + I,

C : h(P,Q) = anPn +
∑n−2

i=1 aiPi +
∑n−2

i=1 biQi + I.

Êðîìå òîãî, â óòâåðæäåíèè 6 ìû ïîëó÷èëè, ÷òî n íå÷åòíî.
Òàê êàê, ìíîãî÷ëåí g(P,Q) íà÷èíàåòñÿ ñ ìíîæèòåëåé äðóãîãî ðîäà, ÷åì ìíîæèòåëè h(P,Q),

ó÷èòûâàÿ (55), îí áóäåò èìåòü òàêîé âèä:

g(P,Q) =
∑k−1

j=1
αjPj +

∑k

j=1
βjQj + I, k > 1.

Äëÿ îáîèõ òèïîâ A è C ó ìíîãî÷ëåíà f = hg ñòàðøèé ìîíîì áóäåò anβkPn+k (ó÷èòûâàÿ
íå÷åòíîñòü n), à èç ìîíîìîâ âèäà kQm íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü áóäåò ó ìîíîìà

bn−2(αk−1 + βk)Qn+k−3.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (an + bn−1 6= 0) ∧ (bn−1 6= 0) èç ëåììû 1 â äàííîì ñëó÷àå íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå f = l · g, ãäå l � ëèíåéíûé
ìíîæèòåëü, deg g < deg f . Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå 4. Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 íåâåðíî, òî åñòü ñóùåñòâóåò íåêèé
âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí f , êîòîðûé èìååò íååäèíñòâåííîå ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëå-
íèå:

f = f1f2...fk = g1g2...gm. (70)

Òîãäà f1 6= g1 è fk 6= gm. (Èíà÷å ìû ñîêðàùàåì íà ýòè ìíîãî÷ëåíû).
Ïóñòü f1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì áèíîìîì. Òîãäà g1 òîæå ëèíåéíûé áèíîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

ñàìûé ëåâûé îòðåçîê ìíîæèòåëåé îäíîãî ðîäà ïðîèçâåäåíèÿ g1g2...gm íå ñîäåðæèò ëèíåéíûõ
áèíîìîâ, òî ìíîãî÷ëåí f = g1g2...gm ïî ëåììå 2 íå èìååò ëåâîãî ëèíåéíîãî ìíîæèòåëÿ, ÷åìó
ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâî f = f1f2...fk. Èç çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî f1, g1 îäíîãî âèäà.

Åñëè f1 6= g1, òî îïÿòü èìååì ñèòóàöèþ, ÷òî f−1
1 f íå èìååò ëåâûõ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé,

à (f−1
1 g1)g2 . . . gm èìååò. Òàêèì îáðàçîì, f1 = g1 � íàäî âûïîëíèòü ñîêðàùåíèå. Ïîýòîìó

ñ÷èòàåì, ÷òî f1 è g1 íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ìíîæèòåëÿìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî fk è gm íå ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè ìíîæèòåëÿìè. Ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî
àáçàöåâ äëÿ òðàíñïîíèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà fT = fTk ...f

T
1 = gT

m
...gT1 .

Åñëè f1 è g1 îäíîãî âèäà, âìåñòî (70) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñòàíäàðòíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ f−1

1 f = f2...fk = (f−1
1 g1)g2...gm. Çäåñü ìíîãî÷ëåíû f2è g

′
1 = f−1

1 g1 6= I îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
âèäàì.

Òàêèì îáðàçîì, â (70) ìíîæèòåëè f1 è g1 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì âèäàì, è ñðåäè íèõ íåò
ëèíåéíûõ. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ñòàíåò ñòàíäàðòíûì ïðîèçâåäåíèåì ñïåöèàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ:

fk = f−1
k−1f

−1
k−2...f

−1
1 g1g2...gm

ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ëèíåéíûõ áèíîìîâ â ïðîèçâåäåíèè f−1
k−1f

−1
k−2...f

−1
1 , âûïîëíåííîé äëÿ ïðè-

âåäåíèÿ íåëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà fk ê ñòàíäàðòíîìó âèäó. Ïîíÿòíî, ÷òî â (70) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ: min(m, k) > 2. Ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äëÿ fk áîëüøå îäíîãî
ñîìíîæèòåëÿ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè íåëèíåéíîãî ìíîæèòåëÿ fk. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 4 çàâåðøåíî.

5. Íèëüïîòåíòíûå ìíîãî÷ëåíû, èíâîëþòèâíûå ìíîãî÷ëåíû
è ìíîãî÷ëåíû-ïðîåêòîðû

Ëåììà 3. Ïóñòü B � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü
r(x) =

∑l
i=0 rix

i � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàâåíñòâî r(B) = 0 âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(ABA−1) = 0.

Äàííûé ôàêò è åãî äîêàçàòåëüñòâî õîðîøî èçâåñòíû. Èç ëåììû 3 ïîëó÷àåì:
Ñëåäñòâèå. Åñëè A íåâûðîæäåííàÿ, òî r(AB) = 0 ⇔ r(BA) = 0.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ A2 = I.
Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1 ïîçâîëÿåò ðåøèòü âîïðîñ î òîì, êàê óñòðîåíû ìíîãî÷ëåíû, ïåðå-

÷èñëåííûå â çàãîëîâêå äàííîãî ïóíêòà.
Òåîðåìà 5. À) Ìíîãî÷ëåí g(P,Q) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ïðî-

åêòîðîâ P,Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g = ug′u−1, (71)

ãäå ìàòðèöà u, çàäàþùàÿ ïîäîáèå, åñòü ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à g′ åñòü
îäíî èç âûðàæåíèé:

g′ = I, −I, I − 2P, 2P − I, I − 2Q, 2Q− I. (72)



ÂÑÅÃÄÀ ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ ÎÒ ÄÂÓÕ ÏÐÎÅÊÒÎÐÎÂ 59

Á) Ìíîãî÷ëåí g = g(P,Q) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ïðîåêòîðîâ
P,Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g = ug′u−1, (73)

ãäå ìàòðèöà u, çàäàþùàÿ ïîäîáèå, åñòü ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à g′ åñòü
îäèí èç ïðîåêòîðîâ:

g′ = 0, I, P, I − P, Q, I −Q. (74)

À) Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé èíâîëþòèâíûé ìíîãî-
÷ëåí g(P,Q). Äîêàæåì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò (71). Âûïîëíÿåòñÿ g2 = I, ïîýòîìó g ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì äëÿ ëþáûõ P è Q. Ïî òåîðåìå 1 îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ. Ñ÷èòàåì ýòî ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûì:

g =
∏k

i=1
fi. (75)

Âíà÷àëå ïîëàãàåì, ÷òî g′ = f1...fk, g = ug′u−1, ãäå u = I. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî â òðàíñôîð-
ìèðóþùóþ ìàòðèöó u ìîæíî ïåðåíîñèòü ñîìíîæèòåëè fi èç g′ òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
(71) è (72).

Åñëè k = 1, òî g ìîæåò áûòü èëè "ïëþñ-ìèíóñ"åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, èëè ëèíåéíûì áèíî-
ìîì ñ êîýôôèöèåíòîì −2: g = ±(I − 2P ), ±(I − 2Q). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî deg g > 0.

Ïðè k > 1 âûðàæåíèå g2 ñîäåðæèò ñîñåäíèå ñîìíîæèòåëè fk, f1.

g2 = f1f2 . . . fk−1fk · f1f2 . . . fk−1fk = I. (76)

Åñëè fk, f1 òàêèå, ÷òî (76) îñòàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, òî ïî (26)

deg g2 > 2 deg g − 1.

Òàê êàê ïî (76) deg g2 = 0, ïîëó÷àåì deg g 6 1/2. Íî deg g > 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî ðàâåíñòâî
g2 = I íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïðîèçâåäåíèå (76) ñòàíäàðòíîå.

Ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè, êîãäà (76) áóäåò ñòàíäàðòíûì:
à) Ñîìíîæèòåëè fk, f1 ðàçíîãî ðîäà.
á) fk, f1 � îäíîãî ðîäà, íî ðàçíûõ âèäîâ, è ñðåäè íèõ íåò ëèíåéíûõ áèíîìîâ.

Îñòàëèñü äâà ñëó÷àÿ, êîãäà ñòàíäàðòíîñòü (76) ïîä âîïðîñîì:
I. Ñîìíîæèòåëè fk, f1 îäíîãî âèäà.
IIà. f1 � ëèíåéíûé áèíîì, fk � òîãî æå ðîäà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì áèíîìîì.
IIá. fk � ëèíåéíûé áèíîì, f1 � òîãî æå ðîäà è íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì áèíîìîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé IIà ñâîäèòñÿ èëè ê ñëó÷àÿì à), á), èëè ê ñëó÷àþ I. Áåç ïîòåðè îáù-
íîñòè ïîëàãàåì, ÷òî f1, fk ∈ S.

Âíà÷àëå, äëÿ ñëó÷àÿ IIà ñ÷èòàåì, ÷òî â g′ íå âñå ìíîæèòåëè îäíîãî ðîäà. Ïóñòü k > 2.
Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå èç ëåììû 3, ïåðåñòàâèì ïåðâûé ìíîæèòåëü g′ â êîíåö âûðàæåíèÿ:

g′ = f2...fkf1. (77)

(Ïðè ýòîì ìû ìåíÿåì òðàíñôîðìèðóþùóþ ìàòðèöó u := uf1. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí
èç ëåììû 3 ðàâåí r(x) = x2 − 1).

Èñïîëüçóÿ (24) "ñïðÿ÷åì"ëèíåéíûé áèíîì "âíóòðü"ïðîèçâåäåíèÿ (77)

g′ = f2...fk−1fkf1 = f2...fk−1f1f
′
k, f ′k ∈ S. (78)

Áóäåì "äâèãàòü"ýòîò ëèíåéíûé áèíîì f1 âëåâî ñðåäè ñîìíîæèòåëåé òîãî æå ðîäà, äî òåõ
ïîð ïîêà íå íàéäåì äðóãîé ëèíåéíûé áèíîì ýòîãî ðîäà, åñëè îí ñóùåñòâóåò. Â ëþáîì ñëó÷àå
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ïðîèçîéäåò "îñòàíîâêà òàê êàê íå âñå ìíîæèòåëè g′ îäíîãî ðîäà. Ïîñëå âîçìîæíîãî ñîêðàùå-
íèÿ êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé g′ ìîæåò ñòàòü ìåíüøå íà 1 èëè íà 2.

Ïîëó÷åííîå â (78) âûðàæåíèå áóäóò ñòàíäàðòíûì. Âòîðàÿ ñòåïåíü ýòîãî âûðàæåíèÿ íå
áóäåò ñòàíäàðòíîé, òîëüêî åñëè íåëèíåéíûå ñîìíîæèòåëè f2, f

′
k îäíîãî âèäà � ýòî ñëó÷àé I.

Åñëè äëÿ ñëó÷àÿ IIà âñå ìíîæèòåëè g′ = f1...fk îäíîãî ðîäà è k > 2, òî ïðèìåíÿÿ (24)
ïîëó÷èì, ÷òî

(g′)2 = (f1)2f ′2...f
′
k · f2...fk, (f1f

′
i = fif1).

Âûðàæåíèå (g′)2 áóäåò ñòàíäàðòíûì ïðîèçâåäåíèåì èëè êîãäà ñîìíîæèòåëè f2, f
′
k ðàçíîãî

âèäà � äëÿ íå÷åòíîãî k, èëè äëÿ ÷åòíîãî k äëÿ ñëó÷àÿ f
′
kf2 6= I. Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ

f
′
kf2 = I äëÿ ÷åòíîãî k (f

′
kf2 = I ýêâèâàëåíòíî fkf1f2 = f1) ïðèìåíèì ñëåäñòâèå èç ëåììû 3

ê âûðàæåíèþ g′ = f1...fk:

g′ = f3...fk−1(fkf1f2) = f3...fk−1f1 = f1f
′
3...f

′
k−1,

ïðè÷åì u := uf1f2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ÷èñëî ìíîæèòåëåé g′ óìåíüøåíî íà 2.
Ñëó÷àé IIá ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ à). Ëèíåéíûé áèíîì fk ïåðåñòàâëÿåòñÿ â íà÷àëî ïðîèçâåäå-

íèÿ:
g′ = fkf1f2...fk−1, (u := uf−1

k )...

Ïðîèçâåäåíèå g′ îñòàëîñü ñòàíäàðòíûì. Òàê êàê fk è fk−1 ðàçíûõ ðîäîâ, òî è (g′)2 áóäåò
ñòàíäàðòíûì.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé I. Ïåðåñòàâëÿåì ïåðâûé ìíîæèòåëü f1 â êîíåö ïðîèçâåäåíèÿ:

g′ = f2...fk−1(fkf1), (u := uf1).

Ïðîèçâåäåíèå g′ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè îñòàëîñü ñòàíäàðòíûì. Ðàññìîòðèì (g′)2. Åñëè âûðà-
æåíèå fkf1 íå áóäåò åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, òî (g′)2 áóäåò ñòàíäàðòíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïîýòîìó
fk = f−1

1 .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k > 2 äîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíîå ïðîèçâåäåíèå (75) åñòü èíâîëþöèÿ,

òîëüêî åñëè îíî èìååò âèä
g = ug′u−1. (79)

Ïðè÷åì g′ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, èìååò âèä (75) è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, íî èìååò ñîìíî-
æèòåëåé ìåíüøå ÷åì g.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Âûðàæåíèå g2 äëÿ g = f1f2 íå áóäåò ñòàíäàðòíûì òîëüêî äëÿ
ñëó÷àÿ II � f1 = xP + I, f2 =

∑
i αisi + I. Ó÷èòûâàÿ (19) è (20) ïîëó÷àåì:

g2 = (f1fk)
2 = ((x+ 1)

∑
i αisi + xP + I)2 =

= (x+ 1)(x+ 2)
∑

i αisi + x(x+ 2)P + I.

Ýòî ïðîèçâåäåíèå áóäåò åäèíè÷íîé ìàòðèöåé òîëüêî ïðè x = −2. (ñì. [3]).
Â èòîãå ïîëó÷èëè òàêóþ èíâîëþöèþ:

g = (
∑

i
αisi + I)(I − 2P ) = (I − 2P )(−

∑
i
αisi + I), (80)

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(
∑

i
αisi + I)(I − 2P ) = ((

∑
i
αisi)/2 + I)(I − 2P )(−(

∑
i
αisi)/2 + I),

îíî îáúÿñíÿåò ïî÷åìó (80) íå ïðîòèâîðå÷èò (79).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 À) çàâåðøåíî.
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Á) Ìàòðèöà V ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà I − 2V ÿâëÿåòñÿ
èíâîëþöèåé. Èç (71) ïîëó÷àåì

I − 2V = ug′u−1, V = u(I − g′)u−1/2.

Òàê êàê g′ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç (72), òî (I − g′)/2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç (74). Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 5 çàâåðøåíî.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé èíäåêñà k, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k > 2, ÷òî
Ak = 0, íî Ak−1 6= 0. Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí g(P,Q) íèëüïîòåíòíûì èíäåêñà k (k öåëîå, k > 2),
êîãäà ñóùåñòâóþò ïðîåêòîðû P è Q òàêèå, ÷òî g(P,Q)k−1 6= 0, íî g(P,Q)k = 0 äëÿ ëþáûõ
ïðîåêòîðîâ P è Q.

Òåîðåìà 6. Ìíîãî÷ëåí g = g(P,Q) áóäåò íèëüïîòåíòíûì ìíîãî÷ëåíîì èíäåêñà 2 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g = u(f − I)u−1, (81)

ãäå ìàòðèöà u, çàäàþùàÿ ïîäîáèå, åñòü ïðîèçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à f ñïåöè-
àëüíûé ìíîãî÷ëåí èç ìíîæåñòâ S, T, Sτ , T τ .

Åñëè ó íàñ åñòü íèëüïîòåíòíûé ìíîãî÷ëåí g èíäåêñà 2, òî ìû èìååì è âñåãäà íåâûðîæ-
äåííûé ìíîãî÷ëåí I + g. Òàê êàê åñëè g2 = 0, òî (I + g)−1 = I − g.

Ïî òåîðåìå 1

I + g =
∏k

i=1
fi = F. (82)

Äëÿ k = 1 èç (82) ñëåäóåò, ÷òî
g = f1 − I, (83)

g2 = 0, åñëè f1 ∈ S, T, Sτ , T τ .
Èç (82) ïîëó÷àåì

g2 = F 2 − 2F + I = 0. (84)

Åñëè fk, f1 òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå F 2 îñòàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, òî ïî (26) è (84)

degF 2 = 2 degF − v = degF ⇒ degF = v = 0, 1.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêîé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì.
Òàêèì îáðàçîì, â âûðàæåíèè F 2 äîëæíû ïðîèñõîäèòü ñîêðàùåíèÿ. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 5 À) ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ïðèâåäåííûå òàì ðàññóæäåíèÿ î òîì, êàêèå ìíîãî÷ëåíû g
äîïóñêàþò ñîêðàùåíèå â g2, ïîëó÷èì

g + I = F = ug′u−1. (85)

Ïðè÷åì ìíîãî÷ëåí g′ − I ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì. Ìíîãî÷ëåí g′ èìååò ñîìíîæèòåëåé
ìåíüøå, ÷åì g + I, è ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðîèçâåäåíèåì. (Ïðè ïðèìåíåíèè ëåììû 3 íàäî
ó÷èòûâàòü, ÷òî r(x) = (x− 1)2, ýòî ñëåäóåò èç (84)).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Âòîðàÿ ñòåïåíü âûðàæåíèÿ g + I = f1f2 íå áóäåò ñòàíäàðòíîé,
êàê è â òåîðåìå 5, òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ II � f1 = xP + I, f2 =

∑
i αisi + I. Ó÷èòûâàÿ (19) è

(20):
g2 = (f1f2 − I)2 = ((x+ 1)

∑
i αisi + xP )2 =

= x2P + x(x+ 1)
∑

i αisi = 0.

Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí áóäåò íóëåâûì äëÿ ëþáûõ ïðîåêòîðîâ P,Q (ñì. [3]), êîãäà åãî
êîýôôèöèåíòû áóäóò íóëåâûìè. Òàêèì îáðàçîì, x = 0. Íî ìû íå ïîëó÷èëè íîâûõ ðåøåíèé,
ôàêòè÷åñêè ýòî ñëó÷àé k = 1. Ïîýòîìó k íå ìîæåò áûòü ðàâíî 2. Îêîí÷àòåëüíî, èç (85)
ó÷èòûâàÿ (83) ïîëó÷àåì ôîðìóëó (81). Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.
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6. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ÷òî ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïðîåêòîðîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííûì ïðè ëþáîì âûáîðå ýòèõ ïðîåêòîðîâ, ðàñêëàäûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â ïðî-
èçâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîñëåäíèå íå äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ íà ñîìíîæèòåëè
ìåíüøåé ñòåïåíè.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí-ïðîåêòîð ïîäîáåí îäíîìó èç "ýëåìåíòàðíûõ"
ïðîåêòîðîâ P, I −P,Q, I −Q; à íèëüïîòåíòíûé ìíîãî÷ëåí ïîäîáåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñïå-
öèàëüíûõ íåëèíåéíûõ áèíîìîâ îäíîãî âèäà. Òðàíñôîðìèðóþùàÿ ìàòðèöà ýòèõ ïîäîáèé åñòü
âñåãäà íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [16] äëÿ îðòîïðîåê-
òîðîâ. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-îðòîïðîåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ÷åáû-
øåâñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîãî ðîäà.
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