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§1. Тригонометрической суммой называется конечная сумма вида S,

S =
∑

a<x≤b

φ(x)e2πif(x). (1)

Здесь φ и f — вещественные функции, a ≥ 0, x — натуральные числа, i2 = −1,

e2πif(x) = cos (2πf(x)) + i sin (2πf(x)).

Число b−a называется длиной S; если a и b — целые числа, то b−a — количество
слагаемых S.

В физических задачах: φ(x) — амплитуда, f(x) — фаза.

§2. При определённых условиях на φ(x) и f(x) сумму S можно приблизить
другой суммой S1, количество слагаемых в которой будет меньше b− a, то есть

S = S1 +R, S1 =
∑

α<x≤β

Φ(x)e2πiF (x), β − α < b− a. (2)

Соотношение (2) и будем называть ATS (”Approximation of Trigonometric Sum”)
или теоремой ATS.

§3. Сформулируем ATS в том виде, в каком она представлена в [1] и [2].

Теорема 1. (ATS) Пусть вещественные функции φ(x) и f(x) удовлетво-
ряют на [a, b] следующим условиям:

1) f (4)(x) и φ(2)(x) — непрерывные;
2) существуют числа H, U, A,
0 < H, 1 ≪ A≪ U, 0 < b− a ≤ U,
такие что

1
A
≪ f (2)(x) ≪ 1

A
, f (3)(x) ≪ 1

AU
, f (4)(x) ≪ 1

AU2 ;
φ(x) ≪ H, φ(1)(x) ≪ HU−1, φ(2)(x) ≪ HU−2.

Тогда, определяя числа xn из уравнения

f (1)(xn) = n, (3)

будем иметь

S =
∑

a<x6b

φ(x)e2πif(x) =
∑

α6n6β

C(n)Z(n) +R, (4)

где

α = f (1)(a), β = f (1)(b),
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C(n) =

{
1 , если α < n < β;
1
2
, если n = α или n = β;

Z(n) = ei
π
4

φ(xn)√
f (2)(xn)

e2πi(f(xn)−nxn);

R ≪ H

(
A

b− a
+ Ta + Tb + ln (β − α + 2)

)
;

Tµ =

{
0, если f (1)(µ)- целое число;

min
(

1
||f (1)(µ)|| ,

√
A
)
, если ||f (1)(µ)|| ̸= 0.

Здесь ||x|| = min({x}, 1 − {x}), функция дробная часть числа x, y = {x},
для вещественного x, определяется равенством

y = {x} = x− [x],

где [x] есть целая часть x, то есть такое целое число, что x− 1 < [x] 6 x.
Кроме того, при B → +∞, запись

B ≪ A≪ B

значит, что существуют константы C1 > 0 и C2 > 0, такие что

C1B ≤ |A| ≤ C2B.

§4. Несколько замечаний по поводу (4). Прежде всего имеем:

β − α = f (1)(b) − f (1)(a) = (b− a)f (2)(ξ), a ≤ ξ ≤ b.

Но по условию теоремы,

f (2)(ξ) ≍ 1

A
, A≫ 1,

то есть

β − α ≍ b− a

A
≪ b− a.

Сумма S1 — "короче".
Конечно, амплитуда и фаза S1, вообще говоря, отличаются от амплитуды и

фазы S.
Величина R часто бывает малой. Например, если взять U = b− a, 1 ≪ A≪

b− a, оценить |Tµ| тривиально, то есть

|Tµ| ≤
√
A,
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то получим

R ≪ H

(
A

b− a
+
√
A+ ln

(
b− a

A
+ 2

))
.

Посмотрим на тривиальную оценку |S| :

|S| ≤ (b− a)H.

Таким образом, R будет меньше тривиальной оценки |S|, если

A

(b− a)2
+

√
A

b− a
+

1

b− a
ln

(
b− a

A
+ 2

)
≪ 1,

то есть при

A≪ (b− a)2

(по условию A≪ b− a).
Какова тривиальная оценка |S1|? Имеем

|S1| ≪ (β − α)
H√
A−1

≍ H(b− a)√
A

,

и тривиальная оценка |S1| будет больше R, если

H

(
A

b− a
+
√
A+ ln

(
b− a

A
+ 2

))
≪ H

b− a√
A
,

то есть

A

b− a
≪ b− a√

A
=⇒ A≪ (b− a)4/3;

√
A≪ b− a√

A
=⇒ A≪ (b− a);

ln

(
b− a

A
+ 2

)
≪ b− a√

A
=⇒ A≪ (b− a)2−ε.

Итак, если A≪ b− a, то R в (4) будет, вообще говоря, меньше |S1|.
Мы видели, что |S| ≪ R при A≪ b− a. Кроме того, тривиально

|S1| ≪
H(b− a)√

A
.

Следовательно, формула (4) даёт нетривиальную оценку, если

H(b− a) ≪ H(b− a)√
A

,

то есть при любых 1 ≪ A≪ b− a формула (4) даёт нетривиальную оценку |S|.
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§5. Теорема ATS имеет длинную историю. Истоком ATS явилась (см. [3])
теорема Вороного (формула Вороного) 1903 г.

Теорема 2. (теорема Вороного) Пусть∑
n≤x

τ(n) = x (lnx+ 2γ − 1) + ∆(x);

тогда

∆(x) =
x

1
4

π
√

2

N∑
n=1

τ(n)

n3/4
cos
(

4π
√
nx− π

4

)
+O

(
x

1
4

)
+O

((
T 2x−1

)a)
+O

(
xcT−1

)
,

где

T 2

4π2x
= N +

1

2
,

a > 0, c > 1 — любые, γ — константа Эйлера.

Затем, в 1914 г. Харди и Литтлвуд в статье ”Тригонометрические ряды,
ассоциированные с эллиптической θ -функцией” ([4]) доказали частный случай
ATS. В 1917 г. И. М. Виноградов в работе ”О среднем значении числа классов
чисто коренных форм отрицательного определителя” (см. [5]) также доказал
частные случаи ATS, связанные с целыми точками в областях на плоскости
и в пространстве. Наконец, Ван дер Корпут в 1922 г. в работе, связанной с
проблемой делителей (см. [6]), доказал вариант ATS, с помощью которого и
оценок тригонометрических сумм улучшил результат Вороного с

R = O
(
N

1
3 lnN

)
до

R = O
(
N0,33

)
.

Приведу вариант ATS, опубликованный И. М. Виноградовым в 1976 г. в книге
”Особые варианты метода тригонометрических сумм”, стр. 22 (см. [7]):

Теорема 3. Если

1
A
≪ f (2)(x) ≪ 1

A
, f (3)(x) ≪ 1

AU
;

φ(x) ≪ H, φ(1)(x) ≪ HU−1, φ(2)(x) ≪ HU−2,

причём функции f(x) и φ(x) вещественные алгебраические, степени которых
ограничены, тогда справедлива (4).

Вариант ATS Ван дер Корпута формулируется так:
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Теорема 4. Пусть f(x) вещественная, f (3)(x) — непрерывная на [a, b],
f (1)(x) монотонно убывает на [a, b], f (1)(b) = α, f (1)(a) = β, числа xn определя-
ются уравнением

f (1)(xn) = n, α < n ≤ β.

Пусть, кроме того,

2πλ2 ≤
∣∣f (2)(x)

∣∣ ≤ Aλ2,
∣∣f (3)(x)

∣∣ ≤ Aλ3.

Тогда

∑
a<x6b

e2πif(x) = e−iπ
4

∑
α<n6β

e2πi(f(xn)−nxn)√
|f (2)(xn)|

+

+O
(
λ
− 1

2
2

)
+O (ln (2 + (b− a)λ2)) +O

(
(b− a)(λ2λ3)

1
5

)
.

Замечу, что часто применяется следующая лемма Ван дер Корпута:

Лемма 1. (лемма Ван дер Корпута) Если f(x) вещественная, f (1)(x) мо-
нотонна на (a, b) и |f (1)(x)| ≤ θ < 1, то

∑
a<x6b

e2πif(x) =

∫ b

a

e2πif(x)dx+O (1) . (5)

§6. Как доказывается ATS.
1) Сначала при условиях ATS (и даже несколько более слабых) получают

равенство:

∑
a<x6b

φ(x)e2πif(x) =
∑

α−∆6n6β+∆

∫ b

a

φ(x)e2πi(f(x)−nx)dx+O (H ln (β − α + 2)) , (6)

где ∆ — любое число с условием 0 < ∆ < 1.
Формула (6) является формулой суммирования Пуассона. Простой её вывод

таков.
Пусть φ(x) ≡ 1. При a < n ≤ b, рассмотрим

Wn =

∫ 1
2

− 1
2

sin (2m+ 1)πx

sinπx
e2πif(n+x)dx,

где m — ”большой параметр”, и Wn очень близка к

e2πif(n).

Легко оценивается Vn,
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Wn = e2πif(n) + Vn.

Затем ∑
a<n6b

Wn =
∑

a<n6b

e2πif(n) +
∑

a<n6b

Vn,

и левая часть равна

∑
a<n6b

∫ 1
2

− 1
2

m∑
k=−m

e2πikxe2πif(n+x)dx =
∑

a<n6b

∫ 1
2

− 1
2

m∑
k=−m

e2πi(k(n+x)+f(n+x))dx =

=
m∑

k=−m

∫ b+ 1
2

a− 1
2

e2πi(kx+f(x))dx.

Последняя же сумма близка к (6) с φ(x) ≡ 1. К любой функции φ(x) переходят
с помощью формулы суммирования Абеля:

∑
a<x6b

φ(x)e2πif(x) = −
∫ b

a

C(u)dφ(u) + C(b)φ(b),

где

C(u) =
∑

a<x6u

e2πif(x).

К C(u) применяют то, что получено при φ(x) ≡ 1.

2) Интегралы вида

In =

∫ b

a

φ(x)e2πi(f(x)−nx)dx

вычисляют методом стационарной фазы (метод перевала). При условиях ATS
справедлива формула:∫ b

a

φ(x)e2πif(x)dx = ei
π
4
φ(c)e2πi(f(c)√

f (2)(c)
+

+O

(
H

(
A

U
+ min

(
|f (1)(a)|−1,

√
A
)

+ min
(
|f (1)(b)|−1,

√
A
)))

, (7)

где
f (1)(c) = 0.

Применяя (7) к In, получают ATS.
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§7. Применения ATS.
1) Наиболее простое и очень эффектное применение ATS — приближённое

уравнение Харди–Литтлвуда для ζ(s) :

ζ(s) =
∑
n≤x

1

ns
+ F (s)

∑
n≤y

1

n1−s
+O

(
x−σ
)

+O
(
t
1
2
−σyσ−1

)
,

где 2πxy = t > 0; x ≥ 1, y ≥ 1; 0 < σ < 1; s = σ + it;

F (s) =
π− 1−s

2 Γ
(
1−s
2

)
π− s

2 Γ
(
s
2

) .

Если x = y, то x = y =
√

t
2π
, и каждый отрезок ряда Дирихле имеет ≈

√
t
2π

слагаемых, то есть ζ(s) хорошо приближается такими "короткими" суммами
отрезков ряда Дирихле.

Сначала при z ≥ t
π

получают формулу:

ζ(s) =
∑
n≤z

1

ns
+

z1−s

s− 1
+O

(
z−σ
)
, s = σ + it. (8)

Пусть Res = σ > 1. Тогда

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=

N∑
n=1

1

ns
+ lim

M→+∞

M∑
n=N+1

1

ns
.

К последней сумме применим формулу суммирования Эйлера:

T =
∑

N<n≤M

n−s =

∫ M

N

x−sdx+ ρ(M)M−s − ρ(N)N−s + s

∫ M

N

ρ(x)x−s−1dx,

ρ(x) = 1
2
− {x}, σ(x) =

∫ x

0
ρ(u)du, то есть

T =
1

1 − s
M1−s − 1

1 − s
N1−s +

1

2
M−s − 1

2
N−s + s

∫ M

N

ρ(x)x−s−1dx =

=
1

1 − s
M1−s +

1

s− 1
N1−s +

1

2
M−s − 1

2
N−s + s(s+ 1)

∫ M

N

σ(x)x−s−2dx.

При M → +∞, так как Res > 1,

T1 = lim
M→+∞

T =
∑
N<n

n−s =
1

s− 1
N1−s − 1

2
N−s + s(s+ 1)

∫ ∞

N

σ(x)x−s−2dx =
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=
1

s− 1
N1−s − 1

2
N−s +O

(
t2N−1

)
.

Итак,

ζ(s) =
N∑

n=1

1

ns
+

1

s− 1
N1−s − 1

2
N−s +O

(
t2N−1

)
.

Пусть N > z ≥ t
π
, рассмотрим сумму∑

z<n≤N

1

nσ
e−2πi t lnn

2π

при f(n) = t lnn
2π
, f (1)(n) = t

n2π
≤ 1

2
, то есть к сумме применима лемма Ван дер

Корпута, по которой

∑
z<n≤N

1

ns
=

∫ N

z

du

us
+O

(
z−σ
)

=
N1−s

1 − s
− z1−s

1 − s
+O

(
z−σ
)
.

Если взять t2N−1 = z−σ, то есть N = t2zσ, то получим (8).
Для простоты, пусть x = y =

√
t
2π
. Берём z = t

π
и рассмотрим сумму S,

S =
∑

x<n≤ t
π

1

nσ
e−2πi t lnn

2π .

S представима в виде суммы слагаемых вида∑
2νx<n≤2ν+1x

n−σe−2πi t lnn
2π , ν = 0, 1, . . . , [ln t];

или
Sa =

∑
a<n≤2a

n−σe−2πi t lnn
2π .

К Sa применима ATS с f(x) = −t lnx
2π

, f (1)(x) = −t
2πx

, f (2)(x) = t
2πx2 , A = a2

t
2π ≥ 1.

2) В 1981 г. в статье ”О расстоянии между соседними нулями дзета-функции
Римана, лежащими на критической прямой” (см. [8]) я доказал следующую
теорему:

Теорема 5. Пусть

Z(t) = eiθ(t)ζ

(
1

2
+ it

)
,

где

eiθ(t) =
π− 1−s

2 Γ
(
1−s
2

)
π− s

2 Γ
(
s
2

) , s =
1

2
+ it;
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k > 0; тогда Z(k)(t) имеет нуль на (T, T +Hk), если

Hk = T
1

6k+6 (lnT )
2

k+1 ,

а Z(t) имеет нуль на (T, T +H0), если

H0 = T
5
32 lnT.

Раньше (у Я. Мозера, см. [9]) было

H0 = T
1
6 lnT.

Показатель 5
32

= 1
6
− 1

96
удалось получить, применяя для соответствующих

тригонометрических сумм ATS. Сейчас 5
32

немного уменьшено, именно 5
32

=
0, 1562500 заменено на 0, 1559458, а 1

6k+6
на 27

164k+168
(А. Ивич, см. [10]).

3) В последние годы (около 10–15 лет) делаются попытки применять вари-
анты ATS в физике: квантовой оптике, физике колебаний и других областях
(см. [11]–[15]); в том числе для получения зависимостей, наблюдаемых экспери-
ментально.
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