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Аннотация

В работе рассматриваются вопросы, связанные со скоростью сходимости метода
Бубнова–Галёркина при численном расчёте напряжённо-деформированного состояния гео-
метрически нелинейных оболочек в динамическом случае. Для решения этих вопросов
привлекается аппарат сильно непрерывных ограниченных полугрупп операторов. В тео-
рии краевых задач методы функциональных полугрупп операторов эффективно применя-
ются с 60-х годов XX-века. Это работы Э. Хилля, Р. Филлипса, С. Г. Крейна, С. Мизохата
и других авторов. Так, применяя аппарат сильно непрерывных полугрупп операторов,
С. Г. Крейн в конце 60-х годов по-новому доказал теоремы существования и единственно-
сти решений линейных уравнений механики. В 2000 году В. Н. Кузнецов и Т. А. Кузне-
цова впервые применили аппарат ограниченных полугрупп операторов для исследования
решений линейных уравнений пологих оболочек, что позволило решить задачу о глад-
кости решений систем линейных уравнений оболочек. В это же время В. Н. Кузнецов и
Т. А. Кузнецова предложили так называемый метод линейной аппроксимации по отдель-
ным параметрам, который позволил решить задачу о гладкости решения уже нелинейных
уравнений пластин и оболочек. Это дало возможность определиться со скоростью сходи-
мости метода Бубнова — Галёркина при численном решении нелинейных краевых задач
для геометрически нелинейных оболочек в области устойчивости по параметрам.
В данной работе приводится результат о скорости сходимости метода Бубнова–Галёркина
в случае кусочно-гладкой границы нелинейной оболочки.

Ключевые слова: ограниченные полугруппы операторов, геометрически нелиненые обо-
лочки, метод линейной аппроксимации по отдельным параметрам, порядок скорости схо-
димости метода Бубнова — Галёркина.
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LIMITED OPERATOR SEMIGROUPS AND ISSUES
OF THE CONVERGENCE OF THE BUBNOV–GALERKIN

METHOD FOR ONE CLASS OF SHALLOW SHELLS
NONLINEAR EQUATIONS

V. N. Kuznetsov, T. A. Kuznetsova, L. V. Bessonov (Saratov)

Abstract

This paper discusses issues related to the rate of convergence of the Bubnov–Galerkin
method in numerical calculation of stress-strain state of geometrically nonlinear shells in the
dynamic case. To address these issues involved the unit strongly continuous semigroups of
limited operators. Methods of functional semigroups of operators was applied effectively in the
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theory of boundary value problems since the 60s XX-th century. It should be noted author
E. Hill, R. Phillips, S. G. Krein, S. Mizohata and others. So, using the methods of strongly
continuous semigroups of operators S. G. Krein proved a new theorem on the existence and
uniqueness of solutions of linear equations of mechanics in late 60s. In 2000, V. N. Kuznetsov
and T. A. Kuznetsova first used the methods limited semigroups of operators to solution of
linear equations of shallow shells, which solved the problem of smoothness of solutions of linear
systems of equations of shells. At the same time V. N. Kuznetsov and T. A. Kuznetsova have
developed a method called a linear approximation in separated parameters, which allow to solve
the problem of smoothness of solutions of nonlinear equations of the theory of plates and shells.
This made it possible to determine the speed of convergence of the Bubnov–Galerkin method
the numerical solution of nonlinear boundary value problems for the geometrically nonlinear
shells in the area of sustainability in the parameters.

In this paper, we complete the proof of the result of the rate of convergence of the Bubnov–
Galerkin method in the case of an arbitrary configuration shell borders.

Keywords: limited semigroup, geometrically nonlinear shell, the method of linear approxi-
mation on separated parameters, the order of convergence of the Bubnov — Galerkin method
rate.

Bibliography: 19 titles.

1. Введение

Пусть {𝑉 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} — сильно непрерывная ограниченная полугруппа операторов
(С.Н.О.П.О.), действующая в банаховом пространстве, порождающий оператор которой 𝐴
имеет полную систему собственных функций с собственными значениями 𝜆𝑛. Известно [1-2],
что в это случае имеют место прямые и обратные теоремы приближения по собственным
подпространствам, аналогичные классическим теоремам, но выраженные в терминах порож-
дающего оператора. Рассмотрим ещё одно приложение ограниченных полугрупп операторов,
теперь в теории краевых задач.

Рассмотрим задачу Коши вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

= −𝛼Δ2𝑤 + 𝜑1(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

+ 𝜑2(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

+

+2𝜑3(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝜑4(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑞, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ],

𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤0,
𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤1,

𝑤|Γ = 0, 𝜕𝑤𝜕𝜂

⃒⃒⃒
Γ
= 0.

(1)

где Δ — оператор Лапласа, 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡) — некоторые непрерывные в области Ω× [0;𝑇 ] функции,
а Ω — ограниченная область с границей Γ, представляющей собою кусочно-гладкую кривую.

Под решением этой задачи понимается любая функция 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющая урав-
нению, начальным и граничным условиям (1) из пространства 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2(Ω)), где 𝐻2(Ω)
— пространство Соболева.

Рассмотрим операторы вида

𝐴(𝑡)𝑤 = 𝛼Δ2𝑤 − 𝜑1
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜑2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 2𝜑3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
. (2)

Пусть Γ — кусочно-гладкая граница. Известно [3], что оператор Δ2 в случае наших гранич-
ных условий является положительно определённым самосопряжённым оператором. Известно
также [4], что опреаторы 𝐴(𝑡) вида (2) будут положительно определёнными самосопряжённы-
ми операторами при выполнении условий
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⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜑1
𝜕𝑥 + 𝜕𝜑2

𝜕𝑦 = 0,
𝜕𝜑1
𝜕𝑦 + 𝜕𝜑2

𝜕𝑥 = 0,

|𝜑𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡)| < 𝐶, 𝑖 = 1, 2, 3,

(3)

где 𝐶 — некоторая положительная константа. Как показано в [2] операторы 𝑖Δ и 𝐴1/2(𝑡) яв-
ляются подобными, порождают эквивалентные ограниченные полугруппы операторов и кон-
станта эквивалентности не зависит от 𝑡. Этот факт позволяет доказать (см. [5]), что задача
Коши (1) при сделанных выше предположениях имеет единственное решение 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡), при-
надлежащее пространству 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2(Ω)), где 𝐻2(Ω) — пространство Соболева. Более того,
если начальные функции 𝑤0 ∈ 𝐷(Δ2𝑘) и 𝑤1 ∈ 𝐷(Δ2𝑘−1), а функции 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐷(Δ2𝑘−1) при
любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], то решение задачи Коши принадлежит области определения оператора Δ2𝑘

при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
Отметим, что при доказательстве последнего утверждения, т.е. гладкости решения задачи

Коши (1) существенную роль играет тот факт, что оператор 𝐴(𝑡) вида (2) порождает ограни-
ченную полугруппу операторов.

Остановимся более подробно на результатах работы [5]. В [5] рассмастривается класс нели-
нейных моделей оболочек, отражающих геометрическую нелинейность оболочек и удовлетво-
ряющих следующим ограничениям:

� любая неизвестная фукнция, входящая в ураснения системы, однозначно выражается
через функцию прогиба 𝑤;

� область Ω, определяющая серединную поверхность оболочки, является ограниченной
областью с кусочно гладкой границей;

� граничные условия рассматриваются в форме Неймана.

К этому классу относятся известные модели Кирхгофа и Тимошенко (как в смешанной
форме, так и заданные в перемещениях) и некоторые другие модели. Для исследования ре-
шений моделей этого класса в работе [5] разработан так называемый метод линейной аппрок-
симации по отдельным параметрам, который позволяет строить последовательность функций
{𝑤𝑘}, являющихся решением линейных операторных уравнений вида:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼0
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

= −𝛼1𝐴𝑤 +−𝐿𝑘𝑤 + 𝑓𝑛, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ],

𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤0,
𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤1,

𝑤|Γ = 0, 𝜕𝑤𝜕𝜂

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

(4)

где 𝐴 = Δ2 либо 𝐴 = −Δ, и где

𝐿𝑘𝑤 = 𝜑1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜑2,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 2𝜑3,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

где последовательность непрерывных в области Ω × [0;𝑇 ] функций 𝜑𝑖,𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑓𝑛
получена в результате применения метода В. В. Петрова [6] — метода последовательного воз-
мущения параметров — к соответствующей нелинейной модели.

Как показано в [5], последовательность функций {𝑤𝑘} сходится в пространстве

𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2(Ω)),

где 𝐻2(Ω) — пространство Соболева, к функции прогиба 𝑤 исходной модели оболочки.
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Более того, свойства единственности и гладкости решений операторных уравнений (4) пе-
реносится на решение соответствующей исходной задачи.

Таким образом, в случае, когда операторы вида

𝐴𝑛 = 𝛼1𝐴− 𝐿𝑛, (5)

являются положительно определенными при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], соответствующая нелинейная
модель имеет решение того же порядка гладкости, что и начальные функции 𝑤0, 𝑤1 и нагрузка
𝑞.

Гладкость решений модельной задачи гарантирует определённый порядок скорости схо-
димости метода Бубнова–Галёркина. Доказательства этого факта приведено в [5] на примере
нелинейной модели Кармана для прямоугольной в плане оболочечной конструкции. В более
поздних работах [6-10] также обсуждались вопросы гладкости решений нелинейных задач и
впопросы сходимости метода Бубнова–Галёркина.

В данной работе на примере модели Кармана докажем результат о порядке скорости схо-
димости метода Бубнова–Галёркина в случае кусочно гладкой границы оболочки Ω.

2. Вопросы сходимости метода Бубнова–Галёркина при решении
линейных операторных уравнений

Запишем последовательность операторных уравнений (4) в случае нелинейной модели Кар-
мана. ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛾
𝑔
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

= −𝐷Δ2𝑤 + 𝐿𝑛(𝑤) + 𝑓𝑛 + 𝑞, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ],

𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤0,
𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤1,

𝑤|Γ = 0, 𝜕𝑤𝜕𝜂

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

(6)

где

𝐿𝑛(𝑤) =
𝜕2𝐹𝑛
𝜕𝑥2

· 𝜕
2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝐹𝑛
𝜕𝑦2

· 𝜕
2𝑤

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝐹𝑛
𝜕𝑥𝜕𝑦

· 𝜕
2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

𝑓𝑛 = Δ𝑘𝐹𝑛 + 𝑞, и {𝐹𝑛} — последовательность функций, полученная каким-либо методом,
сходящаяся в пространстве 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2(Ω)) к функции усилий 𝐹 .

Решение методом Бубнова–Галёркина уравнения (4) заключается в определении последо-
вательности функций

𝑤𝑛,𝑁 (𝑡, 𝑥, 𝑦) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘,𝑛(𝑡)𝜑𝑘, (7)

сходящейся к решению 𝑤𝑛, где {𝜑𝑘} — система собственных функций оператора Δ2, а коэф-
фициенты 𝛽𝑘,𝑛(𝑡) находятся из условий:

1.
(︁
𝛾
𝑔
𝜕2𝑤𝑛,𝑁

𝜕𝑡2
, 𝜑𝑟

)︁
+ (𝐷Δ𝑤𝑛,𝑁 + 𝐿𝑛(𝑤𝑛,𝑁 ), 𝜑𝑟) = (𝑓𝑛, 𝜑𝑟), 𝑟 = 1, . . . , 𝑁 ;

2. 𝑤𝑛,𝑁 (0, ∙) = 𝑤0,𝑁 ,
𝜕𝑤𝑛,𝑁

𝜕𝑡 (0, ∙) = 𝑤1,𝑁 ,

где

𝑤0,𝑁 → 𝑤0, 𝑤1,𝑁 → 𝑤1, при 𝑁 → ∞.
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Относительно гладкости функций 𝑤𝑛, полученных в результате решения линейных опе-
раторных уравнений (6) методом Бубнова—Галёркина, имеет место следующее утверждение,
доказанное в [5].

Теорема 1.Предположим, что

1. Функции 𝜕2𝐹𝑛
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

непрерывны во времени.

2. Оператор 𝐴𝑛 = 𝐷Δ2 − 𝐿𝑛 является положительно определённым.

3. При любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] функции 𝑤0, 𝑤1, 𝑞 принадлежат области определения оператора
Δ2𝑟, где действие оператора Лапласа рассматривается в подпространстве 𝐻2

0 (Ω).

Тогда для любого 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] решение 𝑤𝑛 задачи (6) принадлежит области определения опера-
тора Δ2𝑟.

Согласно [5], в случае, когда нагрузка 𝑞 и начальные условия 𝑤0, 𝑤1 задачи (1) таковы,
что при любом 𝑛 для операторного уравнения (6) выполняются условия теоремы 1, решение
(𝑤,𝐹 ) задачи (1) является гладким, т.е.

𝑤 ∈ 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐷(Δ2𝑟)), 𝐹 ∈ 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐷(Δ2𝑟))

Докажем следующее утверждением.
Лемма 1.Пусть линейный симметрический оператор 𝐴 имеет полную ортонормирован-

ную систему {𝑢𝑛} собственных функций с собственными значениями {𝜆𝑛}:

𝜆1 < 𝜆2 < . . . < 𝜆𝑛 < . . .

Тогда оператор 𝐴 является положительно определённым тогда и только тогда, когда
𝜆1 > 0.

Доказательство. Известно [11], что положительно опредённый симметрический опе-
ратор с дискретным спектром имеет в качестве системы собственных векторов ортонорми-
рованную систему функций с положительными собственными значениями.

Обратно, пусть 𝜆1 > 0. Рассмотрим

𝑢 =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑢, 𝑢𝑘)𝑢𝑘.

Тогда

𝐴𝑢 =
∞∑︁
𝑘=1

(𝐴𝑢, 𝑢𝑘)𝑢𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑢,𝐴𝑢𝑘)𝑢𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘(𝑢, 𝑢𝑘)𝑢𝑘.

Отсюда получим

(𝐴𝑢, 𝑢) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘(𝑢, 𝑢𝑘)
2 ≥ 𝜆1

∞∑︁
𝑘=1

(𝑢, 𝑢𝑘)
2 = 𝜆1||𝑢||2.

Лемма доказана.
Докажем теперь теорему относительно порядка скорости сходимости метода Бубнова–

Галеркина при тех же предположениях, что и в теореме 1. Имеет место следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.Скорость сходимости последовательности функций {𝑤𝑛,𝑁} вида (7) к ре-
шению 𝑤𝑛 операторного уравнения (6)в пространстве 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2

0 (Ω)) имеет порядок
𝑂
(︀

1
𝑁2𝑟−1

)︀
.
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Доказательство. Обозначим через 𝐴𝑛 линейный оператор вида

𝐴𝑛 = 𝐷Δ2 − 𝐿𝑛 (8)

Запишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения коэффи-
циентов 𝛽𝑘,𝑛(𝑡) в разложении (7)

𝛾

𝑔
𝛽′′𝑛,𝑠 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑠𝛽𝑘,𝑛 = 𝑏𝑛,𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁, (9)

где 𝑎𝑘,𝑠 = (𝐴𝑛𝜑𝑘, 𝜑𝑠), 𝐴𝑛 — оператор вида (8), 𝑏𝑛,𝑠 = (𝑓𝑛, 𝜑𝑠). При этом∑︀𝑁
𝑘=1 𝛽𝑘,𝑛(0)𝜑𝑘 → 𝑤0, 𝑁 → ∞,∑︀𝑁
𝑘=1 𝛽

′
𝑘,𝑛(0)𝜑𝑘 → 𝑤1, 𝑁 → ∞,

(10)

Для решения уравнения (6) рассмотрим ряд Фурье

𝑤𝑛 =
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑛,𝑘(𝑡)𝜑𝑘 (11)

и систему 𝑁 уравнений(︂
𝛾

𝑔

𝜕2𝑤𝑛
𝜕𝑡2

, 𝜑𝑠

)︂
+ (𝐴𝑛𝑤𝑛, 𝜑𝑠) = (𝑓𝑛, 𝜑𝑠), 𝑠 = 1, . . . , 𝑁, (12)

для нахождения коэффициентов 𝛼𝑘,𝑛(𝑡) разложения (11).
Запишем систему уравнений (12) в виде

𝛾

𝑔
𝛼′′
𝑛,𝑠 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑠𝛼+ 𝑘, 𝑛 = 𝑏𝑛,𝑠 −

(︃
𝐴𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑁+1

𝛼𝑘,𝑛𝜑𝑘

)︃
, 𝜑𝑠

)︃
, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁, (13)

Вычтем из (9) систему уравнений (13) и обозначим

𝑦𝑛,𝑠 = 𝛽𝑛,𝑠 − 𝛼𝑛,𝑠. (14)

Тогда получим

𝛾

𝑔
𝑦′′𝑛,𝑠 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑠𝑦𝑘,𝑛 = 𝑐𝑛,𝑁,𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁, (15)

где

𝑐𝑛,𝑁,𝑠 =

(︃
𝐴𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑁+1

𝛼𝑘,𝑛𝜑𝑠

)︃)︃
.

Учитывая тот факт, что в пространстве функций 𝐻2
0 (Ω) ⊂ 𝐿2(Ω) нормы ||𝐴𝑛𝑤||𝐿2(Ω) и

||Δ2𝑤||𝐿2(Ω) эквивалентны и что при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] по теореме 1⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

𝛼𝑘,𝑛𝜑𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐿2(Ω)

= 𝑂

(︂
1

𝑁2𝑟

)︂
получаем оценку

|𝑐𝑛,𝑁,𝑠| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝐴𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑁+1

𝛼𝑘,𝑛𝜑𝑘

)︃
, 𝜑𝑠

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐1

𝑁2𝑟−2
, (16)
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где константа 𝑐1 зависит только от величины 𝑟.
В силу (10), (11), (14) начальные условия для системы (15) можно считать нулевыми, т.е.

𝑦𝑛,𝑠(0) = 0, 𝑦′𝑛,𝑠(0) = 0.

Запишем систему (14) в матричной форме:

𝛾

𝑔
𝑌 ′′
𝑛 +𝑀𝑌𝑛 = 𝐶𝑛, (17)

где

𝑌 ′′
𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
𝑦′′𝑛,1
𝑦′′𝑛,2
. . .
𝑦′′𝑛,𝑁

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
𝑐𝑛,𝑁,1
𝑐𝑛,𝑁,2
. . .

𝑐𝑛,𝑁,𝑁

⎤⎥⎥⎦ , 𝑌𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
𝑦𝑛,1
𝑦𝑛,2
. . .
𝑦𝑛,𝑁

⎤⎥⎥⎦ ,
𝑀 = ((𝐴𝑛𝜑𝑘, 𝜑𝑠))

𝑠=1,...,𝑁
𝑘=1,...,𝑁 .

(18)

Рассмотрим характеристическое уравнение матрицы M⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒(𝐴𝑛𝜑1, 𝜑1)− 𝜆 (𝐴𝑛𝜑2, 𝜑1) . . . (𝐴𝑛𝜑𝑁 , 𝜑1)

(𝐴𝑛𝜑1, 𝜑2) (𝐴𝑛𝜑2, 𝜑2)− 𝜆 . . . (𝐴𝑛𝜑𝑁 , 𝜑2)
. . . . . . . . . . . .

(𝐴𝑛𝜑1, 𝜑𝑁 ) (𝐴𝑛𝜑2, 𝜑𝑁 ) . . . (𝐴𝑛𝜑𝑁 , 𝜑𝑁 )− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0. (19)

Так как оператор 𝐴𝑛 — положительно определённый, а {𝜑𝑘} образует ортогональный ба-
зис, то как показано в [11], все корни уравнения (19) являются положительными числами.
Таким оборазом, при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] все собственные числа матрицы 𝑀 вида (18) являют-
ся положительными. Как показано в [11], в этом случае при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] имеет место
неравенство

(𝑀𝑋,𝑋) ≥ 𝑐||𝑋||, (20)

где константа 𝑐 не зависит от 𝑁 , а зависит только от минимального собственного значения
опреатора 𝐴𝑛.

Умножим скалярно уравнение (17) на столбец 𝑌𝑛. Тогда с учётом того, что(︂
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑌𝑛, 𝑌𝑛

)︂
=

(︂
𝑑𝑌𝑛
𝑑𝑡

,
𝑑𝑌𝑛
𝑑𝑡

)︂
= ||𝑌𝑛||2,

получаем

𝛾

𝑔
||𝑌𝑛||2 + (𝑀𝑌𝑛, 𝑌𝑛) = (𝐶𝑛, 𝑌𝑛),

Далее из условий (20) и (16) следует

||𝑌𝑛||2 ≤ 𝑐||𝐶𝑛|| ≤
𝑐1

𝑁2𝑟−3
.

Отсюда для всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 получаем оценки

||𝑌𝑛||𝐿2(Ω) ≤
𝑐2

𝑁 𝑟−3/2
, (21)

где константа 𝑐2 не зависит от𝑁 , а зависит только от величины 𝑟 и минимального собственного
значения оператора 𝐴𝑛.

Из оценок (21) следует, что для всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑁
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𝛽𝑘,𝑁 (𝑡) → 𝛼𝑛,𝑘(𝑡) при 𝑁 → ∞

и порядок скорости сходимости последовательности {𝛽𝑘,𝑁 (𝑡)} равен 𝑂
(︀

1
𝑁2𝑟

)︀
.

В силу (9) и (13) функции 𝛽𝑘,𝑁 (𝑡) и 𝛼𝑘(𝑡) являются дважды дифференцируеми. Следова-
тельно, сходимость 𝛽𝑘,𝑁 (𝑡) → 𝛼𝑘(𝑡) является равномерной. Отсюда в силу равенства Парсе-
валя величина ||𝑤𝑛,𝑁 − 𝑆𝑛||𝐿2(Ω), где 𝑆𝑛 — частичная сумма ряда Фурье (11), имеет для всех
𝑡 ∈ [0;𝑇 ] порядок скорости сходимости равный 𝑂

(︀
1

𝑁2𝑟

)︀
.

Тем самым теорема доказана.

3. Вопросы скорости сходимости метода Бубнова–Галёркина при
численном расчёте напряжённо-деформированного состояния
нелинейной оболочки

Рассмотрим вопросы скорости сходимости метода Бубнова–Галёркина для нелинейных мо-
делей оболочек. Приведём рассуждения для нелинейной модели Кармана. Отметим, что ана-
логичные рассуждения проходят для весьма широкого класса нелинейных уравнений. Запи-
шем геометрически нелинейную модель оболочки с кусочно гладкой границей — модель Кар-
мана, где функции прогиба и усилий удовлетворяют краевым условиям в форме Неймана.{︃

𝛾
𝑔
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

= −𝐷Δ2𝑤 + 𝐿(𝑤,𝐹 ) + Δ𝑘𝐹 + 𝑞,
1
𝐸Δ

2𝐹 = −1
2𝐿(𝑤,𝑤)−Δ𝑘𝐹,

(22)

где функции прогиба и усилий удовлетворяют краевым и начальным условия:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑤|Γ = 𝜕𝑤

𝜕𝜂

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

𝐹 |Γ = 𝜕𝐹
𝜕𝜂

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑤0,
𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤1.

(23)

Будем предполагать, что решение задачи (22)–(23) рассматривается в области однознач-
ности изменения параметров и на конечном временном интервале 𝑡 ∈ (0;𝑇 ) в пространстве
𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2

0 (Ω)×𝐻2
0 (Ω)).

В данном случае имеет место следующая теорема.
Теорема 3.Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда скорость сходимости после-

довательности функций {𝑤*
𝑁 , 𝐹

*
𝑁}, полученных в результате применения метода Бубнова–

Галеркина к системе нелинейных уравнений (1), к решению этой системы (𝑤,𝐹 ) в простран-
стве 𝐿∞((0;𝑇 ), 𝐻2

0 (Ω)×𝐻2
0 (Ω)) имеет порядок 𝑂

(︀
1

𝑁2𝑟

)︀
.

Доказательство. Запишем системы равенств для решения (𝑤,𝐹 ) задачи (22)–(23) и для
приближённого решения {(𝑤*

𝑁 , 𝐹
*
𝑁 )}:{︂

𝛾 𝜕
2𝑤
𝜕𝑡2

= −𝐷Δ2𝑤 + 𝐿(𝑤,𝐹 ) + Δ𝑘𝐹 + 𝑞,
1
𝐸Δ

2𝐹 = −1
2𝐿(𝑤,𝑤)−Δ𝑘𝑤,

(24)

и {︃
𝛾
𝑔
𝜕2𝑤*

𝑁
𝜕𝑡2

= −𝐷Δ2𝑤*
𝑁 + 𝐿(𝑤*

𝑁 , 𝐹
*
𝑁 ) + Δ𝑘𝐹

*
𝑁 + 𝑞 +

∑︀
𝑛>𝑁 𝛼𝑛(𝑡)𝜑𝑛,

1
𝐸Δ

2𝐹 *
𝑁 = −1

2𝐿(𝑤
*
𝑁 , 𝑤

*
𝑁 )−Δ𝑘𝑤

*
𝑁 +

∑︀
𝑛>𝑁 𝛽𝑛(𝑡)𝜑𝑛,

(25)

где
∑︀

𝑛>𝑁 𝛼𝑛(𝑡)𝜑𝑛 — разложение в ряд Фурье функции
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𝛾

𝑔

𝜕2𝑤*
𝑁

𝜕𝑡2
−
(︀
−𝐷Δ2𝑤*

𝑁 + 𝐿(𝑤*
𝑁 , 𝐹

*
𝑁 ) + Δ𝑘𝐹

*
𝑁 + 𝑞

)︀
.

Вычтем из системы (24) систему равенств (25), тогда получим

⎧⎨⎩
𝛾
𝑔
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑤 − 𝑤*

𝑁 ) = −𝐷Δ2(𝑤 − 𝑤*
𝑁 ) + (𝐿(𝑤,𝐹 )− 𝐿(𝑤*

𝑁 , 𝐹
*
𝑁 )) + Δ𝑘(𝐹 − 𝐹 *

𝑁 )−
−
∑︀

𝑛>𝑁 𝛼𝑛(𝑡)𝜑𝑛,
1
𝐸Δ

2(𝐹 − 𝐹 *
𝑁 ) = −1

2(𝐿(𝑤,𝑤)− 𝐿(𝑤*
𝑁 , 𝑤

*
𝑁 ))−Δ𝑘(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )−
∑︀

𝑛>𝑁 𝛽𝑛(𝑡)𝜑𝑛,

(26)

Применим к системе (26) рассуждения, которые использовались в [5, гл. II, §2.2] при дока-
зательстве сходимости метода последовательных нагружений в динамическом случае, а имен-
но: умножим первое равенство системы (26) скалярно на функцию 𝜕

𝜕𝑡(𝑤−𝑤*
𝑁 ), продифферен-

цируем второе равенство по переменной 𝑡 и умножим скалярно на функцию (𝐹 − 𝐹 *
𝑁 ). Далее

сложим полученные равенства. В результате имеем:

𝜕
𝜕𝑡

(︁
𝛾
2𝑔

⃦⃦
𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )
⃦⃦2
𝐿2(Ω)

+ 𝐷
2 ‖Δ(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )‖
2
𝐿2(Ω) +

1
2𝐸 ‖Δ(𝐹−

−𝐹 *
𝑁 )‖

2
𝐿2(Ω)

)︁
=
(︀
𝐿(𝑤,𝐹 )− 𝐿(𝑤*

𝑁 , 𝐹
*
𝑁 ),

𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )
)︀
−(︀

𝐿(𝑤, 𝜕𝜕𝑡𝑤)− 𝐿(𝑤*
𝑁 ,

𝜕
𝜕𝑡𝑤

*
𝑁 ), 𝐹 − 𝐹 *

𝑁

)︀
+

+

(︂ ∑︀
𝑛>𝑁

𝛾(𝑡)𝜑𝑛, 𝐹 − 𝐹 *
𝑁

)︂
.

(27)

Преобразуем равенство (27), воспользовавшись следующими тождествами:

𝐿(𝑤,𝐹 ) = 𝐿(𝑤*
𝑁 , 𝐹

*
𝑁 ) = 𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*

𝑁 ) + 𝐿(𝐹 − 𝐹 *
𝑁 , 𝑤

*
𝑁 ),

𝐿(𝑤, 𝜕𝑤𝜕𝑡 )− 𝐿(𝑤*
𝑁 ,

𝜕𝑤*
𝑁

𝜕𝑡 ) = 𝐿(𝑤 − 𝑤*
𝑁 ,

𝜕𝑤
𝜕𝑡 )− 𝐿(𝑤*

𝑁 ,
𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )),(︀
𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*

𝑁 ),
𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )
)︀
= 1

2
𝜕
𝜕𝑡(𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*

𝑁 ), 𝑤 − 𝑤*
𝑁 )−

−1
2

(︀
𝐿(𝑤 − 𝑤*

𝑁 , 𝑤 − 𝑤*
𝑁 ),

𝜕
𝜕𝑡𝐹

)︀
.

В результате приходим к следующему неравенству, имеющему место при любом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]:

𝜕
𝜕𝑡

[︁
𝛾
2𝑔

⃦⃦
𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )
⃦⃦2
𝐿2(Ω)

− 1
2

(︁
𝐷
2 ‖Δ(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )‖
2
𝐿2(Ω)−

−|(𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*
𝑁 ), 𝑤 − 𝑤*

𝑁 )|) +
1
2𝐸 ‖Δ(𝐹 − 𝐹 *

𝑁 )‖2𝐿2(Ω)

]︁
≤

≤ 1
2

⃒⃒(︀
𝐿(𝑤 − 𝑤*

𝑁 , 𝑤 − 𝑤*
𝑁 ),

𝜕𝐹
𝜕𝑡

)︀⃒⃒
+
⃒⃒(︀
𝐿(𝑤 − 𝑤*

𝑁 , 𝐹 − 𝐹 *
𝑁 ),

𝜕𝑤
𝜕𝑡

)︀⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒(︂ ∑︀
𝑛>𝑁

𝛾𝑛(𝑡)𝜑𝑛, 𝐹 − 𝐹 *
𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Воспользуемся теперь известными фактами [12]:

|(𝑓, 𝜑)| ≤ ‖𝑓‖𝐿1(Ω) · ‖𝜑‖𝐿∞(Ω)

и

‖𝐿(𝑢, 𝑣)‖𝐿1(Ω) ≤ 𝑐1‖𝑢‖𝐻2(Ω) · ‖𝑣‖𝐻2(Ω),

где 𝐻2(Ω) — пространство Соболева.
На основании этих фактов из последнего неравенства следует:



ОГРАНИЧЕННЫЕ ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ И ВОПРОСЫ СХОДИМОСТИ . . . 119

𝜕
𝜕𝑡

[︁
𝛾
2𝑔

⃦⃦
𝜕
𝜕𝑡(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )
⃦⃦2
𝐿2(Ω)

− 1
2

(︁
𝐷
2 ‖Δ(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )‖
2
𝐿2(Ω)−

−|(𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*
𝑁 ), 𝑤 − 𝑤*

𝑁 )|) +
1
2𝐸 ‖Δ(𝐹 − 𝐹 *

𝑁 )‖2𝐿2(Ω)

]︁
≤

≤ 𝑐1‖𝑤 − 𝑤*
𝑁‖2𝐻2(Ω) ·

⃦⃦
𝜕𝐹
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

+ 𝑐2‖𝑤 − 𝑤*
𝑁‖2𝐻2(Ω) ·

⃦⃦
𝜕𝑤
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

+

+𝑐2‖𝐹 − 𝐹 *
𝑁‖2𝐻2(Ω) ·

⃦⃦
𝜕𝑤
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

+

⃦⃦⃦⃦ ∑︀
𝑛>𝑁

𝛾𝑛(𝑡)𝜑𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)

· ‖𝐹 − 𝐹 *
𝑁‖𝐻2(Ω).

(28)

Далее, в силу того, что мы рассматриваем случай однозначности решения модельной
задачи, оператор 𝐷Δ2 ∙ −𝐿(𝐹, ∙) является положительно определённым в пространстве
𝐻0

2 (Ω) ⊂ 𝐿2(Ω). Тогда [5, гл. II, §2.2] имеем:

𝐷

2
‖Δ(𝑤 − 𝑤*

𝑁 )‖2𝐿2(Ω) − |(𝐿(𝐹,𝑤 − 𝑤*
𝑁 ), 𝑤 − 𝑤*

𝑁 )| ≥ 𝑐3‖Δ(𝑤 − 𝑤*
𝑁 )‖2𝐿2(Ω).

Известно, что для 𝑉 ∈ 𝐻0
2 (Ω) нормы ‖Δ𝑉 ‖𝐿2(Ω) и ‖Δ𝑉 ‖𝐻2(Ω) эквиваленты, поэтому из

неравества (28) следует неравенство:

𝑐4‖Δ(𝑤 − 𝑤*
𝑁 )‖2𝐻2(Ω) + 𝑐5‖Δ(𝐹 − 𝐹 *

𝑁 )‖2𝐻2(Ω) ≤
≤ 𝑐1

´ 𝑙
0 ‖𝑤 − 𝑤*

𝑁‖2𝐻2(Ω)

⃦⃦
𝜕𝐹
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

𝑑𝑆+

+𝑐2
´ 𝑙
0 ‖𝑤 − 𝑤*

𝑁‖2𝐻2(Ω)

⃦⃦
𝜕𝑤
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

𝑑𝑆+

+𝑐2
´ 𝑙
0 ‖𝐹 − 𝐹 *

𝑁‖2𝐻2(Ω)

⃦⃦
𝜕𝑤
𝜕𝑡

⃦⃦
𝐿∞(Ω)

𝑑𝑆+

+
´ 𝑙
0

⃦⃦⃦⃦ ∑︀
𝑛>𝑁

𝛾𝑛(𝑡)𝜑𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)

‖𝐹 − 𝐹 *
𝑁‖2𝐻2(Ω)𝑑𝑆+

.

(29)

В силу теоремы 1 функции 𝑤*
𝑁 , 𝐹

*
𝑁 принадлежат области определения оператора Δ2𝑟+2.

Отсюда в силу теоремы 2 порядок сходимости частичных сумм рядов Фурье для функций

𝛾

𝑔

𝜕2𝑤*
𝑁

𝜕𝑡2
−
(︀
−𝐷Δ2𝑤*

𝑁 + 𝐿(𝑤*
𝑁 , 𝐹

*
𝑁 ) + Δ𝑘𝐹

*
𝑁 + 𝑞

)︀
,

и
1

𝐸
Δ2𝐹 *

𝑁 −
(︂
−1

2
𝐿(𝑤*

𝑁 , 𝑤
*
𝑁 )−Δ𝑘𝐹

*
𝑁

)︂
,

равен 𝑂
(︀

1
𝑁2𝑟

)︀
. Следовательно,⃦⃦⃦⃦ ∑︀

𝑛>𝑁

𝛾𝑛(𝑡)𝜑𝑛

⃦⃦⃦⃦
= 𝑂

(︀
1

𝑁2𝑟

)︀
, при 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]. (30)

Из равеств (29) и (30) получаем, что при малых значениях 𝑡1 для всех 𝑡 ∈ [0; 𝑡1]

‖𝑤 − 𝑤*
𝑁‖𝐻2(Ω) = 𝑂

(︀
1

𝑁2𝑟

)︀
, ‖𝐹 − 𝐹 *

𝑁‖𝐻2(Ω) = 𝑂
(︀

1
𝑁2𝑟

)︀
. (31)

Из равенства (29) следует, что неравенство (31) имеет место на интервале (0; 𝑡3), в случае
малости величины 𝑡3 − 𝑡2. Таким образом (31) имеет место для всех 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

Тем самым теорема доказана.

4. Замечание

В теореме 3 получена оценка скорости сходимости метода Бубнова–Галёркина в случае, ко-
гда в качестве ортонормированной системы функций рассматриваются собственные функции
оператора Δ2. Можно показать, что аналогичные оценки имеют место в случае ортогональной
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системы функций, удовлетворяющих граничным условиям модельной задачи. Такую систему
функций можно построить, когда граница области Ω является кусочно-алгебраической, т.е.
𝜎Ω = Γ = ∪

𝑖
Γ𝑖, где Γ𝑖 определена алгебраическими уравнениями 𝜇𝑖(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿.

Введём вспомогательную фукнцию

𝛾(𝑥, 𝑦) =

𝐿∏︁
𝑖=1

𝜇𝑖(𝑥, 𝑦).

Затем определим систему функций

𝒫 = {𝑝𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦) : 𝑝𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦) = 𝛾2(𝑥, 𝑦)𝑥𝑖𝑦𝑗}, 𝑖 ∈ N+, 𝑗 ∈ N+.

Система 𝒫 является полной системой функций [13]. Проведём ортогонализацию и нормиро-
вание построенной таким образом системы функций 𝒫, используя процесс Гильберта–
Шмидта. Таким образом, получим полную ортонормированную систему функций, которую
будем использовать для поиска требуемого решения в виде разложения по этой системе мето-
дом Бубнова–Галёркина.

В работах [14–19] был разработан численный алгоритм построения ортогональной системы
функций, удовлетворяющих граничным условиям, отвечающим жесткому закреплению краёв
оболочки для оболочек с кусочно-алгебраическими границами, приведены примеры численно-
го расчёта напряжённо-деформированного состояния оболочек методом Бубнова–Галёркина.
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