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Аннотация

В работе описывается техника, придуманная Н. П. Романовым для доказательства его
теоремы о том, что нижняя асимптотическая плотность суммы множества простых и мно-
жества степеней фиксированного натурального числа положительна, которая также поз-
воляет заменить в этой теореме второе множество другим — с похожими распределением
и арифметикой. Описываются условия на второе множество, достаточные для получения
аналога теоремы, и приводится пример множества с похожим распределением, но с другой
арифметикой, для которого эти достаточные условия не выполняются. Доказывается, что
для указанного множества аналог теоремы Романова неверен.
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Abstract

In paper we describe the way N. P. Romanoff proved his additive theorem and sufficient
conditions to obtain its analogues for sets with similar distribution and arithmetic. Also the
example of set with similar distribution but with different arithmetic is given. We prove that
the Romanoff theorem’s analogue for this set is incorrect.
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1. Введение

Рассмотрим возрастающую последовательность натуральных чисел (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1, у которой

функция распределения 𝑈 (𝑥) = #{𝑚 : 𝑢𝑚 6 𝑥} удовлетворяет условию

lim
𝑥→∞

𝑈 (𝑥)

log 𝑥
= 𝐴 > 0. (1)

Условие возрастания можно, без ущерба для дальнейших выкладок, заменить на более
слабое, но для удобства изложения мы его оставим. Согласно асимптотическому закону,
𝜋 (𝑥) ∼ 𝑥

log 𝑥 при 𝑥 → ∞. Через 𝑝 будем обозначать произвольное простое число. Тогда

1Работа автора поддержана грантом ГФ4-0816 Комитета науки МОН РК "Проблемы теории приближений
и смежные вопросы".



52 А. Н. ВАСИЛЬЕВ

#{(𝑝, 𝑢𝑚) : 𝑝 6 𝑥
2 , 𝑢𝑚 6

𝑥
2} ≫ 𝑥 (здесь и далее 𝑥 — достаточно большое вещественное число),

откуда для количества представлений 𝑟 (𝑛) = 𝑟 (𝑛; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) = #{(𝑝, 𝑢𝑚) : 𝑛 = 𝑝+𝑢𝑚} следует

соотношение ∑︁
𝑛6𝑥

𝑟 (𝑛) ≫ 𝑥. (2)

В 1934 г. появилась статья Н. П. Романова [1], в которой была разработана техника, позво-
лившая для широкого класса последовательностей получить теоремы о положительной ниж-
ней асимптотической плотности суммы 𝒫 + 𝒰 , где 𝒫 — множество простых чисел, а 𝒰 —
множество всех членов последовательности (𝑢𝑚)

∞
𝑚=1, т. е. результаты типа∑︁

𝑛6𝑥

𝑠𝑔𝑛 (𝑟 (𝑛)) ≫ 𝑥. (3)

Последовательностью, которую рассматривал сам Романов, была 𝑢𝑚 = 𝑎𝑚, где 𝑎 > 2 — фикси-
рованное натуральное число. Ключевым моментом его доказательства было получение оценки∑︁

𝑛6𝑥

𝑟2 (𝑛) ≪ 𝑥, (4)

откуда, согласно неравенству Коши–Буняковского–Шварца, с учетом (2) немедленно следует
требуемое: ∑︁

𝑛6𝑥

𝑠𝑔𝑛 (𝑟 (𝑛)) >

(︃∑︁
𝑛6𝑥

𝑟 (𝑛)

)︃2(︃∑︁
𝑛6𝑥

𝑟2 (𝑛)

)︃−1

≫ 𝑥.

В свою очередь, оценка (4) в его подходе базируется на следующем результате, который до-
казывается методами решета [2]: для четного ненулевого числа 𝑏 справедливо соотношение

#{𝑝 : 𝑝 6 𝑥, |𝑝+ 𝑏| ∈ 𝒫} ≪ 𝑥

log2 𝑥

∏︁
𝑝|𝑏

(︂
1 +

1

𝑝

)︂
.

Введем следующие обозначения:

𝛼𝑖 (𝑘; 𝑑) = 𝛼𝑖 (𝑘; 𝑑; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) =

1

𝑘
#{𝑚 : 𝑢𝑚 ≡ 𝑖 (mod 𝑑),𝑚 6 𝑘},

ℎ (𝑥) = ℎ (𝑥; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) =

∑︁
𝑑6𝑥

(︃
𝜇2 (𝑑)

𝑑

𝑑−1∑︁
𝑖=0

(𝛼𝑖 (𝑈 (𝑥) ; 𝑑; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1))

2

)︃
.

Сформулируем теперь утверждение (похожая теорема в явном виде имеется в [3]), следующее
из выкладок доказательства Романова, которое позволяет получать аналоги его теоремы для
различных последовательностей:
Теорема. Если для последовательности (𝑢𝑚)

∞
𝑚=1 с функцией распределения, удовлетворяю-

щей (1), справедливо соотношение

ℎ (𝑥; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) ≪ 1, (5)

то для нее выполняется аналог теоремы Романова, а именно, оценка (3).
В 1951 г. П. Эрдеш [4] заменил в теореме Романова 𝑢𝑚 = 𝑎𝑚 на 𝑢𝑚 = 𝑓 (𝑎𝑚), где 𝑓 — мно-

гочлен с целыми коэффициентами. Позже, уже в 2010 г. К. С. Э. Ли [5] был получен ее аналог
для последовательности Фибоначчи (автором [6] было представлено другое доказательство
этого факта), а в 2013 г. вышли статьи К. Балло и Ф. Лучи [7], а также А. Дубицкаса [3],
содержащие ее обобщения для случая линейной рекурренты (в [3] порядок рекурренты был
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равен двум). Все эти результаты опирались на описанный выше подход Романова. Создается
впечатление, что условие (1) является определяющим. Однако, это не так. Источник таких
аналогов — похожая арифметика указанных последовательностей, в частности, тот факт, что
они периодичны по произвольному модулю (разумеется, одного этого наблюдения недостаточ-
но). Благодаря этому для всех этих последовательностей справедливо условие (5).

2. Последовательность центральных биномиальных коэффици-
ентов

Здесь будет приведен пример последовательности, для которой выполняется условие (1),
но не выполняются условия (3) и (5). Действительно, рассмотрим последовательность цен-
тральных биномиальных коэффициентов:

𝑢𝑚 =

(︂
2𝑚

𝑚

)︂
.

По формуле Стирлинга имеем:
(︀
2𝑚
𝑚

)︀
∼ 4𝑚√

𝜋𝑚
при 𝑚 → ∞, поэтому условие (1) выполнено. Но,

как показывает следующая лемма (похожая на нее по содержанию имеется в [8]), эта после-
довательность непериодична по простому модулю, причем имеет место заметная асимметрия
в распределении остатков ее членов по простому модулю.
Лемма. Пусть 𝑝 — нечетное простое число, 𝑢𝑚 =

(︀
2𝑚
𝑚

)︀
и 𝑡 = ⌊ log 𝑘log 𝑝⌋. Тогда

𝛼0 (𝑘; 𝑝; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) > 1− 2

(︂
1

2
+

1

2𝑝

)︂𝑡
.

В частности, если 𝑝 6
√
𝑘, то

𝛼0 (𝑘; 𝑝; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) >

1

9
.

Замечание. Из леммы вытекает оценка снизу для среднего квадратического тригоно-
метрических сумм по центральным биномиальным коэффициентам при 𝑝 6

√
𝑘:⎯⎸⎸⎷1

𝑝

𝑝∑︁
𝑎=1

|
𝑘∑︁

𝑚=1

𝑒
2𝜋𝑖𝑎𝑢𝑚

𝑝 |2 > 𝑘

9

Доказательство. Любое натуральное число 1 6 𝑚 6 𝑘 имеет запись 𝑎𝑡𝑎𝑡−1...𝑎0 в 𝑝-
ичной системе счисления (первые несколько цифр могут быть нулями). По теореме Куммера
[9], показатель степени 𝑝 в разложении

(︀
2𝑚
𝑚

)︀
равен количеству переносов при сложении в 𝑝-

ичной системе счисления числа𝑚 с самим собой. Поэтому 𝑝 -
(︀
2𝑚
𝑚

)︀
тогда, и только тогда, когда

все 𝑎𝑖 6
𝑝−1
2 . Также ясно, что 𝑎𝑡 6 𝑘

𝑝𝑡 . Отсюда следует, что чисел 1 6 𝑚 6 𝑘, для которых

𝑝 -
(︀
2𝑚
𝑚

)︀
, не более (︂

1 +
𝑘

𝑝𝑡

)︂(︂
𝑝+ 1

2

)︂𝑡
6 2𝑘

(︂
1

2
+

1

2𝑝

)︂𝑡
.

Таким образом,

𝛼0 (𝑘; 𝑝; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) > 1− 2

(︂
1

2
+

1

2𝑝

)︂𝑡
.

Лемма доказана.
Теперь сформулируем теорему о невыполнении достаточного условия (5) для нашей последо-
вательности.
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Теорема 1. Для последовательности центральных биномиальных коэффициентов 𝑢𝑚=
(︀
2𝑚
𝑚

)︀
выполняется условие (1), но не выполняется условие (5), а именно,

ℎ (𝑥; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1) ≫ log log log 𝑥.

Доказательство. Применяя лемму, получаем:

ℎ (𝑥) =
∑︁
𝑑6𝑥

(︃
𝜇2 (𝑑)

𝑑

𝑑−1∑︁
𝑖=0

(𝛼𝑖 (𝑈 (𝑥) ; 𝑑))2
)︃
>

∑︁
36𝑝6

√
𝑈(𝑥)

(︃
1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑖=0

(𝛼𝑖 (𝑈 (𝑥) ; 𝑝))2
)︃

>
∑︁

36𝑝6
√
𝑈(𝑥)

(︂
1

𝑝
(𝛼0 (𝑈 (𝑥) ; 𝑝))2

)︂
>

1

81

∑︁
36𝑝6

√
𝑈(𝑥)

1

𝑝
≫ log log

√︀
𝑈 (𝑥) ≫ log log log 𝑥,

что и требовалось.
В следующей теореме показывается, что для последовательности центральных биномиальных
коэффициентов аналог теоремы Романова неверен.
Теорема 2. Для последовательности 𝑢𝑚 =

(︀
2𝑚
𝑚

)︀
при 𝑥→ ∞ справедливо соотношение∑︁

𝑛6𝑥

𝑠𝑔𝑛 (𝑟 (𝑛; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1)) = 𝑜 (𝑥) .

Доказательство. Зафиксируем 𝜀 > 0. Пусть 𝑝𝑖 — 𝑖-ое по счету простое число, 𝑠 — некоторое
натуральное число. Введем обозначения:

𝜈1 = #{𝑛 : 𝑛 6 𝑥, 𝑛 = 𝑝+ 𝑢𝑚, 𝑝 6 𝑝𝑠},

𝜈2 = #{𝑛 : 𝑛 6 𝑥, 𝑛 = 𝑝+ 𝑢𝑚, 𝑝 > 𝑝𝑠, (𝑝1𝑝2...𝑝𝑠) | 𝑢𝑚},

𝜈2 = #{𝑛 : 𝑛 6 𝑥, 𝑛 = 𝑝+ 𝑢𝑚, 𝑝 > 𝑝𝑠, (𝑝1𝑝2...𝑝𝑠) - 𝑢𝑚}.

Легко видеть, что ∑︁
𝑛6𝑥

𝑠𝑔𝑛 (𝑟 (𝑛; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1)) = 𝜈1 + 𝜈2 + 𝜈3.

Так как 𝑢𝑚 > 2𝑚, то

𝜈1 6
𝑠

log 2
log 𝑥.

Ясно, что среди любых 𝑝1𝑝2...𝑝𝑠 последовательных натуральных чисел существует не более
𝜙 (𝑝1𝑝2...𝑝𝑠) чисел 𝑛, представимых в виде 𝑛 = 𝑝+ 𝑢𝑚, где 𝑝 > 𝑝𝑠 и (𝑝1𝑝2...𝑝𝑠) | 𝑢𝑚, поскольку
каждое такое 𝑛 взаимно просто с 𝑝1𝑝2...𝑝𝑠. Отсюда

𝜈2 6 𝑥

(︂
1− 1

𝑝1

)︂(︂
1− 1

𝑝2

)︂
...

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂
+ 𝑝1𝑝2...𝑝𝑠.

Введем новое обозначение:

𝜈3,𝑖 = #{𝑛 : 𝑛 6 𝑥, 𝑛 = 𝑝+ 𝑢𝑚, 𝑝 > 𝑝𝑠, 𝑝𝑖 - 𝑢𝑚}.

Тогда

𝜈3 6
𝑠∑︁
𝑖=1

𝜈3,𝑖.
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Все центральные биномиальные коэффициенты четны, поэтому 𝜈3,1 = 0. Для 2 6 𝑖 6 𝑠,
согласно лемме, индексов 𝑚 6 𝑈 (𝑥), для которых 𝑝𝑖 - 𝑢𝑚, не более

2

(︂
1

2
+

1

2𝑝𝑖

)︂⌊ log𝑈(𝑥)
log 𝑝𝑖

⌋
𝑈 (𝑥) 6 2

(︂
3

4

)︂ log𝑈(𝑥)
log 𝑝𝑖

−1

𝑈 (𝑥) =

=
8

3
(𝑈 (𝑥))

1− log 4
3

log 𝑝𝑖 6
8

3
(𝑈 (𝑥))

1− log 4
3

log 𝑝𝑠 6
8

3 log 2
(log 𝑥)

1− log 4
3

log 𝑝𝑠 .

Поскольку при достаточно больших 𝑥 (𝑥 > 𝑥0) справедлива оценка 𝜋 (𝑥) 6 2 𝑥
log 𝑥 , для 2 6 𝑖 6 𝑠

получаем: 𝜈3,𝑖 6 16
3 log 2𝑥(log 𝑥)

− log 4
3

log 𝑝𝑠 . Отсюда

𝜈3 6
16

3 log 2
(𝑠− 1)𝑥(log 𝑥)

− log 4
3

log 𝑝𝑠 .

Выберем теперь 𝑠 = 𝑠 (𝜀) таким образом, чтобы(︂
1− 1

𝑝1

)︂(︂
1− 1

𝑝2

)︂
...

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂
6
𝜀

4
.

Это можно сделать, поскольку соответствующее бесконечное произведение, как известно, рас-
ходится к нулю. Далее возьмем такое 𝑋 (𝜀) > 𝑥0, чтобы при 𝑥 > 𝑋 (𝜀) одновременно выпол-
нялись следующие неравенства:

𝑠

log 2
log 𝑥 6

𝜀

4
𝑥,

𝑝1𝑝2...𝑝𝑠 6
𝜀

4
𝑥,

16

3 log 2
(𝑠− 1) (log 𝑥)

− log 4
3

log 𝑝𝑠 6
𝜀

4
.

Тогда при 𝑥 > 𝑋 (𝜀) справедлива оценка∑︁
𝑛6𝑥

𝑠𝑔𝑛 (𝑟 (𝑛; (𝑢𝑚)
∞
𝑚=1)) = 𝜈1 + 𝜈2 + 𝜈3 6 𝜀𝑥.

Теорема доказана.

3. Заключение

Используя полученные в статье результаты, нетрудно показать, что последовательность,
полученная объединением последовательности степеней двойки и последовательности цен-
тральных биномиальных коэффициентов в одну, удовлетворяет условию (3), но не удовлетво-
ряет условию (5), что означает, что достаточное условие (5) не является необходимым.

В заключение, автор благодарит академика РАН Конягина С. В. за очень плодотворные
обсуждения.
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Journal für die reine und angewandte Mathematik, Vol. 44, pp. 93–146.

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, Казахстанский филиал

Получено 15.05.2016 г.
Принято в печать 12.12.2016 г.


