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Аннотация

В работе рассматривается задача о числе 𝑝2–разбиений плоскости на полимино задан-
ной площади. Полимино представляет собой связную фигуру на плоскости, составленную
из конечного числа единичных квадратов, примыкающих друг к другу по сторонам. В на-
стоящее время активно исследуются различные перичислительные комбинаторные задачи,
связанные с полимино. Представляет интерес подсчет числа полимино определенных клас-
сов, а также подсчет числа разбиений конечных фигур или всей плоскости на полимино
определенного типа. Разбиение называется 𝑝2–разбиением, если любую фигуру разбиения
можно перевести в любую другую фигуру параллельным переносом или центральной сим-
метрией, причем это преобразование переводит все разбиение в себя. 𝑝2-разбиения явля-
ются частным случаем правильных разбиений плоскости. Пусть 𝑡(𝑛) – число 𝑝2–разбиений
плоскости на полимино площади 𝑛, решетка периодов которых является подрешеткой ре-
шетки Z2. Доказано, что справедливо неравенство 𝐶12

𝑛 ≤ 𝑡(𝑛) ≤ 𝐶2𝑛
4(2.68)𝑛. При до-

казательстве нижней оценки использована явная конструкция, позволяющая построить
требуемое число 𝑝2–разбиений плоскости. Доказательство верхней оценки основано на
критерии Конвея существования 𝑝2–разбиений плоскости, а также на теории самонепе-
ресекающихся блужданий на квадратной решетке. Ранее аналогичные результаты были
получены авторами в задаче подсчета числа решетчатых разбений плоскости на полимино
заданной площади, а также в задаче подсчета числа решетчатых разбиений плоскости на
центрально-симметричные полимино.

Ключевые слова: разбиения, правильные разбиения, кристаллографические группы, 𝑝2-
разбиения, полимино, самонепересекающиеся блуждания.
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Abstract

We consider the problem about a number of 𝑝2–tilings of a plane by a given area polyominoes.
A polyomino is a connected plane geometric figure formed by joining one or more unit
squares edge to edge. At present, various combinatorial enumeration problems connected to
the polyomino are actively studied. There are some interesting problems on enuneration of
various classes of polyominoes and enumeration of tilings of finite regions or a whole plane by
polyominoes. The tiling is called 𝑝2–tiling, if each tile can be mapped to any other tile by the
translation or the central symmetry, and this transformation maps the whole tiling to itself.
𝑝2-tilings are special case of regular plane tilings. Let 𝑡(𝑛) be a number of 𝑝2–tilings of a plane
by a 𝑛-area polyomino such that the lattices of periods of these tilings are sublattices of Z2.
It is proved that following inequality is true: 𝐶12

𝑛 ≤ 𝑡(𝑛) ≤ 𝐶2𝑛
4(2.68)𝑛. To prove the lower
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bound we use the exact construction of required tilings. The proof of the upper bound is based
on the Conway criterion of the existence of 𝑝2–tilings of a plane. Also, the upper bound depends
on the theory of self-avoiding walks on the square lattice. Earlier similar results were obtained
by authors for the number of lattice tilings of a plane by a given area polyomino (it’s more
simple type of a plane tilings by polyomino), and for the number of lattice tilings of the plane
by centrosimmetrical polyomino.

Keywords: tilings, regular tilings, crystallographic groups, 𝑝2-tilings, polyomino, self-avoiding
walks.
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1. Введение

Полимино, как известно, представляет собой фигуру на плоскости, составленную из конеч-
ного числа единичных квадратов (клеток), которая сильно связна, то есть из любой клетки в
любую другую клетку этого полимино можно попасть, переходя по общим сторонам смежных
клеток.

Пример полимино изображен на рис. 1.
Это понятие и сам термин полимино были введены в 1953 году С. В. Голомбом [9], [22], и

с тех пор привлекли внимание как любителей занимательной математики, так и профессио-
нальных исследователей всего мира.

Большой вклад в популяризацию математических задач, связанных с полимино, внес
М. Гарднер, который в своей рубрике "Математические игры"в журнале Scientific American
опубликовал серию статей, обсуждающих эти проблемы, а затем включил соответствующие
главы в свои книги [18]- [21].

Одной из основных задач было определение числа 𝑎𝑛 всевозможных полимино (разных
с точностью до трансляции) заданной площади 𝑛 и числа 𝑏𝑛 всевозможных типов полимино
(разных с точностью до движения — трансляций, поворотов, отражений), состоящих из за-
данного числа клеток. Легко понять, что 𝑏𝑛 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 8𝑏𝑛. Кларнер доказал [11] существование
отличной от нуля константы роста 𝛼 = lim𝑛→∞ 𝑛

√
𝑎𝑛 = lim𝑛→∞

𝑛
√
𝑏𝑛, что означает экспонен-

циальный характер роста чисел 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛. Сейчас доказано, что 𝛼 > 4 [2] и 𝛼 < 4, 65 [12]. В
работе [10] вычислены точные значения 𝑎𝑛 для 𝑛 ≤ 56.

Учитывая сложность задачи оценки 𝑎𝑛 или 𝑏𝑛, были предприняты попытки выделить клас-
сы полимино особого вида, для которых такие оценки возможны. Подробный обзор работ по
подсчету числа классов полимино можно найти в [3].

Одной из самых важных и пока не решенных задач, связанных с полимино, является
нахождение необходимого и достаточного условия существования разбиения плоскости на за-
данные полимино. В работе [21] найдены все классы полимино, разбивающие плоскость, с
числом клеток 𝑛 ≤ 7. Позднее для 𝑛 ≤ 9 аналогичное исследование было проведено в [16].
В работах [15] и [14] для всех полимино площади 𝑛 с 𝑛 ≤ 14 и 𝑛 ≤ 25 соответственно найде-
ны периодические разбиения плоскости на данное полимино с минимальным числом клеток в
фундаментальной области решетки периодов или доказано отсутствие периодических разби-
ений на заданное полимино.

Хорошо известно, что задача о существовании алгоритма, позволяющего установить, суще-
ствует ли разбиение плоскости из данного конечного набора фигур-прототайлов, тесно связа-
на с задачей о существовании непериодичекого разбиения из заданного набора прототайлов.
Амман, Грюнбаум и Шепард [1] показали, что существует набор из 3 полимино, разбива-
ющих плоскость только непериодически. Как следствие, ими было показано, что задача об
определении того, существует ли разбиение плоскости на полимино из заданного набора, ал-
горитмически неразрешима. Неизвестно, является ли алгоритмически разрешимой задача о
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существовании разбиения плоскости на заданное полимино. Это связано с тем, что в настоящее
время неизвестно, существует ли полимино, разбивающее плоскость только непериодически.

Поскольку мы не можем решать общую задачу, связанную с разбиениями на полимино,
возникает задача об изучении разбиений отдельных типов, простейшими из которых являются
решетчатые разбиения.

Определение 1. Разбиение называется решетчатым, если любую фигуру разбиения
можно перевести в любую другую фигуру параллельным переносом, причем это преобра-
зование переводит все разбиение в себя.

Без ограничения общности можно считать, что все вершины полимино являются точками
целочисленной решетки Z2. Можно доказать, что любое решетчатое разбиение плоскости то-
пологически эквивалентно (гомеоморфно) одному из двух разбиений, а именно: правильному
разбиению плоскости на квадраты или на правильные шестиугольники. Пусть 𝑛 — площадь
полимино, то есть полимино состоит из 𝑛 квадратов площадью 1 квадратная единица каж-
дый. Возникает задача подсчитать число 𝑇 (𝑛) решетчатых разбиений плоскости на полимино
заданной площади 𝑛, решетка периодов которых является подрешеткой Z2. Числа 𝑇 (𝑛) для
малых значений 𝑛 были вычислены в работах Роудса [16] и Малеева [23]. В работе [24] была
рассмотрена задача подсчета числа решетчатых разбений плоскости на полимино заданной
площади с заданными решетками. Задача о числе решетчатых разбиений плоскости на поли-
мино заданной площади, топологически эквивалентных правильному разбиению плоскости на
квадраты, рассмотрена в работе Брлеко и Фросини [4]. Кроме того в работе [8] был предложен
алгоритм сложности 𝑂(𝑛2) позволяющий определить, порождает ли полимино площади 𝑛 ре-
шетчатое разбиение плоскости. Позднее данный алгоритм был усовершенствован в работе [5].

В работах [26], [27] было показано, что для числа 𝑇 (𝑛) решетчатых разбиений плоскости
на полимино заданной площади 𝑛, решетка периодов которых является подрешеткой решетки
Z2, верна следующая оценка

2𝑛−3 + 2[
𝑛−3
2

] ≤ 𝑇 (𝑛) ≤ 𝐶(𝑛+ 1)3(2, 7)𝑛+1. (1)

Позже в работе [28] было показано, что для числа 𝑇𝑐(𝑛) решетчатых разбиений плоскости
на центрально–симметричные полимино заданной площади 𝑛 справедлива оценка

𝑐1(
√
2)

𝑛 ≤ 𝑇𝑐(𝑛) ≤ 𝑐2(𝑛+ 1)2(
√
2.68)𝑛. (2)

Следующим по сложности после решетчатых разбиений являются правильные разбиения
плоскости.

Определение 2. Разбиение называется правильным, если для любых двух его фигур су-
ществует движение из группы симметрий этого разбиения, переводящее одну фигуру в дру-
гую и при этом все разбиение в себя.

Очевидно, что решетчатые разбиения являются частным случаем правильных разбиений.
Правильные разбиения классифицируются по группам симметрии ячейки разбиения, кото-
рых всего 17 (кристаллографические группы). Решетчатым разбиениям соответствует группа
𝑝1, следующей по сложности является группа 𝑝2, порожденная решеткой и преобразованием
центральной симметрии. Изучению разбиений, правильных относительно конкретных кри-
сталлографических групп посвящен целый ряд работ. Например, в работах [6], [7] представ-
лен компьютерный алгоритм перечисления правильных разбиений на полимино с конкретной
кристаллографической группой 𝑝4 с ограничением на количество клеток в полимино.

Мы будем рассматривать 𝑝2–разбиения плоскости на гомеоморфные диску полимино. Так-
же мы будем предполагать, что решетка периодов разбиения является подрешеткой целочис-
ленной решетки Z2.
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Определение 3. Разбиение называется 𝑝2–разбиением, если любую фигуру разбиения
можно перевести в любую другую фигуру параллельным переносом или центральной сим-
метрией, причем это преобразование переводит все разбиение в себя.

Пример 𝑝2-разбиения плоскости на полимино изображен на рис. 2.

Рис. 1. Полимино. Рис. 2. Пример 𝑝2–разбиения.

В настоящей статье мы докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Для числа 𝑡(𝑛) 𝑝2–разбиений плоскости на полимино заданной площади 𝑛,
решетка периодов которых является подрешеткой решетки Z2, имеет место следующая
оценка:

𝐶12
𝑛 ≤ 𝑡(𝑛) ≤ 𝐶2𝑛

4(2.68)𝑛. (3)

2. Нижняя оценка на число 𝑝2–разбиений на полимино заданной
площади

Рассмотрим оценку снизу. Пусть 𝑛 — площадь полимино. Берем произвольную последо-
вательность 𝑤 из нулей и единиц длины 𝑛− 1. Строим по ней ломаную следующим образом:
0 в последовательности соответствует сдвигу вправо, 1 в последовательности соответствует
сдвигу вверх. Далее сдвигаем ломаную на вектор (−1; 1). Полученная ломаная с исходной не
пересекаются. Дополняем эти две ломаные двумя "уголками"до образования полимино. Легко
видеть, что получили полимино площади 𝑛 (см. рис. 3).

код ломаная полимино

Рис. 3. Пример образования полимино из кода.

В работах [26], [27] было показано, что все полимино, получаемые таким образом, дают ре-
шетчатые разбиения плоскости с решеткой периодов, порождаемой векторами (−1; 1) и (𝑛; 1).
Более того, среди данных разбиений имеется не менее 𝑐12𝑛 различных (появление константы
𝑐1 объясняется тем, что соответствующие разным последовательностям 𝑤 полимино иногда
могут совпадать с точностью до движения).

Возьмем полимино 𝑓1 площади 𝑛, построенное по последовательности 𝑤. Пристыкуем к
𝑓1 полимино, полученное из него центральной симметрией относительно середины вертикаль-
ного отрезка "правого уголка"в случае, когда последовательность 𝑤 заканчивается на 0, и
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центральной симметрией относительно середины гризонтального отрезка "правого уголка", в
случае, когда последовательность 𝑤 заканчивается на 1(см. рис. 4). Полученное полимино 𝑓2
будет центрально–симметричным полимино площади 2𝑛.

Рис. 4. Построение полимино 𝑓2 по 𝑓1.

Легко видеть, что если 𝑓1 соответствует последовательности 𝑤 = 𝑤1𝑤2 . . . 𝑤𝑛−1𝑤𝑛, то 𝑓2
может быть получено из последовательности 𝑤′ = 𝑤1𝑤2 . . . 𝑤𝑛−1𝑤𝑛𝑤𝑛𝑤𝑛𝑤𝑛−1 . . . 𝑤2𝑤1. Сле-
довательно, 𝑓2 порождает решетчатое разбиение плоскости. Поскольку 𝑓2 состоит из двух
центрально симметричных копий 𝑓1, полимино 𝑓1 порождает 𝑝2-разбиение плоскости, что и
дает нам нижнюю оценку

𝐶12
𝑛 ≤ 𝑡(𝑛). (4)

3. Верхняя оценка на число 𝑝2–разбиений на полимино заданной
площади

Вместо площади будем теперь фиксировать периметр полимино. Обозначим через 𝑡′(𝑝)
число 𝑝2–разбиений плоскости на полимино полупериметра 𝑝. Данное определение корректно,
так как периметр любого полимино — четное число.

Для 𝑝2–разбиения существует критерий Конвея [17], устанавливающий при каких условиях
полимино задает 𝑝2–разбиение, а именно:

Теорема 2. Полимино порождает 𝑝2–разбиение плоскости тогда и только тогда, ко-
гда граница полимино может быть разбита на 6 частей 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 таких, что 𝑎 переходит
в 𝑑 параллельным переносом, остальные части 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓 центрально симметричны, причем
некоторые части могут быть пустыми. При этом различным разбиениям границы полими-
но соответствуют различные 𝑝2-разбиения плоскости на данное полимино.

Разъясним геометрический смысл разбиения границы 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 . Граница полимино рассмат-
ривается как замкнутая ломаная длины 2𝑝 без самопересечений (поскольку полимино имеет
несамопересекающуюся границу) с отмеченными точками. Точки нужны для того, чтобы мы
могли найти границы частей 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 , то есть восстановить полимино и разбиение. Отме-
тим, что параллельный перенос, переводящий 𝑎 в 𝑑 и центральные симметрии, относительно
центров частей 𝑏, 𝑐, 𝑒 и 𝑓 представляют собой преобразования, порождающие группу симмет-
рий разбиения и позволяющие однозначно восстановить все разбиение по одному полимино
и разбиению его границы (см. рис. 5). Поэтому число 𝑝2–разбиений на полимино заданного
периметра не превосходит числа таких ломаных. Отметим, что ломаная 𝑑 однозначно вос-
станавливается по ломаной 𝑎. Кроме того, каждая из ломаных 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓 , в силу их централь-
ной симметричности, восстанавливается по половине этой ломаной. Пусть длины ломаных
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 соответственно равны 𝑙𝑎, 𝑙𝑏, 𝑙𝑐, 𝑙𝑑, 𝑙𝑒 и 𝑙𝑓 . Ясно, что 𝑙𝑎 = 𝑙𝑑. Кроме того, учитывая,
что 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓 центрально–симметричны, получаем
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Рис. 5. Восстановление разбиения плоскости по разбиению границы полимино.

𝑙𝑎 +
1

2
(𝑙𝑏 + 𝑙𝑐 + 𝑙𝑒 + 𝑙𝑓 ) = 𝑝. (5)

Рассмотрим не имеющие самопересечений ломаные, вершины которых есть вершины квад-
ратной решетки, а ребра направлены вертикально или горизонтально. Такие ломаные назы-
ваются самонепересекающимися блужданиями (self-avoiding walks). Известно, что число 𝑚(𝑙)
самонепресекающихся блужданий длины 𝑙 на квадратной решетке не превосходит 𝐶(𝜀)(𝜇+𝜀)𝑙,
где 𝜇 — так называемая константа связности квадратной решетки [13]. Пусть 𝑚𝑐(𝑙) — число
самонепересекающихся центрально симметричных ломаных длины 𝑙. Ясно, что такая ломаная
полностью определяется своей половиной, которая также является самонепересекающейся.
Таким образом, справедлива оценка

𝑚𝑐(𝑙) ≤
{︂
𝑚((𝑙 + 1)/2), 𝑙– нечетно;
𝑚(𝑙/2), 𝑙– четно.

Отсюда получаем, что

𝑚𝑐(𝑙) ≤ 𝑚((𝑙 + 1)/2) ≤ 𝐶 ′(𝜀)(𝜇+ 𝜀)𝑙/2 (6)

для всех 𝑙.
Исходя из сказанного выше, для числа 𝑡′(𝑝) 𝑝2-разбиений плоскости на равные полимино

полупериметра 𝑝 справедлива оценка

𝑡′(𝑝) ≤
∑︁

𝑙𝑎+
1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 )=𝑝,
𝑙𝑎,𝑙𝑏,𝑙𝑐,𝑙𝑒,𝑙𝑓≥0

𝑚(𝑙𝑎)𝑚𝑐(𝑙𝑏)𝑚𝑐(𝑙𝑐)𝑚𝑐(𝑙𝑒)𝑚𝑐(𝑙𝑓 ) ≤ (7)

≤ 𝐶 ′(𝜀)
∑︁

𝑙𝑎+
1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 )=𝑝,
𝑙𝑎,𝑙𝑏,𝑙𝑐,𝑙𝑒,𝑙𝑓≥0

(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑎(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑏/2(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑐/2(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑒/2(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑓/2 ≤ (8)

≤ 𝐶 ′(𝜀)
∑︁

𝑙𝑎+
1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 )=𝑝,
𝑙𝑎,𝑙𝑏,𝑙𝑐,𝑙𝑒,𝑙𝑓≥0

(𝜇+ 𝜀)𝑙𝑎+
1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 ) ≤ 𝐶 ′(𝜀)(𝜇+ 𝜀)𝑝

∑︁
𝑙𝑎+

1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 )=𝑝,
𝑙𝑎,𝑙𝑏,𝑙𝑐,𝑙𝑒,𝑙𝑓≥0

1 ≤ (9)

≤ 𝐶 ′′(𝜀)(𝜇+ 𝜀)𝑝 · 𝑝4. (10)
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Последняя оценка связана с тем, что ∑︁
𝑙𝑎+

1
2
(𝑙𝑏+𝑙𝑐+𝑙𝑒+𝑙𝑓 )=𝑝,
𝑙𝑎,𝑙𝑏,𝑙𝑐,𝑙𝑒,𝑙𝑓≥0

1

является количеством решений линейного диофантова уравнения 𝑙𝑎 + 1
2(𝑙𝑏 + 𝑙𝑐 + 𝑙𝑒 + 𝑙𝑓 ) = 𝑝,

их количество асимптотически эквивалентно 16𝑝4 [25].
Итак, мы получили, что число 𝑝2–разбиений на полимино с полупериметром 𝑝 не превос-

ходит

𝑡′(𝑝) ≤ 𝐶 ′′(𝜀)𝑝4(𝜇+ 𝜀)𝑝. (11)

Осталось перейти к площади. Методом математической индукции легко получить нера-
вество, связывающее площадь и полупериметр полимино: 𝑝 ≤ 𝑛 + 1. Для получения верхней
оценки числа 𝑝2–разбиений плоскости на полимино остается просуммировать предыдущую
оценку по 𝑝 от 1 до 𝑛+ 1:

𝑡(𝑛) ≤
𝑛+1∑︁
𝑝=1

𝑡′(𝑝) ≤
𝑛+1∑︁
𝑝=1

𝐶 ′′(𝜀)𝑝4(𝜇+ 𝜀)𝑝. (12)

Заменяя последнюю сумму на интеграл
´ 𝑛+1
0 𝐶 ′′(𝜀)𝑥4(𝜇+ 𝜀)𝑥𝑑𝑥 и учитывая, что

ˆ
𝑥4𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =

𝑒𝑎𝑥

𝑎5
(𝑎4𝑥4 − 4𝑎3𝑥3 + 12𝑎2𝑥2 − 24𝑎𝑥+ 24), (13)

получаем оценку

𝑡(𝑛) ≤ 𝐶 ′′′(𝜀)𝑛4(𝜇+ 𝜀)𝑛. (14)

В настоящее время лучшие доказанные оценки для 𝜇 имеют вид

2.625622 ≤ 𝜇 ≤ 2.679193. (15)

Ограничимся неравенством 𝜇 ≤ 2.68, которое и доказывает теорему.

4. Заключение

В работе получены верхние и нижние оценки для числа 𝑝2-разбиений плоскости на поли-
мино заданной площади. Эти оценки аналогичны полученным ранее авторами оценкам для
числа решетчатых разбиений.

Отметим несколько нерешенных проблем, возникающих в связи с полученными оценками.
1) Явно вычислить значения 𝑡(𝑛) для малых значений 𝑛, например для 𝑛 ≤ 20.
2) Устранить разрыв между полученными оценками сверху и снизу. В дальнейшем инте-

ресно было бы вычислить предел
lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑡(𝑛).

Некоторые вычисления из [23], [24] наводят на мысль о том, что значение данного предела
равно 2, что делает особенно актуальной задачу улучшения верхней оценки.

3) Выяснить, каких разбиений при больших 𝑛 асимптотически больше: решетчатых или
𝑝2-разбиений.

4) Получить оценки для числа разбиений плоскости на полимино заданной площади, пра-
вильных относительно других кристаллографических групп, например, относительно группы
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𝑝4. Здесь нужно заметить, что не все кристаллографические группы реализуются как группы
симметрий разбиений плоскости на полимино. Это связано с тем, что разбиения плоскости на
полимино не могут обладать поворотными симметриями порядков 3 и 6.

5) Перенести имеющиеся оценки для числа разбиений плоскости на полимино на случай
разбиений плоскости на полигексы и полиамонды, а также разбиений трехмерного простран-
ства на поликубы.
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