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Аннотация

Центральной проблемой аналитической теории чисел является доказательство (или
опровержение) гипотезы Римана. К настоящему времени она не решена.

В 1985 году А. А. Карацуба доказал, что при любом 0 < 𝜀 < 0, 001, 0, 5 < 𝜎 ≤ 1,
𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 0 и 𝐻 = 𝑇 27/82+𝜀 в прямоугольнике с вершинами 𝜎 + 𝑖𝑇 , 𝜎 + 𝑖(𝑇 + 𝐻),
1 + 𝑖(𝑇 + 𝐻), 1 + 𝑖𝑇 содержится не больше, чем 𝑐𝐻/(𝜎 − 0, 5) нулей функции 𝜁(𝑠). Тем
самым А.А. Карацуба существенно усилил классическую теорему Дж. Литтлвуда.

Для индивидуального прямоугольника существенно уменьшить величину𝐻 не удается.
Однако решая эту задачу «в среднем», Л.В. Киселева в 1989 году доказала, что для «почти
всех» 𝑇 из промежутка [𝑋,𝑋 + 𝑋11/12+𝜀], 𝑋 > 𝑋0(𝜀), для которых в прямоугольнике
с вершинами 𝜎 + 𝑖𝑇 , 𝜎 + 𝑖(𝑇 + 𝑋𝜀), 1 + 𝑖(𝑇 + 𝑋𝜀), 1 + 𝑖𝑇 содержится не больше, чем
𝑂(𝑋𝜀/(𝜎 − 0, 5)) нулей функции 𝜁(𝑠).

В нашей статье получен результат подобного рода, но только для «почти всех» 𝑇 из
промежутка [𝑋,𝑋 +𝑋7/8+𝜀].
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ON NUMBER OF ZEROS OF THE RIEMANN ZETA
FUNCTION THAT LIE IN «ALMOST ALL» VERY SHORT

INTERVALS OF NEIGHBORHOOD OF THE CRITICAL LINE
Do Duc Tam (Belgorod)

Abstract

Proof (or disproof) of the Riemann hypothesis is the central problem of analytic number
theory. By now it has not been solved.

In 1985 Karatsuba proved that for any 0 < 𝜀 < 0, 001, 0, 5 < 𝜎 ≤ 1, 𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 0 and
𝐻 = 𝑇 27/82+𝜀 in the rectangle with vertices 𝜎+ 𝑖𝑇 , 𝜎+ 𝑖(𝑇 +𝐻), 1+ 𝑖(𝑇 +𝐻), 1+ 𝑖𝑇 contains
no more than 𝑐𝐻/(𝜎 − 0, 5) zeros of 𝜁(𝑠). Thereby A.A. Karatsuba significantly strengthened
the classical theorem J. Littlewood’s.

Decrease in magnitude of 𝐻 for individual rectangle has not been obtained. However, by
solving this problem «on average», in 1989 L.V. Kiseleva proved that for «almost all» 𝑇 in
the interval [𝑋,𝑋 + 𝑋11/12+𝜀], 𝑋 > 𝑋0(𝜀) in rectangle with vertices 𝜎 + 𝑖𝑇 , 𝜎 + 𝑖(𝑇 + 𝑋𝜀),
1 + 𝑖(𝑇 +𝑋𝜀), 1 + 𝑖𝑇 contains no more than 𝑂(𝑋𝜀/(𝜎 − 0, 5)) zeros of 𝜁(𝑠).

In this article, we obtain a result of this kind, but for «almost all » 𝑇 in the interval
[𝑋,𝑋 +𝑋7/8+𝜀].
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1. Введение

Впервые 𝜁(𝑠) при вещественных 𝑠 рассматривалась Л. Эйлером, которому принадлежит
замечательное тождество, выражающее 𝜁(𝑠) через эйлерово произведение

𝜁(𝑠) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂−1

,ℜ(𝑠) > 1,

где в правой части стоит произведение по всем простым числам 𝑝. Тождество Эйлера указы-
вает на связь, которая существует между функцией 𝜁(𝑠) и простыми числами.

Бернхард Риман стал изучать дзета-функцию как функцию комплексного переменного. В
1859 г. он (см. [1, с. 219]) высказал гипотезу о том, что все комплексные нули дзета-функции
𝜁(𝑠) лежат на критической прямой ℜ(𝑠) = 1/2. Риман обнаружил, что количество простых чи-
сел, не превосходящих 𝑥, выражается через распределение комплексных нулей дзета-функции.
До сих пор гипотеза Римана ещё не доказана и не опровергнута. Дзета-функцию изучали мно-
гие математики, например: Г. Харди [2,3], Дж. Литтлвуд [3,4], А. Сельберг [5], Н. Левинсон [6],
А. А. Карацуба [7–16] и другие. А. А. Карацуба в своей работе [12] выделил три направления
в исследованиях, связанных с нулями 𝜁(𝑠) :

1. граница нулей 𝜁(𝑠),

2. нули 𝜁(𝑠) на критической прямой,

3. плотность распределения нулей в критической полосе.

В настоящей статье продолжены исследования, связанные с распределением нулей 𝜁(𝑠) в
критической полосе. Получена оценка сверху для числа нулей 𝜁(𝑠), лежащих в «почти всех»
очень коротких промежутках окрестности прямой ℜ(𝑠) = 1/2.

Пусть 𝑁(𝜎, 𝑇 ) — число нулей 𝜁(𝑠) в прямоугольнике с вершинами 𝑠 = 𝜎, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑇 , 𝑠 = 1
и 𝑠 = 1+ 𝑖𝑇 . В 1924 г. Дж. Литтлвуд [4] на основе теоремы о количестве нулей аналитической
функции в прямоугольнике доказал следующие 2 теоремы:

Теорема 1. При 1/2 < 𝜎 ≤ 1 равномерно по 𝜎 справедлива оценка

𝑁(𝜎, 𝑇 ) = 𝑂

(︂
𝑇

𝜎 − 0, 5
log

1

𝜎 − 0, 5

)︂
. (1)

Теорема 2. Если Φ(𝑡) — положительная и стремящаяся к бесконечности вместе с 𝑡
функция, то почти все комплексные нули 𝜁(𝑠) лежат в области⃒⃒⃒⃒

𝜎 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
< Φ(𝑡)

ln ln 𝑡

ln 𝑡
. (2)

Добавив к соображению Дж. Литтлвуда идею использования «успокаивающего множите-
ля», А. Сельберг в [5] доказал следующую теорему:

Теорема 3. Если 𝐻 ≥ 𝑇 𝑎, где 𝑎 > 1/2, то при 1/2 < 𝜎 ≤ 1 равномерно по 𝜎 справедлива
оценка

𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 ) = 𝑂

(︂
𝐻

𝜎 − 0, 5

)︂
. (3)

Отсюда следует, что множитель ln (1/(𝜎 − 0, 5)) в оценке (1) под знаком 𝑂 можно пропу-
стить. В той же работе А. Сельберг доказал усиление теоремы Дж. Литтлвуда:
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Теорема 4. Если Φ(𝑡) — положительная и стремящаяся к бесконечности вместе с 𝑡
функция, то почти все комплексные нули 𝜁(𝑠) лежат в области⃒⃒⃒⃒

𝜎 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
< Φ(𝑡)

1

ln 𝑡
. (4)

Следующий шаг в этом направлении выполнил А. А. Карацуба, который в 1985 г. методом
тригонометрических сумм доказал неравенство (3) для 𝐻 = 𝑇 27/82+𝜀, где 𝜀 > 0 — произвольно
малое число.

Л. В. Киселева в [18] рассматривала эту задачу «в среднем». Доказано, что для всех
𝑇 ∈ [𝑋,𝑋 +𝑋1], 𝑋1 = 𝑋11/12+𝜀 и 𝐻 = 𝑋𝜀, за исключением 𝑜 (𝑋1) из них, имеет место нера-
венство (3).

В настоящей работе мы получим результат подобного рода, но только для случая
𝑇 ∈

[︀
𝑋,𝑋 +𝑋7/8+𝜀

]︀
. Сформулируем основную теорему:

Теорема 5. Пусть 𝜀 > 0 — произвольно малое фиксированное число,

𝑋 > 𝑋0(𝜀) > 0, 𝐻 = 𝑋𝜀, 𝑋 ≤ 𝑇 ≤ 𝑋 +𝑋1, 𝑋1 = 𝑋7/8+𝜀.

Через 𝐸 обозначим множество тех 𝑇 из промежутка 𝑋 ≤ 𝑇 ≤ 𝑋 + 𝑋1, для которых
неравенство

𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 ) ≤ 𝑐
𝐻

𝜎 − 0, 5
, (5)

не выполняется, где 1/2 < 𝜎 < 1, 𝑐 = 𝑐(𝜀) > 0 — некоторая постоянная, зависящая только
от 𝜀. Тогда для меры этого множества 𝜇(𝐸) справедлива оценка:

𝜇(𝐸) ≪ 𝑋1𝑋
−0,5𝜀.

2. Леммы

В дальнейшем будем употреблять следующие обозначения: 0 < 𝜀 < 0, 01 — произвольно
малое фиксированное число, 𝑋 — растущий параметр, 𝑋1 > 𝑋7/8+𝜀, 𝑋 ≤ 𝑇 ≤ 𝑋 + 𝑋1,
𝑃 =

√︀
𝑇/2𝜋, 𝐻 = 𝑋𝜀, 𝐿 = ln𝑋, 𝑌 = 𝐻0,01, 𝑃1 = 𝑃𝑌 , числа 𝛿(𝜈) и 𝑎(𝑚) определяются

следующим равенствами

𝛿(𝜈) =
∑︁
𝑟𝜈<𝑌

𝜇(𝜈𝑟)𝜇(𝑟)

𝜙(𝑟𝜈)

(︃∑︁
𝑟<𝑌

𝜇2(𝑟)

𝜙(𝑟𝜈)

)︃−1

,

𝑎(𝑚) =
∑︁

𝑛𝜈=𝑚
𝑛6𝑃,𝜈<𝑌

√
𝜈𝛿(𝜈)√
𝑛

. (6)

Лемма 1. Справедлива следующая оценка

Σ =
∑︁
𝑚<𝑃1

𝑎2(𝑚) = 𝑂(1).

Доказательство см. в [20, стр. 149].

Лемма 2. При натуральных числах 𝑚,𝑚1,𝑚2 положим

𝐷(𝑚1,𝑚2) = 𝑎(𝑚1)𝑎(𝑚2) exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
log

𝑚2

𝑚1

)︂2
)︃(︂

𝑚1

𝑚2

)︂−𝑖𝑇

,
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𝑊 (𝑇 ) =
∑︁

𝑚1<𝑚2<𝑃1

𝐷(𝑚1,𝑚2).

Тогда справедлива следующая оценка:

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
𝑊 (𝑇 )2𝑑𝑇 ≪ 𝑋1𝑌

8𝐿5

𝐻
,

где постоянная в знаке ≪ зависит только от 𝜀.

Доказательство. Если
𝑚2

𝑚1
> 1 +

𝐿

𝐻
,

то

exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
log

𝑚2

𝑚1

)︂2
)︃
< exp

(︂
−𝐿

2

64

)︂
.

С другой стороны

𝛿(𝜈) =
∑︁
𝑟𝜈<𝑌

𝜇(𝜈𝑟)𝜇(𝑟)

𝜙(𝑟𝜈)

(︃∑︁
𝑟<𝑌

𝜇2(𝑟)

𝜙(𝑟𝜈)

)︃−1

=
𝜇(𝜈)

𝜙(𝜈)

∑︁
𝑟𝜈<𝑌
(𝑟,𝜈)=1

𝜇2(𝑟)

𝜙(𝑟)

(︃∑︁
𝑟<𝑌

𝜇2(𝑟)

𝜙(𝑟𝜈)

)︃−1

<
1

𝜙(𝜈)
.

Таким образом тривиально оценивая часть суммы 𝑊 (𝑇 ), отвечающую таким слагаемым, у
которых

𝑚2 > 𝑚1(1 + 𝐿/𝐻),

имеем∑︁
𝑚1<𝑚2<𝑃1

𝑚2>𝑚1(1+𝐿/𝐻

𝐷(𝑚1,𝑚2) ≪
∑︁

𝜈1,𝜈2<𝑌

∑︁
𝑛1𝜈1<𝑛2𝜈2<𝑃1

𝑛2𝜈2>𝑛1𝜈1(1+𝐿/𝐻)

√
𝜈1𝜈2√
𝑛1𝑛2

exp

(︂
−𝐿

2

64

)︂
= 𝑂

(︀
exp(−0, 01𝐿2)

)︀
.

Следовательно,

|𝑊 (𝑇 )|2 ≪

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝜈1,𝜈2<𝑌

𝑆(𝜈1, 𝜈2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

+𝑂(𝑒−0,02𝐿2
),

где
𝑆(𝜈1, 𝜈2) =

∑︁
𝑛16𝑃

∑︁
𝑛1𝜈1<𝑛2𝜈26𝑛1𝜈1(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃

𝐷 (𝑛1𝜈1, 𝑛2𝜈2) .

Далее, применяя неравенство Коши к сумме по 𝜈1, 𝜈2, получаем

|𝑊 (𝑇 )|2 ≪ 𝑌 2
∑︁

𝜈1,𝜈2<𝑌

|𝑆(𝜈1, 𝜈2)|2 +𝑂(𝑒−0,02𝐿2
).

Следовательно,

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
|𝑊 (𝑇 )|2 𝑑𝑇 ≪ 𝑌 6

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑛16𝑃

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑇,

где

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) =
1√
𝑛1𝑛2

(︂
𝑛2
𝑛1

)︂𝑖𝑇

exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln

(︂
𝑛2
𝑛1𝛽

)︂)︂2
)︃
,
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𝛽 = 𝜈1/𝜈2 и 𝜈1, 𝜈2 — некоторые фиксированные натуральные числа, не превосходящие 𝑌 .
Пусть 𝑃0 =

√︀
𝑋/(2𝜋). Разбивая промежуток суммирования по 𝑛1 на два промежутка точкой

𝑃0, приходим к неравенству:

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
|𝑊 (𝑇 )|2 𝑑𝑇 ≪ 𝑌 6

⎛⎜⎜⎝ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑛16𝑃0

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑇+

+

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑃0<𝑛16𝑃

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑇

⎞⎟⎟⎠ . (7)

Обозначаем интегралы в правой части (7) через 𝐽1 и 𝐽2. В подынтегральной сумме для 𝐽1
𝑛1 6 𝑃0, а для 𝐽2 — 𝑃0 < 𝑛1 6 𝑃𝛼.

Оценим 𝐽2 сверху. Пусть 𝑃2 =
√︀
(𝑋 +𝑋1)/(2𝜋) и 𝑀 = [𝑃2𝑌 ] + 1. Пользуясь формулой

1

𝑀

𝑀−1∑︁
𝑙=0

exp

(︂
2𝜋𝑖𝑙(𝑛− 𝑛′)

𝑀

)︂
=

{︃
1, если 𝑛 = 𝑛′,

0, если 𝑛 ̸= 𝑛′,

преобразуем подынтегральную сумму по 𝑛1, 𝑛2 в 𝐽2 так:

∑︁
𝑃0<𝑛16𝑃

𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)
𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) =
1

𝑀2

𝑀−1∑︁
𝑙1,𝑙2=0

∑︁
𝑃0<𝑛′

1,𝑛
′
26𝑃

exp

(︂
−2𝜋𝑖 (𝑛′1𝑙1 + 𝑛′2𝑙2)

𝑀

)︂
𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 ), (8)

где

𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 ) =
∑︁

𝑃0<𝑛16𝑃2

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃2

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) exp

(︂
2𝜋𝑖𝑛1𝑙1
𝑀

)︂
exp

(︂
2𝜋𝑖𝑛2𝑙2
𝑀

)︂
.

Суммы по 𝑛′1 и 𝑛
′
2 в (8) оцениваем сверху так:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
𝑃0<𝑛′

16𝑃

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑛′1𝑙1

𝑀

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒≪ 𝑀

𝑙1 + 1
;

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃0<𝑛′

26𝑃

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑛′2𝑙2

𝑀

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒≪ 𝑀

𝑙2 + 1
.

Отсюда и из неравенства (8) следует, что:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∑︁
𝑃0<𝑛16𝑃

𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)
𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

𝑀−1∑︁
𝑙1,𝑙2=0

1

𝑙1 + 1

1

𝑙2 + 1
|𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 )| .

Применяя неравенство Коши, получаем:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑃0<𝑛16𝑃

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛26𝑃

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
2

6 𝐿2
𝑀−1∑︁
𝑙1=0

𝑀−1∑︁
𝑙2=0

1

𝑙1 + 1

1

𝑙2 + 1
|𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 )|2 .
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Следовательно,

𝐽2 6 𝐿
2
𝑀−1∑︁
𝑙1=0

𝑀−1∑︁
𝑙2=0

1

𝑙1 + 1

1

𝑙2 + 1

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
|𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 )|2 𝑑𝑇 6 𝐿4

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒
𝐾(𝑙′1, 𝑙

′
2, 𝑇 )

⃒⃒2
𝑑𝑇, (9)

где 0 6 𝑙′1, 𝑙
′
2 < 𝑀 — некоторые фиксированные натуральные числа.

Оценим теперь последний интеграл сверху. Применяя известный приём (см., например
в [8, с. 576]), получаем:

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
|𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 )|2 𝑑𝑇 ≪

ˆ +∞

−∞
𝑒−((𝑇−𝑋)/𝑋1)

2 ⃒⃒
𝐾(𝑙′1, 𝑙

′
2, 𝑇 )

⃒⃒2
𝑑𝑇 ≪

≪ 𝑋1

∑︁
𝑃0<𝑛1,𝑛3≤𝑃2,

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛2≤𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)
𝑛3𝛽<𝑛4≤𝑛3𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛2,𝑛4<𝑃2

1√
𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

exp

(︃
−
(︂
𝑋1

2
ln

(︂
𝑛2𝑛3
𝑛1𝑛4

)︂)︂2
)︃
6

6
𝑋1

𝑃 2
0 𝛽

∑︁
𝑃0<𝑛1,𝑛3≤𝑃2

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛2≤𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)
𝑛3𝛽<𝑛4≤𝑛3𝛽(1+𝐿/𝐻)
|𝑛2𝑛3−𝑛1𝑛4|≤𝑃 2

2𝐿/𝑋1

1 +𝑂
(︁
𝑒−0,01𝐿2

)︁
6

𝑋1

𝑃 2
0 𝛽
𝑅+𝑂

(︁
𝑒−0,01𝐿2

)︁
,

где 𝑅 — число возможных 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, удовлетворяющих условиям:

𝑃0 < 𝑛1, 𝑛3 ≤ 𝑃2, 𝑛1𝛽 < 𝑛2 ≤ 𝑛1𝛽(1 + 𝐿/𝐻),

𝑛3𝛽 < 𝑛4 ≤ 𝑛3𝛽(1 + 𝐿/𝐻), |𝑛2𝑛3 − 𝑛1𝑛4| ≤ 𝑃 2
2𝐿/𝑋1.

Если зафиксируем числа 𝑛1 и 𝑛4, то число возможных пар 𝑛2, 𝑛4 не превосходит величины
𝑅1, где

𝑅1 =
∑︁

−𝑃 2
2𝐿/𝑋1+𝑛1𝑛46𝑚6𝑛1𝑛4+𝑃 2

2𝐿/𝑋1

𝜏(𝑚) ≪ 𝑃 2
2𝐿

2

𝑋1
.

Откуда получаем

𝑅≪ (𝑃2 − 𝑃0)
𝑃2𝛽𝐿

𝐻

𝑃 2
2𝐿

2

𝑋1
≪ 𝑋𝐿3𝛽

𝐻
.

Следовательно, ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋
|𝐾(𝑙1, 𝑙2, 𝑇 )|2 𝑑𝑇 ≪ 𝑋1

𝑃 2
0 𝛽

𝑋𝛽𝐿3

𝐻
=
𝑋1𝐿

3

𝐻
.

Из (9) и этого неравенства получаем:

𝐽2 ≪
𝑋1𝐿

7

𝐻
. (10)

Оценим интеграл 𝐽1 сверху. Заметим, что в формуле, которой определяется 𝐽1, условие
𝑛2 6 𝑃𝛾 лишнее, так как

𝑛2 6 𝑛1𝛽(1 + 𝐿/𝐻) 6 𝑃0𝛼𝛽(1 + 𝐿/𝐻) < 𝑃2𝛾.

Разбивая промежуток суммирования по 𝑛1 в этой формуле на ≪ 𝐿 промежутков вида
𝑁 < 𝑛1 ≤ 𝑁1 ≤ 2𝑁 ≤ 𝑃0𝛼, приходим к неравенству

𝐽1 ≪ 𝐿2

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁<𝑛1≤𝑁1

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)

Φ(𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑇.
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Повторяя такие же рассуждения, как и в случае для 𝐽2, получаем неравенство:

𝐽1 ≪ 𝐿2𝐼1, (11)

где

𝐼1 =

ˆ 𝑋+𝑋1

𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁<𝑛1≤𝑁2

∑︁
𝑁𝛽<𝑛2≤𝑁3𝛽

𝑒−(𝐻 ln(𝑛2/𝑛1𝛽)/2)
2

√
𝑛1𝑛2𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4

(︂
𝑛2
𝑛1

)︂𝑖𝑇

𝐸(𝑛1, 𝑛2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑇,

𝐸(𝑛1, 𝑛2) =

{︃
1, если 𝑁 < 𝑛1 ≤ 𝑁1 и 𝑛1𝛽 < 𝑛2 ≤ 𝑛1𝛽(1 + 𝐿/𝐻),

0, в остальных случаях,

𝑁 < 𝑁2 6 𝑁1 и 𝑁 < 𝑁3 6 𝑁1(1 + 𝐿/𝐻) — некоторые фиксированные числа.
Оценим теперь 𝐼1 сверху. Рассуждая так же как это было сделано для оценки 𝐼(𝐵′

1, 𝐵
′
2),

имеем

𝐼1 ≪ 𝑋1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛3≤𝑁2

∑︁
𝑁𝛽<𝑛2,𝑛4≤𝑁3𝛽

(︂
𝑛2𝑛3
𝑛1𝑛4

)︂𝑖𝑋

𝜂(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4)𝐸(𝑛1, 𝑛2)𝐸(𝑛3, 𝑛4)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где

𝜂(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) =
𝑒−(𝐻 ln(𝑛2/(𝑛1𝛽))/2)

2

𝑒−(𝐻 ln(𝑛4/(𝑛3𝛽))/2)
2

𝑒−(𝑋1 ln(𝑛2𝑛3/(𝑛1𝑛4))/2)
2

√
𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

.

Если |𝑛2𝑛3 − 𝑛1𝑛4| > 𝑁2𝛽𝐿/𝑋1, то⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑛2𝑛3
𝑛1𝑛4

)︂⃒⃒⃒⃒
>

𝐿

2𝑋1
.

Отсюда следует, что часть последней кратной суммы по 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, отвечающая таким
слагаемым, есть величина 𝑂(𝑒−0,01𝐿2

). Тем самым получаем:

𝐼1 ≪ 𝑋1 (Σ + |𝑊 |) +𝑂
(︁
𝑒−0,01𝐿2

)︁
, (12)

где Σ — часть последней суммы, отвечающая таким слагаемым, у которых 𝑛2𝑛3 = 𝑛1𝑛4, а 𝑊
— слагаемым, у которых 1 ≤ 𝑛2𝑛3 − 𝑛1𝑛4 ≤ 𝑁2𝛽𝐿/𝑋1.

Оценим сумму Σ тривиально. Имеем:

Σ 6
1

𝑁2𝛽

∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛36𝑁1

∑︁
𝑛1𝛽<𝑛26𝑛1𝛽(1+𝐿/𝐻)
𝑛3𝛽<𝑛46𝑛3𝛽(1+𝐿/𝐻)

𝑛1𝑛4=𝑛2𝑛4

1.

Пусть 𝑑 = (𝑛1, 𝑛3). Тогда 𝑛1 = 𝑑𝑏, 𝑛3 = 𝑑𝑎, (𝑏, 𝑎) = 1. Из условия 𝑛1𝑛4 = 𝑛2𝑛3 следует, что
𝑛4 = 𝑚𝑎 и 𝑛2 = 𝑚𝑏. Откуда получаем

Σ 6
1

𝑁2𝛽

∑︁
16𝑑6𝑁

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏,𝑎6𝑁1/𝑑

(𝑏,𝑎)=1

∑︁
𝑑𝛽<𝑚6𝑑𝛽(1+𝐿/𝐻)

1 6
1

𝑁2𝛽

∑︁
16𝑑6𝑁

𝑁2

𝑑2
𝑑𝛽𝐿

𝐻
6
𝐿2

𝐻
. (13)

Оценим сумму 𝑊. Имеем

𝑊 =
∑︁

𝑁<𝑛1,𝑛3≤𝑁2

∑︁
𝑁𝛽<𝑛2,𝑛4≤𝑁3𝛽

1≤𝑛2𝑛3−𝑛1𝑛4≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

(︂
𝑛2𝑛3
𝑛1𝑛4

)︂𝑖𝑋

𝜂(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4)𝐸(𝑛1, 𝑛2)𝐸(𝑛3, 𝑛4).
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Если уберём множители 𝐸(𝑛1, 𝑛2), 𝐸(𝑛3, 𝑛4) и наложим на переменные 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 дополни-
тельные условия

0 < 𝑛2 − 𝑛1𝛽 ≤ 𝑐2𝑁𝛽𝐿

𝐻
и 0 < 𝑛4 − 𝑛3𝛽 ≤ 𝑐3𝑁𝛽𝐿

𝐻
,

то сумма 𝑊 изменится на величину 𝑂(𝑒−0,01𝐿2
). Пусть 𝑙 = 𝑛2𝑛3 − 𝑛1𝑛4, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁2𝛽𝐿/𝑋1 и

𝑑 = (𝑛1, 𝑛3). Тогда 𝑛3 = 𝑑𝑎, 𝑛1 = 𝑑𝑏, (𝑏, 𝑎) = 1, 𝑙 = 𝑑𝑙1, 1 ≤ 𝑙1 ≤ 𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑), 𝑎𝑛2 − 𝑏𝑛4 = 𝑙1.
Последнее равенство равносильно тому, что

𝑛4 ≡ −𝑙1𝑏 (mod 𝑎) и 𝑛2 = (𝑏𝑛4 + 𝑙1)/𝑎,

где 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑎). Пользуясь формулой:

1

𝑎

∑︁
−𝑎/2≤𝑥<𝑎/2

exp

(︂
2𝜋𝑖𝑥(𝑛4 + 𝑙1𝑏)

𝑎

)︂
=

{︃
1, если 𝑛4 ≡ −𝑙1𝑏 (mod 𝑎),

0, в остальных случаях,

преобразуем сумму 𝑊 следующим образом:

𝑊 =
∑︁

𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏, 𝑎≤𝑁2/𝑑

(𝑏, 𝑎)=1

1

𝑎
×

×
∑︁

−𝑎/2≤𝑥<𝑎/2

∑︁
0<(𝑏𝑛4+𝑙1)/𝑎−𝑑𝑏𝛽≤𝑐2𝑁𝛽𝐿/𝐻

0<𝑛4−𝑑𝑎𝛽≤𝑐3𝑁𝛽𝐿/𝐻

(︂
1 +

𝑙1
𝑏𝑛4

)︂𝑖𝑋

×

× exp

(︂
2𝜋𝑖𝑥(𝑛4 + 𝑙1𝑏)

𝑎

)︂
𝜂1(𝑏, 𝑎, 𝑙1, 𝑛4) +𝑂(𝑒−0,01𝐿2

),

где 𝜂1(𝑏, 𝑎, 𝑙1, 𝑛4) = 𝜂(𝑏, (𝑏𝑛4 + 𝑙1)/𝑎, 𝑎, 𝑛4). Разобьем сумму 𝑊 на две суммы: 𝑊1 — часть этой
суммы, отвечающая слагаемым с условием 𝑥 ̸= 0, 𝑊2 — остальным слагаемым.

Оценим теперь сумму 𝑊2. Если пропустим условие

0 <
𝑏𝑛4 + 𝑙1

𝑎
− 𝑑𝑏𝛽 ≤ 𝑐2𝑁𝛽𝐿

𝐻
,

то сумма 𝑊2 изменится на величину 𝑂(𝑒−0,01𝐿2
). Пользуясь формулой

∑︁
𝑑1/(𝑏,𝑎)

𝜇(𝑑1) =

{︃
1, если (𝑏, 𝑎) = 1,

0, если (𝑏, 𝑎) > 1,

преобразуем сумму 𝑊2 так:

𝑊2 =
∑︁

𝑑6𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙16𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

∑︁
𝑑16𝑁2/𝑑

𝜇(𝑑1)

𝑑1

∑︁
𝑁/(𝑑𝑑1)<𝑎16𝑁2/(𝑑𝑑1)

1

𝑎1
×

×
∑︁

0<𝑛4−𝑑𝑑1𝑎1𝛽≤𝑐3𝑁𝛽𝐿/𝐻

∑︁
𝑁/(𝑑𝑑1)<𝑏1≤𝑁2/(𝑑𝑑1)

(︂
1 +

𝑙1
𝑑1𝑏1𝑛4

)︂𝑖𝑋

×

×𝜂1(𝑑1𝑏1, 𝑑1𝑎1, 𝑙1, 𝑛4) +𝑂(𝑒−0,01𝐿2
).

Разобьем последнюю сумму на две суммы𝑊2.1 и𝑊2.2, где в𝑊2.1 входят слагаемые, у которых
𝑑1 < 𝑋/𝑋1, а в 𝑊2.2− слагаемые с 𝑑1 ≥ 𝑋/𝑋1.
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Оценивая тривиально сумму 𝑊2.2, получаем:

|𝑊2.2| ≪
𝑌 2𝐿2

𝐻
.

Оценим сумму 𝑊2.1. Применяя к сумме по 𝑏1 преобразование Абеля, приходим к неравен-
ству:

|𝑊2.1| ≪
∑︁

𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

1

𝑑

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1𝑑

∑︁
𝑑1≤𝑋/𝑋1

1

𝑑1
×

×
∑︁

𝑁/(𝑑𝑑1)<𝑎1≤𝑁2/(𝑑𝑑1)

1

𝑎1

∑︁
0<𝑛4−𝑑𝑑1𝑎1𝛽≤𝑐3𝑁𝛽𝐿/𝐻

𝑑

𝑁2𝛽
|𝑊2.3| , (14)

где

𝑊2.3 =
∑︁

𝑀<𝑏1≤𝑀1

exp

(︂
𝑖𝑋 ln

(︂
1 +

𝑙1
𝑑1𝑏1𝑛4

)︂)︂
,

𝑀 = 𝑁/(𝑑𝑑1), и 𝑁/(𝑑𝑑1) < 𝑀1 ≤ 𝑁4/(𝑑𝑑1) — некоторое фиксированное число. Применяя к
сумме 𝑊2.3 лемму о замене тригонометрической суммы интегралом и полагая в ней

𝑎 =𝑀, 𝑏 =𝑀1, 𝑓(𝑥) =
𝑋

2𝜋
ln

(︂
1 +

𝑙1
𝑑1𝑥𝑛4

)︂
,

⃒⃒
𝑓 ′(𝑥)

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑋𝑙1

2𝜋𝑥(𝑑1𝑛4𝑥+ 𝑙1)

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑋2𝑁𝛽𝐿

𝑋3
1

< 𝑋−0,1 < 1,

находим

𝑊2.3 =

⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑀1

𝑀
𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
+𝑂(1).

Оценивая последний интеграл по первой производной, имеем:⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑀1

𝑀
𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑁3

𝑋𝑙1𝑑2𝑑1
.

Тем самым получаем:

𝑊2.3 ≪
𝑁3

𝑋𝑙1𝑑2𝑑21
+ 1.

Подставляя последнюю оценку в (14), приходим к неравенству:

|𝑊2.1| ≪
𝑌 2𝐿3

𝐻
.

Из оценок для 𝑊2.1 и 𝑊2.2 следует, что

𝑊2 ≪
𝑌 2𝐿3

𝐻
. (15)

Оценим теперь сумму 𝑊1 сверху. Можно считать, что 𝑁 не меньше, чем 𝑋
1/2−𝜀/2
1 . Если

это не так, то 1 ≤ 𝑙1 ≤ 𝛽𝐿𝑋−𝜀 < 1. Из условия 𝑑𝑎𝛽 < 𝑛4 следует, что 𝑑𝑏𝛽 < (𝑏𝑛4+ 𝑙1)/𝑎. Таким
образом, если пропустим условие

0 <
𝑏𝑛4 + 𝑙1

𝑎
− 𝑑𝑏𝛽 ≤ 𝑐2𝑁𝛽𝐿

𝐻
,
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то сумма 𝑊1 изменится на величину 𝑂
(︁
𝑒−0,01𝐿2

)︁
. Кроме этого, имеет место равенство

exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑋

2𝜋
ln

(︂
1 +

𝑙1
𝑏𝑛4

)︂)︂)︂
= exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑋𝑙1
2𝜋𝑏𝑛4

)︂)︂
+𝑂

(︀
𝑋−0,7

)︀
.

Далее, применяя к суммам по 𝑏 и 𝑛4 преобразование Абеля, потом переходя от получившего
равенства к неравенству, получаем:

𝑊1 ≪
𝐿4

𝑁2𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

∑︁
𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

1

𝑎
𝑆 +𝑂

(︀
𝑋−0,075−𝜀

)︀
, (16)

где

𝑆 =
∑︁

−𝑎/26𝑥<𝑎/2
𝑥 ̸=0

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏≤𝑁4/𝑑

(𝑏,𝑎)=1
𝑎𝑑𝛽<𝑛4≤𝑁5𝛽

exp

(︂
𝑖𝑋𝑙1
𝑏𝑛4

)︂
exp

(︂
2𝜋𝑖𝑥(𝑛4 + 𝑙1𝑏)

𝑎

)︂
,

𝑁 < 𝑁4 ≤ 𝑁2, 𝑎𝑑 < 𝑁5 ≤ 𝑎𝑑+ 𝑐3𝑁𝐿/𝐻.
Применим преобразование Абеля к сумме по 𝑏 в 𝑆, потом освободимся от зависимости

предела суммирования по 𝑏 от переменного интегрирования. Получаем:

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2, (17)

где

𝑆1 =
1

𝑎

∑︁
−𝑎/26𝑦<𝑎/2

ˆ 𝑁4/𝑑

𝑁/𝑑

∑︁
−𝑎/26𝑥<𝑎/2

𝑥 ̸=0

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏≤𝑁/𝑑+𝑎

(𝑏,𝑎)=1

exp

(︂
2𝜋𝑖(𝑥𝑙1𝑏+ 𝑦𝑏)

𝑎

)︂
×

×
∑︁

𝑁/𝑑<𝑟6𝑢

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑦𝑟

𝑎

)︂ ∑︁
𝑎𝑑𝛽<𝑛4≤𝑁5𝛽

1

𝑛4
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑛4
𝑎

+
𝑋𝑙1

2𝜋𝑢𝑛4

)︂)︂
𝑖𝑋𝑙1
𝑢2

𝑑𝑢,

𝑆2 =
∑︁

−𝑎/26𝑥<𝑎/2
𝑥 ̸=0

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏≤𝑁4/𝑑

(𝑏,𝑎)=1
𝑎𝑑𝛽<𝑛4≤𝑁5𝛽

exp

(︂
2𝜋𝑖𝑥𝑙1𝑏

𝑎

)︂
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑛4
𝑎

+
𝑋𝑙1𝑑

2𝜋𝑁4𝑛4

)︂)︂
.

Разобъем сумму 𝑆1 на 3 суммы: 𝑆1.1 отвечает таким слагаемым, у которых 𝑥 <
< 𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢𝑁

2
5𝛽

2), 𝑆1.2 — слагаемым, у которых 𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢𝑁2
5𝛽

2) 6 𝑥 < 𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢𝑎
2𝑑2𝛽2) и

𝑆1.3 — остальным слагаемым. Тогда из (16) и (17) следует

𝑊1 ≪
𝐿4

𝑁2𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

∑︁
𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

𝑆1.1 + 𝑆1.2 + 𝑆1.3 + 𝑆2
𝑎

, (18)

Разобъем сумму в правой части последнего неравенства на 4 суммы 𝑊3, 𝑊4, 𝑊5, 𝑊6, соответ-
ственно суммам 𝑆1.1, 𝑆1.2, 𝑆1.3, 𝑆2.

1) Оценим 𝑊6. Имеет место неравенство:

|𝑊6| ≤
𝐿5

𝑁2𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

∑︁
𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

∑︁
−𝑎/26𝑥<𝑎/2

𝑥 ̸=0

√︀
(𝑥𝑙1, 𝑎)

𝑎0,5−𝜀1
|𝐸| ,

где

𝐸 =
∑︁

𝑎𝑑𝛽<𝑛4≤𝑁5𝛽

exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑛4
𝑎

+
𝑋𝑙1𝑑

2𝜋𝑁4𝑛4

)︂)︂
.
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Здесь мы воспользовались оценкой, (см. [22, c. 50]):

∑︁
𝑁/𝑑<𝑏6𝑁/𝑑+𝑎

(𝑏,𝑎)=1

exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑙1𝑏+ 𝑦𝑏

𝑎

)︂)︂
<𝜀1 𝑎

0,5+𝜀1
√︀

(𝑥𝑙1, 𝑎)𝐿, (19)

где 0 < 𝜀1 < 0, 01𝜀 — произвольная малая постоянная.
Если 𝑥 не принадлежит [𝑋𝑙1/(32𝜋𝑁

2𝛽2), 2𝑋𝑙1/(𝜋𝑁
2𝛽2)), то для оценки 𝐸 воспользуемся

леммой о замене тригонометрической суммы интегралом (см. [20, гл. 3]). Получаем:

𝐸 =

ˆ 𝑁5𝛽

𝑎𝑑𝛽
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑧

𝑎
+

𝑋𝑙1𝑑

2𝜋𝑁4𝑧

)︂)︂
𝑑𝑧 +𝑂(1).

Применяя к интегралу в правой части лемму об оценке интеграла по первой производной
(см. [21, гл. 4]), найдём оценку

𝐸 ≪ 𝑎/ |𝑥| .
Если 𝑋𝑙1/(32𝜋𝑁

2𝛽2) < 𝑥 ≤ 2𝑋𝑙1/(𝜋𝑁
2𝛽2), то для оценки 𝐸 воспользуемся теоремой

Ван дер Корпута (см. [20, c. 362]). Полагая 𝑓(𝑛4) = 𝑥𝑛4/𝑎 + 𝑋𝑙1𝑑/(2𝜋𝑁4𝑛4), 𝑘 = 2, найдём
𝐸 ≪ 𝑁2/

√
𝑋𝑙1𝑑.

Из полученных оценок для 𝐸 следует, что

𝑊6 ≪
1

𝐻
.

2) Оценим 𝑊3. Имеет место неравенство

𝑊3 ≪
𝑋𝐿6

𝑁3𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

𝑑
∑︁

1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

𝑙1
∑︁

𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

𝑎−0,5+𝜀1×

×
∑︁

−𝑎/26𝑥<𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢0𝑁2
5𝛽

2)
𝑥 ̸=0

√︀
(𝑥𝑙1, 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑎𝑑𝛽<𝑛4≤𝑁5𝛽

1

𝑛4
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑛4
𝑎

+
𝑋𝑙1

2𝜋𝑢0𝑛4

)︂)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ , (20)

где 𝑢0 — некоторое число из промежутка [𝑁/𝑑,𝑁4/𝑑]. Через 𝑄 обозначаем сумму по 𝑛4 в
правой части последнего неравенства. Применяя к 𝑄 преобразования Абеля, потом переходя
от получившего равенства к неравенству, получаем:

𝑄≪ 1

𝑁𝛽
𝑄1,

где

𝑄1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑎𝑑𝛽<𝑛46𝑁6𝛽

exp

(︂
𝑥𝑛4
𝑎

+
𝑋𝑙1

2𝜋𝑢0𝑛4

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ,
где 𝑎𝑑 < 𝑁6 6 𝑁5 — некоторое фиксированное число. Если 𝑥 < 0, то 𝑄1 оценивается по
аналогии с оценкой 𝐸 в пункте 1). Получаем оценку 𝑄 ≪ 𝑎/(𝑁𝛽 |𝑥|). А если 0 < 𝑥 <
𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢0𝑁

2
5𝛽

2), то применяя к𝑄1 теорему о замене тригонометрической суммы интегралом,
приходим к неравенству:

|𝑄| 6 1

𝑁𝛽

⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑁6𝛽

𝑎𝑑𝛽
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑧

𝑎
+

𝑋𝑙1
2𝜋𝑢0𝑧

)︂)︂
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+𝑂

(︂
1

𝑁𝛽

)︂
.
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Оценивая последний интеграл по второй производной, получаем⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑁6𝛽

𝑎𝑑𝛽
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑧

𝑎
+

𝑋𝑙1
2𝜋𝑢0𝑧

)︂)︂
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑁2𝛽3/2√

𝑋𝑙1𝑑
.

С другой стороны, так как 0 < 𝑥 < 𝑋𝑙1𝑎/(2𝜋𝑢0𝑁
2
5𝛽

2), то по теореме об оценке интеграла
по первой производной, имеем⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑁6𝛽

𝑎𝑑𝛽
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑧

𝑎
+

𝑋𝑙1
2𝜋𝑢0𝑧

)︂)︂
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
≪
⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎
− 𝑋𝑙1

2𝜋𝑢0(𝑁6𝛽)2

⃦⃦⃦⃦−1

.

Таким образом, справедлива оценка для 𝑄:

𝑄≪ 1

𝑁𝛽
min

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎
− 𝑋𝑙1

2𝜋𝑢0(𝑁6𝛽)2

⃦⃦⃦⃦−1

,
𝑁2𝛽3/2√
𝑋𝑙1𝑑

)︃
+

1

𝑁𝛽
.

Пусть 𝑞 = (𝑥𝑙1, 𝑎), 𝑎 = 𝑚𝑞, 𝑥𝑙1 = 𝑠𝑞, 𝑥 = 𝑥1𝑞1, 𝑙1 = 𝑙2𝑞2, 𝑞1𝑞2 = 𝑞. Собирая выше полученные
оценки для 𝑄, из (20) получаем

𝑊3 ≪
𝑋𝐿6

𝑁4𝛽2

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

𝑑
∑︁

𝑞26𝑁2/𝑑

𝑞1+𝜀1
2

∑︁
1≤𝑙2≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑𝑞2)

𝑙2

⎛⎝ ∑︁
𝑞1<2𝑁/𝑑

𝑞𝜀11 ×

×
∑︁

𝑚≍𝑁/(𝑑𝑞1𝑞2))

𝑚−0,5+𝜀1
∑︁

−𝑚𝑞2/36𝑥1<0

𝑚𝑞2
|𝑥1|

+
∑︁

𝑞1≪𝑋/𝑋1

𝑞𝜀11
∑︁

𝑚≍𝑁/(𝑑𝑞1𝑞2)

𝑚−0,5+𝜀1×

×
∑︁

16𝑥1≪𝑋𝑙2𝑞2/(𝑁2𝛽2)

min

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑥1
𝑚𝑞2

− 𝑋𝑙2𝑞2
2𝜋𝑖𝑢1(𝑁7𝛽)2

⃦⃦⃦⃦−1

,
𝑁2𝛽3/2√
𝑋𝑙2𝑞2𝑑

)︃⎞⎠+𝑂(𝐻−1).

Применяя к сумме по 𝑥1 лемму из [23, c. 94], получаем:

𝑊3 ≪
1

𝐻
.

4) Сумму 𝑊5 оценим по аналогии с 𝑊3:

𝑊5 ≪
1

𝐻
.

5) Оценим теперь сумму 𝑊4. Через 𝑃 будем обозначать сумму по 𝑛4 в 𝑆1.3. Применяя к
этой сумме лемму о замене тригонометрической суммы интегралом (см. [20, гл. 3]), получаем:

𝑃 =

ˆ 𝑁5𝛽

𝑎𝑑𝛽

1

𝑧
exp

(︂
2𝜋𝑖

(︂
𝑥𝑧

𝑎
+

𝑋𝑙1
2𝜋𝑢𝑧

)︂)︂
𝑑𝑧 +𝑂

(︂
1

𝑁𝛽

)︂
.

Далее, применим к последнему интегралу метод стационарной фазы (см. [20, гл. 3]). Получаем

𝑃 =
1 + 𝑖√

2

(︂
2𝜋𝑢𝑎

𝑋𝑙1𝑥

)︂1/4

exp

(︃
4𝜋𝑖

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑢𝑎

)︃
+𝑂(𝑅),

где

𝑅 =
1

𝑁𝛽
+
𝑁2

𝑋𝑙1
+

1

𝑁𝛽
min

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎
− 𝑋𝑙1

2𝜋𝑢(𝑎𝑑𝛽)2

⃦⃦⃦⃦−1

,
𝑁2𝛽3/2√
𝑋𝑙1𝑑

)︃
+
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+
1

𝑁𝛽
min

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎
− 𝑋𝑙1

2𝜋𝑢(𝑁5𝛽)2

⃦⃦⃦⃦−1

,
𝑁2𝛽3/2√
𝑋𝑙1𝑑

)︃
.

Подставляя это равенство в формулу, определяющую 𝑊4, потом переходя от получившего
равенства к неравенству и пользуясь неравенством (19), получаем:

𝑊4 ≪
𝑋3/4𝐿5

𝑁2𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

∑︁
1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

𝑙
3/4
1

∑︁
𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

𝑎−5/4+𝜀1
∑︁

−𝑎/26𝑦<𝑎/2

×

×
∑︁

𝑥≍𝑋𝑙1/(𝑁𝛽)2

√︀
(𝑥𝑙1, 𝑎)

𝑥1/4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ˆ 𝑈1

𝑈

∑︁
𝑁/𝑑<𝑟6𝑢

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑦𝑟

𝑎

)︂
exp

(︃
4𝜋𝑖

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑢𝑎

)︃
1

𝑢7/4
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+𝑂

(︂
1

𝐻

)︂
, (21)

где

𝑈 = 𝑚𝑎𝑥

(︂
𝑁

𝑑
,

𝑋𝑙1𝑎

2𝜋𝑥𝑁2
5𝛽

2

)︂
≍ 𝑁

𝑑
,𝑈1 = 𝑚𝑖𝑛

(︂
𝑁4

𝑑
,

𝑋𝑙1𝑎

2𝜋𝑥𝑎2𝑑2𝛽2

)︂
≍ 𝑁

𝑑
.

Через 𝐺 будем обозначать интеграл в правой части (21). Меняем порядок интегрирования и
суммирования по 𝑟 в 𝐺, потом интегрируем по частям. Получаем

𝐺 =
∑︁

𝑁/𝑑<𝑟6𝑈

𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑟/𝑎

ˆ 𝑈1

𝑈
exp

(︃
4𝜋𝑖

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑢𝑎

)︃
1

𝑢7/4
𝑑𝑢−

√
2𝜋𝑎

2𝜋𝑖𝑈
1/4
1

√
𝑋𝑙1𝑥

exp

(︃
4𝜋𝑖

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑈1𝑎

)︃
×

×
∑︁

𝑈<𝑟6𝑈1

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑦𝑟

𝑎

)︂
−

√
2𝜋𝑎

8𝜋𝑖
√
𝑋𝑙1𝑥

ˆ 𝑈1

𝑈

∑︁
𝑈<𝑟6𝑢

exp−
(︂
2𝜋𝑖𝑦𝑟

𝑎

)︂
exp

(︃
4𝜋𝑖

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑢𝑎

)︃
1

𝑢5/4
𝑑𝑢+

+

√
2𝜋𝑎

2𝜋𝑖
√
𝑋𝑙1𝑥

∑︁
𝑈<𝑟6𝑈1

exp

(︃
2𝜋𝑖

(︃
−𝑦𝑟
𝑎

+ 2

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑟𝑎

)︃)︃
1

𝑟1/4
. (22)

Через 𝑆 будем обозначать сумму по 𝑟 в последнем слагаемом равенства (22). Применяя к
𝑆 преобразование Абеля, потом переходя к неравенству, получаем:

𝑆 ≪
(︂
𝑑

𝑁

)︂1/4
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑈<𝑟6𝑈2

exp

(︃
2𝜋𝑖

(︃
−𝑦𝑟
𝑎

+ 2

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑟𝑎

)︃)︃⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где 𝑈 < 𝑈2 6 𝑈1 — некоторое фиксированное число. Далее, к сумме по 𝑟 применим лемму о
замене суммы интегралом. Получаем:

∑︁
𝑈<𝑟6𝑈2

exp

(︃
2𝜋𝑖

(︃
−𝑦𝑟
𝑎

+ 2

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑟𝑎

)︃)︃
=

ˆ 𝑈2

𝑈
exp

(︃
2𝜋𝑖

(︃
−𝑦𝑣
𝑎

+ 2

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑣𝑎

)︃)︃
𝑑𝑣 +𝑂(1).

Оценивая первый интеграл в правой части (22) по первой производной и пользуясь нера-
венством ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
𝑈<𝑟6𝑈1

exp

(︂
−2𝜋𝑖𝑦𝑟

𝑎

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒≪ 𝑎

|𝑦|+ 1
,

приходим к неравенству

𝐺≪
√︂

𝑎

𝑋𝑙1𝑥

(︂
𝑑

𝑁

)︂1/4
(︃

𝑎

|𝑦|+ 1
+

⃒⃒⃒⃒
⃒
ˆ 𝑈2

𝑈
exp

(︃
2𝜋𝑖

(︃
−𝑦𝑣
𝑎

+ 2

√︂
𝑋𝑙1𝑥

2𝜋𝑣𝑎

)︃)︃
𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

)︃
.
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Оценим последний интеграл зависимости от значения 𝑦. Обозначим этот интеграл через
𝑉 . Если 𝑦 = 0, то для оценки 𝑉 воспользуемся теоремой об оценке по первой производной.
Получаем

𝑉 ≪
√︃

𝑁3𝑎

𝑋𝑙1𝑥𝑑3
≍ 𝑁3

𝑋𝑙1𝑑2
.

Если

𝑦 < −
√︂

2𝑋𝑙1𝑥𝑎𝑑3

𝜋𝑁3
=𝑀 или

𝑎

2
> 𝑦 > −1

8

√︂
𝑋𝑙1𝑥𝑎𝑑3

𝜋𝑁3
=𝑀1 и 𝑦 ̸= 0,

то оценивая интеграл 𝑉 по аналогии с пунктом 1), найдем

𝑉 6
𝑎

|𝑦| .

В случае когда 𝑀 6 𝑦 6 𝑀1, применяя к 𝑉 теорему об оценке интеграла по второй
производной, получаем

𝑉 ≪ 4

√︃
𝑁5𝑎

𝑋𝑙1𝑥𝑑5
≍ 𝑁2

√
𝑑3𝑋𝑙1

.

Собирая полученные оценки, из (21) следует

𝑊4 ≪
𝑋1/4𝐿5

𝑁9/4𝛽

∑︁
𝑑≤𝑁2𝛽𝐿/𝑋1

𝑑1/4
∑︁

1≤𝑙1≤𝑁2𝛽𝐿/(𝑋1𝑑)

𝑙
1/4
1

∑︁
𝑁/𝑑<𝑎≤𝑁2/𝑑

𝑎−3/4+𝜀1×

×
∑︁

𝑥≍𝑋𝑙1/(𝑁𝛽)2

√︀
(𝑥𝑙1, 𝑎)

𝑥3/4

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
𝑦/∈[𝑀,𝑀1]

𝑦 ̸=0

𝑎

|𝑦| +
𝑁3

𝑋𝑙1𝑑2
+

∑︁
𝑀6𝑦6𝑀1

𝑁2

√
𝑋𝑙1𝑑3

⎞⎟⎟⎠+𝑂

(︂
1

𝐻

)︂
.

После несложных вычислений получим

𝑊4 ≪
1

𝐻
.

Из (15), (18), и оценок для сумм 𝑊𝑗 , 𝑗 = 3, 4, 5, 6, получаем:

𝑊 ≪ 1

𝐻
.

Из (12), (13) и оценки для 𝑊 следует:

𝐼1 ≪
𝑋1𝑌

2𝐿3

𝐻
.

Подставляя это неравенство в (11), получаем

𝐽1 ≪
𝑋1𝑌

2𝐿5

𝐻
. (23)

Из (7), (10) и (23) следует утверждение леммы.

Следствие 1. Пусть 𝛿 — произвольное положительное число, не превосходящее 1, 𝐸2 —
множество таких 𝑇 из интервала [𝑋,𝑋 +𝑋1], для которых выполняется неравенство

𝑊 2(𝑇 ) ≥ 𝑋1−𝛿
1 𝑌 8𝐿5

𝐻
.

Тогда для меры множества 𝐸2 справедлива оценка 𝜇(𝐸2) ≪ 𝑋𝛿
1 .
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3. Доказательство основной теоремы

В следствии 1 полагаем 𝛿 = 1−4/7𝜀. Будем рассматривать те числа 𝑇 из 𝑋 ≤ 𝑇 ≤ 𝑋+𝑋1,
которые не принадлежат множеству 𝐸2; для них выполняется оценка

𝑊 2(𝑇 ) <
𝑌 8𝐿5

√
𝐻

. (24)

Далее, доказательство проводится по схеме работы А. А. Карацубы [13]. Введём теперь
функцию

Φ(𝑠) = 𝜁(𝑠)𝑓(𝑠), 𝑓(𝑠) =
∑︁
𝜈<𝑌

𝛿(𝜈)𝜈1−𝑠.

Применим теорему 11 из [20, c. 324] к Φ(𝑠) и прямоугольнику с вершинами 𝑠 = 0, 5 + 𝑖𝑇 ,
𝑠 = 0, 5 + 𝑖(𝑇 +𝐻), 𝑠 = 3 + 𝑖𝑇 , 𝑠 = 3 + 𝑖(𝑇 +𝐻). Получаем

2𝜋

ˆ 3

0,5
𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 )𝑑𝜎 = 2𝜋

ˆ 1

0,5
𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 )𝑑𝜎 =

=

ˆ 𝑇+𝐻

𝑇
(log |Φ(0, 5 + 𝑖𝑡)| − log |Φ(3 + 𝑖𝑡)|)+

+

ˆ 3

0,5
(arg Φ(𝜎 + 𝑖(𝑇 +𝐻))− arg Φ(𝜎 + 𝑖𝑇 )) 𝑑𝜎.

Пользуясь теоремой 12 из [20, c. 325], оценим второй интеграл величиной 𝑂(log 𝑇 ). Вторая
подынтегральная функция первого интеграла есть величина порядка 𝑂(1). Применяя теорему
2 из [20, c. 345] к первому интегралу, получаем

2𝜋

ˆ 1

0,5
𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 )𝑑𝜎 ≤ 𝐻

2
log

(︂
𝐽

𝐻

)︂
+𝑂(𝐻),

где

𝐽 =

ˆ 𝑇+𝐻

𝑇
|𝜁(0, 5 + 𝑖𝑡)|2 |𝑓(0, 5 + 𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡.

Пользуясь приближенным функциональным уравнением для 𝜁(𝑠) ( [21, c. 82]), получаем

𝐽 ≤ 8𝐽1 +𝑂
(︀
𝐻𝑇−0,5𝑌 𝐿4

)︀
,

где

𝐽1 =

ˆ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
𝑛𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

|𝑓(0, 5 + 𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡.

Вспоминая определение 𝑓(𝑠), можно переписать 𝐽1 так:

𝐽1 =

ˆ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚≤𝑃1

𝑎(𝑚)𝑚𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡,

где числа 𝑎(𝑚) определены в (6). Имеет место цепочка соотношений

𝐽1 ≤ 𝑒

ˆ 𝑇+𝐻

𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝑡− 𝑇

𝐻

)︂2
)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚≤𝑃1

𝑎(𝑚)𝑚𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡 ≤ 𝑒𝐻
∑︁

𝑚1,𝑚2≤𝑃1

𝑎(𝑚1)𝑎(𝑚2)

(︂
𝑚1

𝑚2

)︂𝑖𝑇

×
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× exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
log

𝑚1

𝑚2

)︂2
)︃ˆ +∞

−∞
exp

(︃
−
(︂
𝑣 − 𝑖𝑣

𝐻

2
log

𝑚1

𝑚2

)︂2
)︃
𝑑𝑣 =

= 𝑒
√
𝜋𝐻

∑︁
𝑚1,𝑚2≤𝑃1

𝑎(𝑚1)𝑎(𝑚2)

(︂
𝑚1

𝑚2

)︂𝑖𝑇

exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
log

𝑚1

𝑚2

)︂2
)︃

≤ 𝑒
√
𝜋𝐻 (Σ + 2 |𝑊 (𝑇 )|) ,

где Σ и 𝑊 (𝑇 ) определены в леммах 1 и 2. В силу леммы 1 и оценки (24) получаем:

𝐽1 = 𝑂(𝐻), 𝐽 = 𝑂(𝐻),

ˆ 1

0,5
𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 )𝑑𝜎 = 𝑂(𝐻).

Пусть 𝜎 > 0, 5 и 𝜎1 = 0, 5 + 0, 5(𝜎 − 0, 5) < 𝜎. Определяем

𝑔(𝛼) = 𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 ).

Заметим, что 𝑔(𝛼2) ≤ 𝑔(𝛼1) при 𝛼1 ≤ 𝛼2. Отсюда следует, что

𝑁(𝜎, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝜎, 𝑇 ) ≤ 1

𝜎 − 𝜎1

ˆ 𝜎

𝜎1

𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 )𝑑𝛼 ≤

≤ 2

𝜎 − 0, 5

ˆ 1

0,5
𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 )𝑑𝛼 = 𝑂

(︂
𝐻

𝜎 − 0, 5

)︂
.

Далее, утверждение теоремы следует из следствия 1.

4. Заключение

В нашей работе границу𝐻 = 𝑋𝜀 определяет лемма 1. Это объясняется тем, что надо «успо-
коить» достаточно длинный отрезок ряда Дирихле, которым определяется дзета-функция Ри-
мана. В дальнейшем интересно было бы рассмотреть задачу для существенно более коротких
промежутков окрестности критической прямой.
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