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Аннотация

На многообразии с почти контактной метрической структурой (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) и эндомор-
физмом 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 вводится понятие N-продолженной связности ∇𝑁 = (∇, 𝑁), где ∇ —
внутренняя связность. Найден эндоморфизм 𝑁 : 𝐷 → 𝐷, при котором тензор кривизны
N-продолженной связности совпадает с тензором кривизны Вагнера. Доказывается, что
тензор кривизны внутренней связности равен нулю тогда и только тогда, когда на мно-
гообразии 𝑀 существует атлас адаптированных карт, для которых коэффициенты внут-
ренней связности обращаются в нуль. Строится взаимно-однозначное соответствие меж-
ду множеством N-продолженных связностей и множеством N-связностей. Показано, что
класс N-связностей включает в себя связность Танака-Вебстера и связность Схоутена-ван
Кампена. Получено равенство, выражающее N-связность через связность Леви-Чивита.
Исследуются свойства тензора кривизны N-связности, названного в работе обобщенным
тензором кривизны Вагнера. Доказывается, в частности, что обращение в нуль обобщен-
ного тензора кривизны Вагнера в случае контактного метрического пространства влечет
существование постоянного допустимого векторного поля любого направления. Показа-
но, что тождественное равенство нулю обобщенного тензора кривизны Вагнера возможно
лишь в случае нулевого эндоморфизма 𝑁 : 𝐷 → 𝐷.

Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, N-продолженная связ-
ность, обобщенный тензор кривизны Вагнера, связность Танака–Вебстера, связность
Схоутена–ван Кампена.

GENERALIZED WAGNER’S CURVATURE TENSOR
OF ALMOST CONTACT METRIC SPACES

S. V. Galaev (Saratov)

Аннотация

On a manifold with an almost contact metric structure (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) and an endomorphism
𝑁 : 𝐷 → 𝐷 the notion of an N-prolonged connection ∇𝑁 = (∇, 𝑁), where ∇ is an interior
connection, is introduced. An endomorphism 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 found such that the curvature tensor
of the N-prolonged connection coincides with the Wagner curvature tensor. It is proven that the
curvature tensor of the interior connection equals zero if and only if on the manifold𝑀 exists an
atlas of adapted charts for that the coefficients of the interior connection are zero. A one-to-one
correspondence between the set of N-prolonged and the set of N-connections is constructed. It
is shown that the class of N-connections includes the Tanaka-Webster Schouten-van Kampen
connections. An equality expressing the N-connection in the terms of the Levi-Civita connection
is obtained. The properties of the curvature tensor of the N-connection are investigated; this
curvature tensor is called in the paper the generalized Wagner curvature tensor. It is shown
in particular that if the generalized Wagner curvature tensor in the case of a contact metric
space is zero, then there exists a constant admissible vector field oriented in any direction. It is
shown that the generalized Wagner curvature tensor may be zero only in the case of the zero
endomorphism 𝑁 : 𝐷 → 𝐷.

Key words: almost contact metric structure, N-prolonged connection, generalized Wagner
curvature tensor, Tanaka–Webster connection, Schouten–van-Kampen connection.
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1. Введение

В последние годы на гладком многообразии𝑀 с почти контактной метрической структурой
(𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) все чаще, наряду со связностью Леви–Чивита, используются как метрические так
и не метрические связности с кручением. В настоящей работе все линейные связности ∇𝑁

�⃗� ,

заданные на многообразии 𝑀 с почти контактной метрической структурой (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) и
однозначно определяемые условиями

1) 𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝜉 + 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗� − 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀);
2) ∇𝑁

�⃗� 𝑔(�⃗�, �⃗�) = 0, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷);

3) ∇𝑁
�⃗� 𝜉 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀);

4) ∇𝑁
�⃗� 𝜂 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), где 𝑆(�⃗�, �⃗�) — кручение связности, 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 — эндоморфизм

распределения структуры, объединены в один класс связностей, названных N-связностями.
Тензор кривизны 𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� N-связности, названный в работе обобщенным тензором кривизны
Вагнера, находится по формуле 𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝑁�⃗� +𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� + 𝜂(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁

𝑃�⃗�𝑁)�⃗�)−
𝜂(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁

𝑃�⃗�𝑁)�⃗�), �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), где 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� — тензор кривизны Схоутена [1].
N-связность может быть отождествлена с парой (∇, 𝑁), где ∇ — внутренняя связность,

осуществляющая параллельный перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых.
Идея построения N-связностей берет начало в геометрической теории неголономной ме-

ханики. С геометрической точки зрения уравнения движения неголономной динамической
системы интерпретируются как уравнения геодезических внутренней связности [1] – [2], за-
данной на неголономном многообразии — конфигурационном пространстве механической си-
стемы. Интегрирование уравнений движения во многом зависит от удачного выбора системы
координат [2]. В некоторых случаях, геометрические свойства неголономного многообразия
позволяют выбрать такую специальную систему координат, в которой уравнения движения
неголономной динамической системы принимают наиболее простой вид. Поиск необходимых
геометрических инвариантов приводит В. В. Вагнера к построению тензора кривизны неголо-
номного многообразия, называемого сегодня тензором кривизны Вагнера. Нами показано, что
в случае контактного многообразия тензор кривизны Вагнера совпадает с тензором кривиз-
ны некоторой связности в векторном расслоении (𝐷,𝜋,𝑀), пространством которого являет-
ся распределение 𝐷 контактной структуры (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙). Необходимую для получения тензора
кривизны Вагнера связность будем называть связностью Вагнера. Задание связности Вагне-
ра сводится к продолжению внутренней связности до связности в векторном расслоении с
помощью эндоморфизма 𝑁 : 𝐷 → 𝐷, имеющего специальное строение.

В настоящей работе, с одной стороны, конструкция Вагнера уточняется для случая мно-
гообразия с почти контактной метрической структурой, а с другой стороны, мы обобщаем
построения Вагнера, используя наперед заданный эндоморфизм 𝑁 : 𝐷 → 𝐷. Полученная та-
ким образом в векторном расслоении (𝐷,𝜋,𝑀) связность получает название N-продолженной
связности. Всякой N-продолженной связности естественным образом соответствует некоторая
N-связность. Вообще говоря, N-связность ∇𝑁

�⃗� не является метрической связностью. Выбирая
соответствующим образом эндоморфизм 𝑁 , можно получить часто используемые в геометрии
почти контактных метрических пространств N-связности: связность Танака–Вебстера, связ-
ность Схоутена–ван Кампена и другие связности [3] – [8].

Предлагаемая работа устроена следующим образом. Во втором разделе на почти контакт-
ном метрическом многообразии 𝑀 определяются внутренняя и N-продолженная связности
и изучаются их основные свойства. В третьем разделе устанавливается соответствие меж-
ду классом N-продолженных связностей и подклассом линейных связностей на многообразии
с почти контактной метрической структурой. Дается описание как уже хорошо известных
N-связностей — связности Танака–Вебстера [3] – [5] и связности Схоутена–ван Кампена [6],
так и совсем недавно получивших свое развитие — связности Бежанку [7] и 𝜙-связности [8].
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В четвертом разделе определяется обобщенный тензор кривизны Вагнера, и изучаются его
свойства. Доказывается, что обращение в нуль обобщенного тензора кривизны Вагнера вле-
чет существование постоянного допустимого векторного поля любого направления.

2. Внутренняя и N-продолженная связности

Пусть 𝑀 — гладкое многообразие нечетной размерности 𝑛 = 2𝑚 + 1, 𝑚 > 1, Γ(𝑇𝑀) —
модуль гладких векторных полей на 𝑀 . Все многообразия, тензорные поля и другие гео-
метрические объекты предполагаются гладкими класса 𝐶∞. Предположим, что на 𝑀 задана
почти контактная метрическая структура (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) [9], где 𝜙 — тензор типа (1,1), называ-
емый структурным эндоморфизмом, 𝜉 и 𝜂 — вектор и ковектор, называемые, соответственно,
структурным вектором и контактной формой, 𝑔 — (псевдо) риманова метрика. Мы требу-
ем, чтобы 𝜉 ∈ ker𝜔, где 𝜔 = 𝑑𝜂. Кососимметрический тензор Ω(�⃗�, �⃗�) = 𝑔(�⃗�, 𝜙�⃗�) называется
фундаментальной формой структуры. Почти контактная метрическая структура называет-
ся контактной метрической структурой, если выполняется равенство Ω = 𝑑𝜂. Пусть 𝐷 —
гладкое распределение коразмерности 1, определяемое формой 𝜂, 𝐷⊥ = 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝜉) — его осна-
щение: 𝑇𝑋 = 𝐷 ⊕ 𝐷⊥. В контактном случае вектор 𝜉 однозначно определяется из условий
𝜂(𝜉) = 1, 𝑘𝑒𝑟𝜔 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝜉) и называется вектором Риба. Будем называть 𝐷 распределением по-
чти контактной метрической структуры. В работе, в частности, рассматривается пространство
(многообразие) Сасаки — контактное метрическое пространство, удовлетворяющее дополни-
тельному условию 𝑁𝜙 + 2𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 = 0, где 𝑁𝜙(�⃗�, �⃗�) = [𝜙�⃗�, 𝜙�⃗�] + 𝜙2[�⃗�, �⃗�] − 𝜙[𝜙�⃗�, �⃗�] − 𝜙[�⃗�, 𝜙�⃗�] —
тензор Нейенхейса эндоморфизма 𝜙. Выполнение условия 𝑁𝜙 + 2𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 = 0 означает, что
пространство Сасаки является нормальным пространством.

Карту 𝐾(𝑥𝛼) (𝛼, 𝛽, 𝛾 = 1, ..., 𝑛) (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒 = 1, ..., 𝑛 − 1) многообразия 𝑀 будем называть
адаптированной к распределению 𝐷, если 𝜕𝑛 = 𝜉 [9]. Пусть 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷 — проектор,
определяемый разложением 𝑇𝑋 = 𝐷 ⊕ 𝐷⊥, и 𝐾(𝑥𝛼) — адаптированная карта. Векторные
поля 𝑃 (𝜕𝑎) = �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛 линейно независимы и в области определения соответствую-
щей карты порождают систему 𝐷: 𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�𝑎). Таким образом, мы имеем на многооб-
разии 𝑀 неголономное поле базисов (�⃗�𝛼) = (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛) и соответствующее ему поле кобазисов
(𝑑𝑥𝑎, 𝜂 = Θ𝑛 = 𝑑𝑥𝑛 + Γ𝑛

𝑎𝑑𝑥
𝑎). Непосредственно проверяется, что [�⃗�𝑎, �⃗�𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛. Адаптиро-

ванным будем называть также базис �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎−Γ𝑛
𝑎𝜕𝑛, как базис, определяемый адаптированной

картой. Условие 𝜉 ∈ ker𝜔 влечет справедливость равенства 𝜕𝑛Γ𝑛
𝑎 = 0. Пусть 𝐾(𝑥𝛼) и 𝐾 ′(𝑥𝛼

′
)

— адаптированные карты, тогда получаем следующие формулы преобразования координат:
𝑥𝑎 = 𝑥𝑎(𝑥𝑎

′
), 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛

′
+ 𝑥𝑛(𝑥𝑎

′
).

Тензорное поле 𝑡 типа (𝑝, 𝑞), заданное на почти контактном метрическом многообразии,
назовем допустимым (к распределению 𝐷), если 𝑡 обращается в нуль каждый раз, когда среди
его аргументов встречаются 𝜉 или 𝜂. Координатное представление допустимого тензорного
поля в адаптированной карте имеет вид: 𝑡 = 𝑡

𝑎1...𝑎𝑝
𝑏1...𝑏𝑞

�⃗�𝑎1 ⊗ ...⊗ �⃗�𝑎𝑝 ⊗ 𝑑𝑥𝑏1 ⊗ ...⊗ 𝑑𝑥𝑏𝑞 .

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных координатах

подчиняется следующему закону: 𝑡𝑎𝑏 = 𝐴𝑎
𝑎′𝐴

𝑏′
𝑏 𝑡

𝑎′
𝑏′ , где 𝐴

𝑎′
𝑎 = 𝜕𝑥𝑎′

𝜕𝑥𝑎 .
Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что произ-

водные 𝜕𝑛𝑡𝑎𝑏 являются компонентами допустимого тензорного поля. Заметим, что обращение
в нуль производных 𝜕𝑛𝑡𝑎𝑏 не зависит от выбора адаптированных координат.

Введем в рассмотрение допустимые тензорные поля, определяемые равенствами

ℎ�⃗� =
1

2
(𝐿

𝜉
𝜙)(�⃗�), 𝐶(�⃗�, �⃗�) =

1

2
(𝐿

𝜉
𝑔)(�⃗�, �⃗�), 𝑔(𝐶�⃗�, �⃗�) = 𝐶(�⃗�, �⃗�), 𝐿�⃗� = 𝐶�⃗�− 𝜓�⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).

В адаптированных координатах получаем: ℎ𝑎𝑏 = 1
2𝜕𝑛𝜙

𝑎
𝑏 , 𝐶𝑎𝑏 =

1
2𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, 𝐶

𝑎
𝑏 = 𝑔𝑑𝑎𝐶𝑑𝑏, 𝜓𝑐

𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝜔𝑎𝑏.
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Будем использовать следующие обозначения для связности и коэффициентов связности
Леви–Чивита тензора 𝑔: ̃︀∇, ̃︀Γ𝛼

𝛽𝛾 . В результате непосредственных вычислений убеждаемся в
справедливости следующей теоремы.

Теорема 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты почти контактного метрического
пространства в адаптированных координатах имеют вид:

̃︀Γ𝑐
𝑎𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏,
̃︀Γ𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎 − 𝐶𝑎𝑏, ̃︀Γ𝑏

𝑎𝑛 = ̃︀Γ𝑏
𝑛𝑎 = 𝐶𝑏

𝑎 − 𝜓𝑏
𝑎,
̃︀Γ𝑛
𝑛𝑎 = ̃︀Γ𝑎

𝑛𝑛 = 0,

где Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1
2𝑔

𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑏𝑐).

Под внутренней линейной связностью на многообразии с контактной метрической струк-
турой [9] понимается отображение ∇ : Γ(𝐷) × Γ(𝐷) → Γ(𝐷), удовлетворяющее следующим
условиям:

1)∇𝑓1�⃗�+𝑓2�⃗� = 𝑓1∇�⃗� + 𝑓2∇�⃗�;

2)∇�⃗�𝑓�⃗� = (�⃗�𝑓)�⃗� + 𝑓∇�⃗��⃗�,

3)∇�⃗�(�⃗� + �⃗�) = ∇�⃗��⃗� +∇�⃗��⃗�,

где Γ(𝐷) — модуль допустимых векторных полей. Коэффициенты линейной связности опре-
деляются из соотношения ∇�⃗�𝑎 �⃗�𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏�⃗�𝑐. Из равенства �⃗�𝑎 = 𝐴𝑎′
𝑎 �⃗�𝑎′ , где

𝐴𝑎′
𝑎 =

𝜕𝑥𝑎
′

𝜕𝑥𝑎
, (1)

обычным образом следует формула преобразования для коэффициентов связности:

Γ𝑐
𝑎𝑏 = 𝐴𝑎′

𝑎 𝐴
𝑏′
𝑏 𝐴

𝑐
𝑐′Γ

𝑐′
𝑎′𝑏′ +𝐴𝑐

𝑐′ �⃗�𝑎𝐴
𝑐′
𝑏 . (2)

Кручение внутренней линейной связности 𝑆 по определению полагается равным

𝑆(�⃗�, �⃗�) = ∇�⃗��⃗� −∇�⃗��⃗�− 𝑃 [�⃗�, �⃗�].

Таким образом, в адаптированных координатах мы имеем 𝑆𝑐
𝑎𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏 − Γ𝑐
𝑏𝑎.

Координатное представление тензора кручения внутренней связности указывает на целесо-
образность называть внутреннюю связность с нулевым кручением симметричной связностью.
Действие внутренней линейной связности обычным образом продолжается на произвольные
допустимые тензорные поля. Если кручение внутренней связности равно нулю и ∇𝑔 = 0, то
соответствующую связность будем называть внутренней метрической связностью без круче-
ния.

Внутренняя линейная связность может быть определена заданием горизонтального рас-
пределения над пространством векторного расслоения (𝐷,𝜋,𝑀). Будем говорить, что над
распределением 𝐷 задана связность, если распределеoние ̃︀𝐷 = 𝜋−1

* (𝐷), где 𝜋 : 𝐷 → 𝑀 —
естественная проекция, раскладывается в прямую сумму вида ̃︀𝐷 = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑉 𝐷, где 𝑉 𝐷 —
вертикальное распределение на тотальном пространстве 𝐷.

Введем на 𝐷 структуру гладкого многообразия, поставив в соответствие каждой адапти-
рованной карте 𝐾(𝛼) на многообразии 𝑀 сверхкарту �̃�(𝑥𝛼, 𝑥𝑛+𝑎) на многообразии 𝐷, где
(𝑥𝑛+𝑎) — координаты допустимого вектора в базисе �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛. Построенную сверхкарту
также будем называть адаптированной. Задание связности над распределением эквивалентно
заданию объекта 𝐺𝑎

𝑏 (𝑥
𝑎, 𝑥𝑛+𝑎) такого, что 𝐻𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�𝑎), где �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎−Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛−𝐺𝑏
𝑎𝜕𝑛+𝑏. В слу-

чае, когда 𝐺𝑎
𝑏 (𝑥

𝑎, 𝑥𝑛+𝑎) = Γ𝑎
𝑏𝑐(𝑥

𝑎)𝑥𝑛+𝑐, связность над распределением определяется внутренней
линейной связностью. В настоящей работе уточняется введенное ранее [11] понятие продол-
женной связности. Пусть ∇ — внутренняя линейная связность, определяемая горизонтальным
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распределением 𝐻𝐷, и 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 — поле допустимого тензора типа (1,1). N-продолженной
связностью назовем связность в векторном расслоении (𝐷,𝜋,𝑀), определяемую разложением
𝑇𝐷 = ̃︂𝐻𝐷 ⊕ 𝑉 𝐷, такую, что ̃︂𝐻𝐷 = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�), где �⃗��⃗� = �⃗� − (𝑁�⃗�)𝑣, �⃗� = 𝜕𝑛, �⃗� ∈ 𝐷,
(𝑁�⃗�)𝑣 — вертикальный лифт. Относительно базиса (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛, 𝜕𝑛+𝑎) поле �⃗� получает следующее
координатное представление: �⃗� = 𝜕𝑛 −𝑁𝑎

𝑏 𝑥
𝑛+𝑏𝜕𝑛+𝑎.

Под кручением N-продолженной связности будем понимать кручение исходной внутрен-
ней связности. Будем использовать следующее обозначение для N-продолженной связности:
∇𝑁 = (∇, 𝑁), где ∇ — внутренняя связность. N-продолженную связность назовем метриче-
ской, если ∇ — внутренняя симметричная метрическая связность и выполняется равенство
∇𝑁

𝜉
𝑔𝑎𝑏 = 𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏 −𝑁 𝑐

𝑎𝑔𝑐𝑏 −𝑁 𝑐
𝑏 𝑔𝑎𝑐 = 0.

Если не оговорено противное, на протяжении всей работы под связностью ∇ будет пони-
маться внутренняя симметричная метрическая связность.

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством

𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� = ∇�⃗�∇�⃗� �⃗� −∇�⃗�∇�⃗��⃗� −∇𝑃 [�⃗�,�⃗�]�⃗� − 𝑃 [𝑄[�⃗�, �⃗�], �⃗�],

где 𝑄 = 1−𝑃 , названо Вагнером [1] тензором кривизны Схоутена. Координатное представле-
ние тензора Схоутена в адаптированных координатах имеет вид: 𝑅𝑑

𝑎𝑏𝑐 = 2�⃗�[𝑎Γ
𝑑
𝑏]𝑐 + 2Γ𝑑

[𝑎||𝑒||Γ
𝑒
𝑏]𝑐.

Тензор кривизны Схоутена возникает в результате альтернирования вторых ковариантных
производных: 2∇[𝑎∇𝑏]𝑣

𝑐 = 𝑅𝑐
𝑎𝑏𝑒𝑣

𝑒 + 4𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛𝑣
𝑐.

Обращение в нуль тензора кривизны Схоутена равносильно тому, что параллельный пе-
ренос допустимых векторов вдоль допустимых кривых не зависит от пути переноса. Назовем
тензор Схоутена тензором кривизны распределения 𝐷, а распределение 𝐷, в случае обраще-
ния в нуль тензора Схоутена, — распределением нулевой кривизны. Из формул (1), (2) следует,
что частные производные 𝜕𝑛Γ𝑎

𝑏𝑐 = 𝑃 𝑎
𝑏𝑐 являются компонентами допустимого тензорного поля,

обозначаемого в дальнейшем 𝑃 (�⃗�, �⃗�).
Для К-контактных [9] пространств тензор кривизны Схоутена наделен теми же формаль-

ными свойствами, что и тензор кривизны риманова многообразия. В более общем случае пре-
пятствием к этому выступает наличие производных 𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 в равенстве

∇[𝑒∇𝑎]𝑔𝑏𝑐 = 2𝜔𝑒𝑎𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑔𝑑𝑐𝑅
𝑑
𝑒𝑎𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑐.

Векторные поля (�⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛
𝑎𝜕𝑛 − Γ𝑏

𝑎𝑐𝑥
𝑛+𝑐𝜕𝑛+𝑏, �⃗� = 𝜕𝑛 − 𝑁𝑎

𝑏 𝑥
𝑛+𝑏𝜕𝑛+𝑎, 𝜕𝑛+𝑎) определяют

на 𝐷 неголономное (адаптированное) поле базисов, а формы (𝑑𝑥𝑎,Θ𝑛 = 𝑑𝑥𝑛 + Γ𝑛
𝑎𝑑𝑥

𝑎,Θ𝑛+𝑎 =
𝑑𝑥𝑛+𝑎 + Γ𝑎

𝑏𝑐𝑥
𝑛+𝑐𝑑𝑥𝑏 + 𝑁𝑎

𝑏 𝑥
𝑛+𝑏𝑑𝑥𝑛) — соответствующее поле кобазисов. Проводя необходимые

вычисления, получаем следующие структурные уравнения:

[�⃗�𝑎, �⃗�𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎�⃗�+ 𝑥𝑛+𝑑(2𝜔𝑏𝑎𝑁
𝑐
𝑑 +𝑅𝑐

𝑏𝑎𝑑)𝜕𝑛+𝑐, (3)

[�⃗�𝑎, �⃗�] = 𝑥𝑛+𝑑(𝜕𝑛Γ
𝑐
𝑎𝑑 −∇𝑎𝑁

𝑐
𝑑)𝜕𝑛+𝑐, (4)

[�⃗�𝑎, 𝜕𝑛+𝑏] = Γ𝑐
𝑎𝑏𝜕𝑛+𝑐,

[�⃗�, 𝜕𝑛+𝑎] = 𝑁 𝑐
𝑎𝜕𝑛+𝑐.

Из (3), (4) получаем выражение для тензора кривизны N-продолженной связности:

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝑁�⃗� +𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗�, (5)

𝐾(𝜉, �⃗�)�⃗� = 𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇�⃗�𝑁)�⃗�, (6)

где �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷).
Как следует из (5), (6), тензор кривизны N-продолженной связности полностью опреде-

ляется допустимыми тензорными полями. Если положить в адаптированных координатах
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𝑁𝑎
𝑏 = 1

4𝑚𝜔
𝑐𝑑𝑅𝑎

𝑐𝑑𝑏, то соответствующую N-продолженную связность и ее тензор кривизны бу-
дем называть связностью Вагнера и тензором кривизны Вагнера соответственно. В более об-
щем случае назовем тензор кривизны N-продолженной связности обобщенным тензором кри-
визны Вагнера. Для связности Вагнера будем использовать обозначение ∇𝑊 . Эндоморфизм
𝑁𝑎

𝑏 = 1
4𝑚𝜔

𝑐𝑑𝑅𝑎
𝑐𝑑𝑏 получен Вагнером [1] при построении тензора кривизны неголономного мно-

гообразия коразмерности 1.
Выбор эндоморфизма𝑁 определяется предпочитаемыми свойствами конструируемой связ-

ности.

Теорема 2. На многообразии с контактной метрической структурой существует 𝑁 -
продолженная метрическая связность, однозначно определяемая следующими условиями:

1. �⃗�𝑔(�⃗�, �⃗�) = 𝑔(∇�⃗��⃗�, �⃗�) + 𝑔(�⃗�,∇�⃗� �⃗�) (свойство метричности),
2. ∇�⃗��⃗� −∇�⃗��⃗�− 𝑃 [�⃗�, �⃗�] = 0 (отсутствие кручения),
3. 𝑁 — симметрический оператор, такой, что

𝑔(𝑁�⃗�, �⃗�) =
1

2
𝐿
𝜉
𝑔(�⃗�, �⃗�), (7)

где �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷) — сечения распределения 𝐷.

Доказательство. Первые два условия теоремы однозначно определяют внутреннюю метри-
ческую связность [1]. В случае, когда 𝐿

𝜉
𝑔 = 0, полагаем𝑁 = 0. Пусть, теперь, 𝐿

𝜉
𝑔 ̸= 0. Альтер-

нируя вторую ковариантную производную, получаем: ∇[𝑒∇𝑎]𝑔𝑏𝑐 = 2𝜔𝑒𝑎𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐−𝑔𝑑𝑐𝑅𝑑
𝑒𝑎𝑏−𝑔𝑏𝑑𝑅𝑑

𝑒𝑎𝑐.
Предполагая, что существует 𝑁 -продолженная метрическая связность, удовлетворяющая

условиям теоремы, и, сравнивая полученный результат с (7), находим явное выражение для
эндоморфизма 𝑁 :

𝑁𝑓
𝑏 =

1

4𝑚
𝜔𝑒𝑎(𝑅𝑓

𝑒𝑎𝑏 + 𝑔𝑏𝑑𝑔
𝑐𝑓𝑅𝑑

𝑒𝑎𝑐)

Далее, с помощью прямого вычисления убеждаемся в справедливости равенства ∇𝑛𝑔𝑎𝑏 = 0
для найденного выше эндоморфизма 𝑁 . Тем самым теорема доказана. 2

3. N-продолженные связности и специальные связности в почти
контактном метрическом пространстве

Пусть ∇𝑁 — N-продолженная связность на многообразии с почти контактной метрической
структурой (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔). Поставим в соответствие связности ∇𝑁 линейную связность на мно-
гообразии 𝑀 , обозначаемую тем же символом ∇𝑁 и удовлетворяющую следующим условиям:

1) 𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝜉 + 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗� − 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀);
2) ∇𝑁

�⃗� 𝑔(�⃗�, �⃗�) = 0, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷);

3) ∇𝑁
�⃗� 𝜉 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀);

4) ∇𝑁
�⃗� 𝜂 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), где 𝑆(�⃗�, �⃗�) — кручение связности ∇𝑁

�⃗� .
Имеет место

Теорема 3. Пусть (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) — почти контактная метрическая структура, задан-
ная на многообразии 𝑀 . Тогда на многообразии 𝑀 существует единственная связность ∇𝑁

�⃗�

такая, что выполняются следующие условия:

𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝜉 + 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗� − 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), (8)

∇𝑁
�⃗� 𝑔(�⃗�, �⃗�) = 0, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷), (9)

∇𝑁
�⃗� 𝜉 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), (10)



ОБОБЩЕННЫЙ ТЕНЗОР КРИВИЗНЫ ВАГНЕРА . . . 59

∇𝑁
�⃗� 𝜂 = 0, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), (11)

где 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 распределения 𝐷.

Доказательство. Из предположения существования связности, докажем ее единственность.
Получим явное выражение для коэффициентов Γ𝛼

𝛽𝛾 связности ∇𝑁
�⃗� в адаптированных ко-

ординатах. Условия (8), (9) определяют коэффициенты Γ𝑎
𝑏𝑐 = 1

2𝑔
𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑏𝑐). Из

условий (10), (11) следует справедливость следующих равенств: Γ𝑎
𝑏𝑛 = Γ𝑛

𝑎𝑛 = Γ𝑎
𝑛𝑛 = Γ𝑛

𝑎𝑏 =
Γ𝑛
𝑛𝑏 = Γ𝑛

𝑛𝑛 = 0. Повторно используя условие (8), получаем, что Γ𝑏
𝑛𝑎 = 𝑁 𝑏

𝑎. Что и доказывает
единственность. Определим теперь отличные от нуля коэффициенты связности ∇𝑁

�⃗� , положив
Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1
2𝑔

𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑏𝑐), Γ𝑏
𝑛𝑎 = 𝑁 𝑏

𝑎. Непосредственно проверяется, что определяемая тем
самым связность удовлетворяет условиям (8)-(11). Теорема доказана. 2

Теорема 3 указывает на биективное соответствие между множеством N-продолженных
связностей и множеством N-связностей. Следующее утверждение позволяет построить N-связ-
ность, используя связность Леви–Чивита.

Теорема 4. Пусть (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) — почти контактная метрическая структура, задан-
ная на многообразии 𝑀 . Тогда определяемая с помощью равенства

∇𝑁
�⃗� �⃗� = ̃︀∇�⃗��⃗� − 𝜂(�⃗�)̃︀∇�⃗�𝜉 + (𝜔 + 𝑐)(�⃗�, �⃗�)𝜉 + 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗�

связность ∇𝑁
�⃗� совпадает с N-связностью с соответствующим эндоморфизмом 𝑁 : 𝐷 → 𝐷.

Доказательство теоремы сводится вычислению коэффициентов связности в адаптирован-
ных координатах.

Используя равенства (5), (6), получаем выражение для тензора кривизны N-связности ∇𝑁
�⃗� :

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝑁�⃗� +𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� + 𝜂(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁
𝑃�⃗�𝑁)�⃗�)− 𝜂(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁

𝑃�⃗�𝑁)�⃗�),

�⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).
Назовем тензор кривизны N-связности, также как и тензор кривизны соответствующей

N-продолженной связности, обобщенным тензором кривизны Вагнера. Задавая надлежащим
образом эндоморфизм 𝑁 : 𝐷 → 𝐷, получаем специальные классы N-связностей:

1. Связность Бежанку ∇𝐵 с нулевым эндоморфизмом 𝑁 = 0. Бежанку [7] определяет
связность ∇𝐵 на почти контактном метрическом многообразии с помощью формулы

∇𝐵
�⃗� �⃗� = ̃︀∇�⃗��⃗� − 𝜂(�⃗�)̃︀∇�⃗�𝜉 − 𝜂(�⃗�)̃︀∇�⃗�𝜉 + (𝜔 + 𝑐)(�⃗�, �⃗�)𝜉.

В адаптированных координатах отличными от нуля компонентами Γ𝐵𝛼
𝛽𝛾 связности ∇𝐵 являют-

ся Γ𝐵𝛼
𝛽𝛾 = Γ𝑎

𝑏𝑐 =
1
2𝑔

𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑏𝑐). В случае многообразия Сасаки тензор кривизны связ-
ности Бежанку совпадает с тензором кривизны Схоутена. Построенная Бежанку связность,
вообще говоря, не является метрической. Так как ∇𝐵

𝑛 𝑔𝑎𝑏 = 𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, то метричность связности
Бежанку эквивалентна К-контактности контактной метрической структуры. N-связность ∇𝑁

на многообразии с почти контактной метрической структурой с заданным эндоморфизмом
𝑁 : 𝐷 → 𝐷 может быть определена с помощью равенства ∇𝑁

�⃗� �⃗� = ∇𝐵
�⃗� �⃗� + 𝜂(�⃗�)𝑁�⃗�.

2. Связность Танака-Вебстера ∇𝑇𝑊 определяется как единственная связность, удовлетво-
ряющая следующим условиям:

1) ∇𝑇𝑊 𝜂 = 0,
2) ∇𝑇𝑊 𝜉 = 0,
3) ∇𝑇𝑊 𝑔 = 0,
4) 𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝜉, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷),
5) 𝑆(𝜉, 𝜙�⃗�) = −𝜙𝑆(𝜉, �⃗�), �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).
Связность ∇𝑇𝑊 является N-связностью для 𝑁 = 𝐶.
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3. Связность Схоутена-ван Кампена ∇𝑆𝑘 определяется с помощью равенства [6]:

∇𝑆𝑘
�⃗� �⃗� = (̃︀∇�⃗��⃗�

ℎ)ℎ + (̃︀∇�⃗��⃗�
𝑣),

где �⃗�ℎ = 𝑃 �⃗�, �⃗�𝑣 = 𝑄�⃗�. Непосредственно проверяется, что связность Схоутена-ван Кампена
является N-связностью для случая, когда 𝑁 = 𝐶 − 𝜙.

4. Совсем недавно было введено понятие 𝜙-связности [8]. Для K-контактных метрических
пространств 𝜙-связность совпадает со связностью Схоутена–ван Кампена.

4. Свойства кривизны N-продолженной связности

Пусть (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) — контактная метрическая структура, заданная на многообразии 𝑀 .
Тем самым на многообразии 𝑀 определена внутренняя симметричная метрическая связность
∇ с коэффициентами Γ𝑎

𝑏𝑐 =
1
2𝑔

𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑏𝑐). Имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Пусть (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) — почти контактная метрическая структура, за-
данная на многообразии 𝑀 . Тогда обращение в нуль тензора Схоутена эквивалентно суще-
ствованию такого атласа, состоящего из адаптированных карт, для которого выполняются
равенства Γ𝑎

𝑏𝑐 = 0.

Доказательство. Достаточность утверждения непосредственно подтверждается коорди-
натным представлением тензора Схоутена в адаптированных координатах. Докажем необ-
ходимость. Как показано в [1], обращение в нуль тензора Схоутена влечет независимость
коэффициентов связности Γ𝑎

𝑏𝑐 от последней координаты: 𝜕𝑛Γ𝑎
𝑏𝑐 = 𝑃 𝑎

𝑏𝑐 = 0. Покажем, что на
многообразии 𝑀 можно построить атлас адаптированных карт, в которых коэффициенты
связности равны нулю. Составим систему уравнений в полных дифференциалах.

𝜕𝑎𝑓
𝑏′ = 𝐴𝑏′

𝑎 , 𝜕𝑎𝐴
𝑐′
𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏𝐴
𝑐′
𝑐 . (12)

Условия интегрируемости полученной системы сводятся к следующим соотношениям:
𝑆𝑐
𝑎𝑏𝐴

𝑐′
𝑐 = 0, 𝑅𝑑

𝑎𝑏𝑐𝐴
𝑑′
𝑑 = 0, которые выполняются тождественно. Следовательно, система (12)

вполне интегрируема и имеет решение с произвольными начальными условиями, что и завер-
шает доказательство теоремы. 2

Теорема 6. Пусть (𝑀, 𝜉, 𝜂, 𝜙, 𝑔) — контактная метрическая структура, заданная на
многообразии 𝑀 . Обобщенный тензор кривизны Вагнера тождественно равен нулю тогда и
только тогда, когда 𝑁 = 0 и существует постоянное допустимое векторное поле любого
направления.

Доказательство. Предположим, что обобщенный тензор кривизны Вагнера тождественно
равен нулю. Из равенства (5) заключаем, что 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝑁�⃗�+𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 0⃗. В качестве следствия
легко проверяемого тождества 𝑅𝑑

[𝑎𝑏𝑐] = 0, получаем равенство 𝑁 𝑏
𝑎(𝑚 − 1) = 0. Т.к. 𝑚 > 1, то

отсюда следует, что 𝑁 = 0. Что, в свою очередь, влечет обращение в нуль тензора Схоутена.
Оставшиеся рассуждения можно провести, опираясь на теорему 5. 2

5. Заключение

N-продолженные связности естественным образом возникают в различных разделах ма-
тематики и теоретической физики [13-15]. Так, например, в работе [13] с помощью N-
продолженной симплектической связности определяются обобщенные классы Маслова лежан-
дровых подмногообразий почти контактных метрических пространств. Доказывается, что все
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характеристические классы Маслова вполне геодезических лежандровых подмногообразий по-
чти контактных кэлеровых пространств равны нулю. Во многих случаях знание строения
обобщенного тензора кривизны Вагнера позволяет значительно упростить проводимые иссле-
дования. При интегрировании уравнений движения системы, Вагнер, используя геометриче-
ские свойства тензора кривизны неголономного многообразия [2], подбирает такую систему
координат, в которой уравнения движения принимают наиболее простой вид.
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