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���������

��������� ��������� ��������, � ����� �� ��������� � ��������� ��������� ����-
������ ������ ������������ � ������ ������������ ��������, ������ ����������, ���
������� ������������ ���������������� ��������� ������� � ��������, ��� ����-
��� ��������� � ������� �����������, � ����� � ������� �������������� �����������.
���� ��������� ������ ������� ���������� ����� ��������� �������� ������ �������,
�� ������� ������������� ��������� ���������� �, � ���������, ��������� �������� ��-
�������� ���������. �������� ���������������� ����������� ��� ������� ���������
��������� ���������� �, � ���������, ��������� ��������, �������� ������� ���������-
����� �������.

�����, � ������ �. �. ������� � �. �. �������� � �������������� ������ ����-
������ �������� ����������, ���������� �������� ������������ ��������� ���������
AX−XB = D �X−AXB = D ���� �������� � ����������� ��������� ��������� �� ����-
���. � ������ �. �. ������� � �. �. �������� ������������ ��������������� ���������
���������� ��������� L, ���������������� ���������� ����� ��������� AX −XB = D 
� X −AXB = D ���� ��������.

��������� ������� �������������� (�� �������������) ������ � ����������, � ���-
��� ���������� ������������ ������� ������������, � ����� ����� ���������� �����-
���� ������� ����������� ������� ������������� ����������� ���������� ��������� �,
� ���������, ��������� ����������, � ����� ������, ����� �������� ��������� �����-
��� L, ��������������� ���������� ����� ����������� ���������� ��������� �� �����
���������. ������� ��������� ��� ��������� ������� ����������� ������� ���������-
���� ����������� ���������� ��������� �, � ���������, ��������� ���������� � ������-
�������� ���������� � �������������� (�� �������������) ������. ���� ��������� ��-
������ ���������� ��������������� �����������, ���������� � ������ �. �. ������� �
�. �. ��������, �� ������ ����������� ���������� ���������.

������������ ������� ������������, � ����� ����� ���������� �������� �������
������������� ����������� ���������� ��������� �������� ����������������� �� ���-
�����.

�������� �����: ��������� ��������� ����������, ��������� ��������� ��������,
�������������� �������.

������������: 17 ��������.
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Ab���ac�

L�a����� �a���� ���a����� a�� ����� �����a���a����� � ����a� �a���� S�������� ���a����
������ ���� �� ��� ������ �� ��ab����� �� ������, c������ ������, a� ���� a� ��� �������� ��
���������a� R�cca�� a�� B�������� ���a�����, �a���a� ���������a� ���a����� a�� ����a� ���c������.
I� ��� ����c���� �� ��� �����a� �������� �� ��� ����������� �a�� �� ��� L�a����� ���a����
�� ���� �������, ��� �������� �� ��� ������������� ���a���� S�������� a��, �� �a���c��a�, ���
L�a����� ���a���� �� ����� c��b������. B� ����� ��� ������ �� �����a����� ������� ����a����,
A. A. B��c��� a�� S. A. K��������a ���ab���� a c�������� �� ��� ����ab����� �� ��� L�a�����-����
�a���� ���a����� AX −XB = D a�� X−AXB = D a�� ��������a�� ��� ����c���� �� ��� ��� ��
����� ���������. T�� a���c�� A.A. B��c��� a�� S.A. K��������a ba��� �� ������-������� ����a�
�a���� ����a��� L, c������������ �� ��� ����������� �a�� �� ��� L�a����� ���� ���a����.

U���� ��� ��c������ �� M�����P������ ������ ������� �a���c��, �� ������� a� a��������
��� ������ a �a���� �� ����a��� ����������� ��������� �� ��� b�����a� �a���� ���a���� a��, ��
�a���c��a�, ��� S�������� �a���� ���a���� �� �����a� ca�� ���� ��� ����a� �a���� ����a��� L, 
c������������ �� ��� ����������� �a�� �� ��� b�����a� �a���� ���a����, �a� �� �������. W�
��� a� ���������� ��� �a���� �� ����a��� ����������� ��������� �� ��� b�����a� �a���� ���a����
a��, �� �a���c��a�, ��� S�������� �a���� ���a���� �� ����� �� �����c���� a�� M����-P������
������ ������� �a���c��. T��� ������ �� a �����a���a���� �� ��� ������ a���c�� A. A. B��c��� a��
S. A. K��������a �� ��� ca�� �� b�����a� �a���� ���a����.

T�� ��������� ��� ����ab����� c��������� a�� ������a ��� c������c���� a �a���c��a� ��������
�� ��� ������������� b�����a� �a���� ���a���� �� �������a��� b� a� ��a�����.

K�������: �a���� S�������� ���a����, �a���� L�a����� ���a����, ������ ������� �a���c��.

B�b�����a���: 17 ������.

MSC: 15A24, 34�15, 34C25

1. ��������

��������� ��������� ��������, � ����� �� ��������� � ��������� ��������� ������-
���� [1, 2, 3, 4, 5] ������ ������������ � ������ ������������ �������� [3, c. 245], � �����
��� ������� ���������������� ��������� ������� � ��������. � ������� [6, 7] ����������
������� ������������, � ����� ����� ���������� ������� ��������� ��������� ��������
� ����������; ����� ����, � ������ [8] ����������� ���������� ��������� ����������, �����-
����� ����������� ������� ��������� ������������. � ������ ������ ���������� �������
������������, � ����� ����� ���������� ������� ������ ����������� ���������� ������-
���, ����������� ����������� ������� ��������� ������������.

2. ������� ������������

�������� �� X ∈ Rα×β � Y ∈ Rγ×δ ��������� ����������

: Rα×β × Rγ×δ → Rλ×µL(X,Y )

����� �������� ����������, ���� ��� ����� �������������� ����� ζ, ξ ∈ R1 � ����� ������
X,X1, X2 ∈ Rα×β , � ����� Y, Y1, Y2 ∈ Rγ×δ ����� ����� ���������

L(ζX1 + ξX2, Y ) = ζL(X1, Y ) + ξL(X2, Y ), 

L(X, ζY1 + ξY2) = ζL(X,Y1) + ξL(X,Y2). 
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��������� ������ � ���������� ������� X ∈ Rα×β � Y ∈ Rγ×δ ����������� ����������
���������

L(X,Y ) = A . (1)

����� L(X,Y ) � ���������� ������������ ��������� ����������, A ∈ Rλ×µ � ��������
�������. ��������� { }α·β { }γ·δ 

∈ Rα×β ∈ Rγ×δΘj , Ξj 
j=1 j=1 

������������ [11] ������ ����������� Rα×β � Rγ×δ . ����� ������� ��������� (1) ���� � ����
����

α·β γ·δ

X = Θjxj , Y = Ξjyj , xj , yj ∈ R1 . 
j=1 j=1 

��������� ��������� �������� ��������� (1) � ����

α·β γ·δ

L(Θi, 0)xi + L(0; Ξj)yj = A. 
i=1 j=1 

Rm×n → Rm·n��������� �������� M[A] : , ��� ��������, ������� ������ � ������������
������� A ∈ Rm×n ������-������� B := M[A] ∈ Rm·n , ������������ �� n �������� �������
A, � ����� �������� �������� [8]

M−1 : Rm·n → Rm×nB , 

������� ������ � ������������ ������� B ∈ Rm·n ������� A ∈ Rm×n . ��������� �������{ }α·β { }γ·δ 
∈ Rλµ×αβ ∈ Rλµ×γδ QΘ := ML(Θi, 0) , QΞ := ML(0,Ξj) 

i=1 j=1 

� [ ] 
∈ Rλµ×(α·β+γ·δ)Q := QΘ; QΞ , c := col (x, y) ∈ Rα·β+γ·δ . 

����� �������, ��������� (1) ����������� ����������

Q c = M[A]. (2)

����� Q+ � �������������� �� ������������� ������� [1],

: R(α·β+γ·δ)×(α·β+γ·δ) → N(Q), : Rλµ×λµ → N(Q ∗ )PQ PQ∗ 

� �������������, ��������������, ������ Q � Q∗ . ��������� ����� ������� PQr , ���������-
��� �� r ������� ����������� �������� �������-������������� PQ. ������� �������������
� ��� ������� ����������� ���������� ��������� (1) ���������� ��������� �������.

������� 1. ���������� ��������� ��������� (1) ��������� ����� � ������ �����,
����� ��������� �������

PQ∗ M[A] = 0. (3)

��� ������� (3) � ������ ��� ���, ��������� (1) ����� r-��������������� ��������� ����-
��� {[ ] } 

X(cr) = Φ(cr) + Λ(A), Φ(cr) := M−1 Iα·β O PQr cr , cr ∈ Rr , 



{[ ] } 

∑ ∑ 
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Y (cr) = Ψ(cr) + Π(A), Ψ(cr) := M−1 O Iγ·δ PQr cr , 

��� {[ ] } {[ ] } 
Λ(A) := M−1 Iα·β O Q+M[A] , Π(A) := M−1 O Iγ·δ Q+M[A] . 

��������������. �������������, ���� �������� �������������� ����������� ������-
���� ��������� (1) � ������������� ��������� ��������������� ��������� (2), ��� ��������
[6, 7], ����������� ����� � ������ �����, ����� ��������� ������� (3). ��� ������� (3) �
������ ��� ��� ��������� (2) ���������

c = Q+M[A] + PQr cr, cr ∈ Rr , 

��� ���� ��������� (1) ����� r-��������������� ��������� �������

α·β γ·δ

X = Θjxj , Y = Ξjyj , 
j=1 j=1 

��� [ ]{ } [ ]{ } 
x = Iα·β O Q+M[A] + PQr cr , y = O Iγ·δ Q+M[A] + PQr cr . 

�������� � �������� x ∈ Rα·β � y ∈ Rγ·δ �������� ��������M−1 , �������� r-�����������-
���� ��������� ������� X(cr), Y (cr) ����������� ���������� ��������� (1).

��� ������� PQ∗ ̸ 0 ����� ��������, ��� ��� ����������� ���������� ��������� (1) �����= 
����� ����������� ������, ��� ���� ��������� (1) ��������� ���� ��� ��� ���������������
A, ��� ������� ��������� ������� (3). ��� ������� PQ∗ = 0 ����� ��������, ��� ��� ����-
������� ���������� ��������� (1) ����� ����� ������������� ������, ��� ���� ��������� (1)
��������� ��� ����� �������������� A. 

��������� 1. ���������� ��������� ��������� (1) � ������������� ������ (PQ∗ = 0) 
��������� ��� ����� �������������� A ∈ Rλ×µ. � ���� ������ ��������� (1) ����� r-
��������������� ��������� �������

X(cr) = Φ(cr) + Λ(A), Y (cr) = Ψ(cr) + Π(A), cr ∈ Rr . 

��������������. �������������, ���� �������� �������������� ����������� ������-
���� ��������� (1) � ������������� ��������� ��������������� ��������� (2), ��� ��������
[6, 7], ����������� ����� � ������ �����, ����� ��������� ������� (3). ��� ������� PQ∗ = 0 
���������� (3) ���������, ������������� ��������� (2) ���������

c = Q+M[A] + PQr cr, cr ∈ Rr , 

��� ���� ��������� (1) ����� r-��������������� ��������� �������

X(cr) = Φ(cr) + Λ(A), Φ(cr) := M−1 Iα·β O PQr cr , cr ∈ Rr , 

Y (cr) = Ψ(cr) + Π(A), Ψ(cr) := M−1 O Iγ·δ PQr cr , 

��� {[ ] } {[ ] } 
Λ(A) := M−1 Iα·β O Q+M[A] , Π(A) := M−1 O Iγ·δ Q+M[A] . 
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3. ������������� ����������� ���������� ���������

����������� �����, ��� ������� (3) �� ���������: PQ∗ M[A] ̸ 0, ��� ���� ������� (2)= 
�����������, ������ ��� ������ ����� ������������� [12], �������������� ������� � ����-
��� ������� (2), ��� ���� ����� ���� �������� c ∈ Rα·β+γ·δ , ��� ������� ������� ���������
������ ����������� ��������, ������ c+ ∈ Rα·β+γ·δ ����� ���������� �����.

����� 1. ���������� ��������� ��������� (1) ��� ������� PQ∗ M[A] ̸= 0 �� ���������,
������ ����� �������������, ��������� (� ������ ���������� ���������)

+X+ := Λ(A), Y = Π(A), 

�������������� �������

Q c −M[A] → min 
Rλ·µ 

� ������� ������� (2). ��� ���� ����� ������� ∆ ����� ����� ���������, ��������� �
����� ����� ��������� (2)

∆ := Q c + −M[A] PQ∗ M[A] 
Rλ·µ Rλ·µ 

= .

��������������. �������������, ���� �������� �������������� ����������� ������-
���� ��������� (1) � ��������� ��������������� ��������� (2). ��� �������� ��� �������
PQ∗ M[B] ̸ 0 �������� �������������� ��������� (2) �� ���������, ������ ����� ��������-= 
����� [12] c+ := Q+M[A], ��������� (� ������ ���������� ���������), ��������������
������� � ������� ������� (2). ���������� ��������� ��������� (1) ��� ���� ����� ������-
�������, ��������� (� ������ ���������� ���������)

+X+ := Λ(A), Y = Π(A). 

������ 1. ���������� ��������� ���������  
15 124 6 −124

L(X,Y ) = A :=  21 −160 21 97  (4)
6 133 15 638 

��������� ���

3 2

i=1 j=1

ˆ ˆ1 1 

L(X,O) := Φ(t, s)X Ψ(t, s) dt ds, L(0, Y )
0 0 

:= Si Y Rj ; 

�����  
t 0 s s 0 0 t s  , Ψ(t, s) :=  0 s t 0 Φ(t, s) := 12 ,
0 s 0 0 t t  

0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0  , S2 :=  0 0 0  , S3 :=  0 0 0 S1 := ,
1 0 0 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 0 0 0 1 
R1 := , R2 := . 

0 0 0 0 0 0 0 0 



( ) ( )
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���������  

Q =



3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 3 0 0 0 1 1 1 0 0 0 
3 4 3 4 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 4 0 4 0 0 2 0 1 0 0 0 
0 0 4 0 4 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 4 3 4 3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 3 0 3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 4 0 1 1 1 0 0 0 
0 0 0 0 4 3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 3 2 0 1 0 0 0 


� PQ∗ ̸ 0, ��������� ��� ����������� ���������� ��������� (4) ����� ����� �����������= 
������, ��� ���� ��������� ������� (3), �������������, ������������ ������ ���������. ��-
����� r := 4 � ��������������� ��������� ������� ����������� ���������� ��������� (4)
���������� r = 4 ������� ����������� �������� �������-������������� PQ :  

PQr = 



0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 0 0 0 
1 0 0 0 
−2 0 0 0 
0 6 0 0 
0 0 6 0 
0 0 0 6 



.

����� �������, ������� ����������� ���������� ��������� (4) ����������� � ���� (�����
c1, c2, c3, c4 ∈ R1 � ������������ ���������)

239 −457 
140 0 0 5 7X(cr) = Φ(cr) + Λ(A), Φ(cr) = , Λ(A) = 3 −496 531 , 

70 0 0 2 7  
c1 c2 8573 0

1  , Π(A) =  Y (cr) = Ψ(cr) + Π(A), Ψ(cr) = −8389 0c1 c3 .
42−2c1 c4 92 0

������ 2. ���������� ��������� ���������  
1 0 0 1

L(X,Y ) = A, A :=  0 0 0 0  (5)
0 1 1 0 

�� ���������; ����� L(X,Y ) � ����������, ������������ � ������� 1.



( ) 

( ) ( ) 

( ) 
( ) 
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��������� PQ∗ ̸ 0, ��������� ��� ���������� ��������� (5) ����� ����� �����������= 
������, ��� ���� ������� (3) �� ���������: PQ∗ M[A] ̸ 0; �����= 

1 ( )∗ 
PQ∗ M[A] = 129 −25 103 −13 −91 13 103 −25 129 13 −91 −13 ,

257 

�������������, ��������� ��������� (5) �� ���������. ������� ������������� ��������� (5)  
83 0 

X+ 1 512 −792 483 + 1  = , Y = 83 0 ,
3084 −309 792 −280 771 

83 0 

��������� (� ������ ���������� ���������), ���������� �������

1 ( )∗ Q+M[A] = 512 −309 −792 792 483 −280 332 332 332 0 0 0 . 
3084 

� ������ ����������� ������������ ������ [12, 13] ���������� ��������� ��������� (1)
����� ���� �������������� ���������� [14, 15].

������ 3. ���������� ��������� ���������  
1 1 

L(X,Y ) = A :=  2 7  (6)
6 8 

��������� ���

ˆ ˆ 3 21 1 ∑∑ 
L(X,O) := Φ(t, s)X Ψ(t, s) dt ds, L(0, Y ) := Si Y Rj ; 

0 0 i=1 j=1 

�����     
t 0 s 0 ( ) ( ) 

0 1 0 0 
Φ(t, s) := 3  t s  , Ψ(t, s) := 4  t s  , R1 := , R2 := 

1 1 0 1 
0 s 0 t       

0 1 0 1 0 0 0 0 1      S1 := 0 0 0 , S2 := 0 0 0 , S3 := 0 0 0 . 
1 0 0 0 0 0 1 0 1 

��������� PQ∗ = 0, ��������� ��� ����������� ���������� ��������� (6) ����� �����
������������� ������, �������������, ������������ ������ ���������. ��������� �������-
�� P1, P2, P3 : R2×3 → R2 � P̃1, P̃2 : R3×2 → R3 :       

1 0 0 
1 0      ˜ ˜P1 := 0 , P2 := 1 , P3 := 0 , P1 := , P2 := . 
0 1 

0 0 1 

������� r := 6 � ��������������� ��������� ������� ����������� ���������� ��������� (6)
����������� � ����

X(cr) = Φ(cr) + Λ(A), Φ(cr) = Φ(cr)P1 Φ(cr)P2 Φ(cr)P3 , 

Y (cr) = Ψ(cr) + Π(A), Ψ(cr) = Ψ(cr)P̃1 Ψ(cr)P̃2 , 



( ) 

( ) 

( ) 

( ) 
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���
1 −137 387 822 74 134 441 −66 871 292 

Λ(A) = ,
190 618 864 103 493 487 99 476 308 234 994 809   

Π(A) = 
1 

190 618 864 
 −6 3770 948 −62 603 495 
−125 206 990 

125 065 746 
36 235 764 
72 471 528 

 , 

����� ����

−35322376a − 19563182b+ 4(−9781591c + 6431169d+ 1330298(e + 2f))
Φ(cr)P1 = ,

64838468a + 31384575b+ 62769150c − 18775234d− 10046020e − 20092040f 

48607452a + 26892217b+ 53784434c + 9328946d− 19441244e − 38882488f 
Φ(cr)P2 = ,−4(12440516a + 6036103b+ 12072206c + 4659990d− 4198564e − 8397128f) 

−4(4315780a + 10193407b+ 20386814c − 15232906d+ 453372e + 906744f)
Φ(cr)P3 = ,

1661436a + 21796313b+ 43592626c − 41047694d+ 8205668e + 16411336f 

  
4(78510956a − 10694417b− 2(10694417c + 2700625d+ 1671442e + 3342884f)) 

Ψ(cr)P̃1 =  −42777668a + 349581017b− 2(31656711c + 2112871d+ 4465358(e + 2f))  , 
−2(42777668a + 31656711b− 127305442c + 4225742d+ 8930716e + 17861432f) 

  
−2(10802500a + 2112871b+ 4225742c − 122755314d+ 36000044e + 72000088f) 

Ψ(cr)P̃2 =  −4(3342884a + 2232679b+ 4465358c + 18000022d− 82937620e + 24743624f)  . 
−8(3342884a + 2232679b+ 4465358c + 18000022d+ 12371812e − 22911092f) 

����� a, b, c, d, e, f ∈ R1 � ������������ ���������.

4. ����������

��������� ������� ������������ � ������������ ������� ������� ����������� ���-
������� ��������� ����� ���� ������������ ��� ������� ������������ ��������� ����-
����� ���������� [7], ��������� ��������� �������� [6], � ����� ��������� ����������-
�����-�������������� ������� ����� [16, 17].
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