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���������

������ �������� �������� ����������� ������������� ���������������� �������
������� ��������� ���������� �������� ��������������� ���� �����. ���� �� ���-
����� ����� ������������� ������������� ������� � ��������� ����� � ����������-
���, ������������ A. �. ���������, ���������� �� ������� (ψ, β)������������������.
��� ��������� ������ ������� ���������������� ����������� ������������� �������,
������� �� �������, ��� ����� ������� ����� �����������, � ���������� ����������
����������������� ���������, ������� ������������� � �����. ��� ���������������
������ ����������, ������ (ψ, β)����������������� ������� ��������� � ����������
�������� �����, �������� �������� Wp

l � �������� ������� � �������������� ������.
� ������� ��������� ����������� ����� ����� ������� � �� ������ ������ (�����

����� � ����� ������) ���������� ��������� ������� ����������� ������������� �
������ �������.

� ��������� �����, ������� ����� ������������ ��������� �������� � �����������-
��� �����������. ���� �� ����� ������ ����������� � ���� ������� � ������������
������������ ������� ��������� ���� ��� ��������� ������� �������.

���� ������ � ����������������� ��������� ����������, ��������� � �����������-
�� ���������� ������� ������������ ����� ������� �� ������� ���������� ��������, �
����� ����������� ����� �����, ���������� ��� �� ���������.

� ���� ������� ����������� ��������������� ������� ��� ������ ������� ������ ��-
(2)

�������� � ����������� ������� ������������������ ��������� Vn,p (f ;x), �����������

��������� ����������� ������ ������������ ����� �������, �� ������� Cψ � CψHω,β,∞ β 

������� �������� ����������������� ψ(k) � �������� �� ��������� β ��� �������, ���
������������������ ψ(k), ������������ ��������� ������, ������� � ���� �� ���������

�������������� ���������� (� ���� ������ ������� �� ������� Cψ � CψHω ���������β,∞ β 

���������� ����������� � ��������������� ������ ����������� ���������).
� ������ ����������� ���������� ����� ����� �������, ������� �� ������������

�������� �� ������� ������������� ������������� �������. �������� ���������������
��������� ��� ������� ������ ���������� ��������� ���� ����� ������� �� �������
���������� ��������. � ��������������� ������� ��� ��������� ����������� �������
������ �����������-����������� ��� ��������� ���� ����� ������� � ������� �������-
��� ��������. ������� �������, ��� ������� ��������� ����� ������������� ������
������� �����������, ��� ������� ����� ����� �������.

�������� �����: ��� �����, ����� ����� �������, ��������������� �������.

������������: 16 ��������.
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APPROXIMATION OF ANALYTIC PERIODIC FUNCTIONS
BY LINEAR MEANS OF FOURIER SERIES

O. G. R������a (K�a�a�����, U��a��),
O. O. N������ (S���'�a���, U��a��)

Ab���ac�

T�� ���� c��c���� ��� ��������� �� a�������a���� �� �������c ���������ab�� ���c����� ��
���� ���������� b� ����a��� a��������c ��a�� �� F������ ����. O�� �� ��� c�a����ca����� ��
�������c ���c����� ���a�a�� �� ��� c�a����ca���� ��������� b� A. S���a���� ���c� �� ba��� ��
��� c��c��� �� (ψ, β)����������a����. T�� ����� c�a����ca���� a����� �� ����������� a�� c�a���� ��
����ab�� �������c ���c����� ���� ��� ���c����� ����� ��� F������ ������ ca� ����a�� �� ���������
���������ab�� ���c����� ��c������ a�a����ca� a�� ������ ����. W��� c������� ��� �a�a������
��������, c�a���� �� (ψ, β)����������ab�� ���c����� ��ac��� c���c��� ���� ��� ����-����� c�a����
�� Va�� ���������ab�� ���c�����, S�b���� c�a���� Wp

l a�� c�a���� �� c����������� ���� ������a�
�������.

D� �a Va���� P������ ���� a�� ����� ���c�a� ca��� (F������ ���� a�� F���� ����) ����
����������� ������� ��� �a�� ��ca��� b� �a�� ��������� ������� �� ��� ������ �� ���c�����. A�
�������, ��� �a��� a����� �� �ac��a� �a����a� �� acc����a��� �� �������� ��b��ca�����. O�� ��
��� ���� ������a�� ����c����� �� ���� ���� �� ��� ��������a���� �� a�������a���� ���������� ��
����� ���� ��� �a����� c�a���� �� ���c�����. T�� a�� �� ��� ������� �a��� �� �� ������a���� ���
����� ������� ���a��� �� ��� a�������a���� ���������� �� �� �a Va���� P������ ���� �� c�a����
�� P������ ������a�� a�� �� ������� ��� �ac�� �b�a���� ��� ����� �����a���a�����.

I� c���a�� ca��� a��������c ���a������ a�� ����� ��� ����� b����� �� ����a����� �� ��� �������
�����c �� ��� ����a��� �� �a Va���� P������ ���� �� ��� c�a���� Cψ a�� CψHω ���c� a��β,∞ β 

�����a��� b� ��������ca���� ψ(k) a�� ������ �� a������� β �������� ��a� ������c�� ψ(k) ���c�
����� ��� ���c���� c�a���� ���� �� ���� ���� ��� �a�� �� ��������ca� �����������. I� ����� ��
c�a���� Cψ a�� CψHω c������ �� a�a����c ���c����� ���c� ca� b� �����a��� �������� �� ���β,∞ β 

c������������ �����.
W� �������c� �����a����� �� �a Va���� P������ ���� a�� ����� ����� a�������a���� ����������

��� ��� c�a���� �� a�a����c �������c ���c�����. W� �b�a�� a��������c ���a������ ��� ����� b����� ��
����a����� �� ��� ����a��� �� �a Va���� P������ ���� �� c�a���� �� P������ ������a��. U���� c���a��
c���������, ����� ���a������ ��a�a���� ��� ����ab����� �� ��� K����������N����'���� ���b��� ���
��� ����a��� �� �a Va���� P������ ���� a�� c�a���� �� P������ ������a��. W� ����ca�� c���������
����� ���c� ��� ����a��� ���� ��a�a���� a b����� ����� �� a�������a���� ��a� �����a�� �� �a
Va���� P������ ����.

K�������: F������ ������, �� �a Va��� P������ ������, a��������c ������a.

B�b�����a���: 16 ������.

1. ��������

������ �. �. ��������, ��������� Cq � CqHω � ������ ����������� 2π��������������β,∞ β

������� f(·), ������� ����� ����������� � ���� �������
π ˆ

f(x) = A0 +
1 

ϕ(x + t)P q(t) dt,βπ 
−π 

� �������
∞

βπ 
P q k(t) = q cos kt+ , q ∈ (0; 1), β ∈ Rβ 2 

k=1 

� ���� ��������, � ������� ϕ(·), ��������������, ������������� ������� esssup|ϕ(·)| 6 1 ���

|ϕ(t ′ )− ϕ(t ′′ )| 6 ω(|t ′ − t ′′ |),∀t ′ , t ′′ ∈ R, 
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��� ω(t) � ������������ ������������� ������ �������������.
�������� [1], ��� ������ Cq � CqHω, ������� ������� �������� �������� ����������β,∞ β

��������, ������� �� ������� f , ������� �������� ��������� �� �������������� ��� ����-
��� F (z), ������������� � ������ |Imz| 6 ln 1 . �������, ��������� � �������� ����������-q
��� ����� �� ������� ������������� �������, �������� ����������� � ��������� ����� �
������ ��������� � ������ ��������� ����������� ������ ����������� (����., [2, 3] � ��.).

��������� ����� Sn(f ;x) ��������� ����� ���� �����. ����� ����� ����� ������� ����-
��� f ∈ L �������� ������������ [1]

n−1
1 

Vn,p(f, x) = Sk(f, x). 
p
k=n−p 

����� p1, p2 � ������������ ����������� ����� �����, ��� p1 + p2 < n. ������� f ∈ L 
�������� � ������������ ������������������ ������������������ �����������

n−1 k
1 1 

Vn,p1,p2(f, x) = V
(2)

(f, x) = Sm(f, x), (1)n,p p1 p2
k=n−p1 m=k−p2+1 

������� ����� �������� ���������� ������� ����� �������.
������ ����������� ������� ���������� �������� ����� ���� �������. � 1946 ����

�. �. ���������� [4] �������, ��� ��� ������� ������ ���������� ��������� ���� �����,
������ �� ������� Cq β,∞,

Cq 
dfE ;Sn = sup ||f(·)− Sn(f ; ·)||C ,β,∞

f∈Cq 
β,∞ 

����� ����� ��������������� ���������

π ˆ2( ) n n8q du q
Cq −αE β,∞;Sn = √ + O(1) , q = e ,

π2 1− q2 sin2 u n 
0 

���
π ˆ2 

du 
K(q) = √ 

1− q2 sin2 u 
0 

� ������ ������������� �������� ������� ����. � 1980 ���� �. �. ������� [5] ������� ����-

������ ���� � ���� �������, �������, ��� �� ����� O(1) q
n+1 

.(1−q)n 
����������� ������ ��� ������� Cβ

qHω ���� ������ �. �. ���������. � ������ [6] (���-
�� [7]) ���� ��������, ��� ��� n → ∞ ����������� ���������

π/2 ˆ ( )( ) n n4q 2t O(1)q
CqE Hω;Sn = K(q)θn(ω) ω sin t dt + ω(1/n),β π2 n (1 − q)2n 

0 

��� θn(ω) ∈ [1/2; 1], ������ θn(ω) = 1, ���� ω(t) � �������� ������ �������������.
� ������� [9, 8] ��� ������� ������ ���������� ���� ����� ������� �� ������� Cq β,∞ 

� Cβ
qHω �������� ��������������� �������

π ˆ2 ( )( ) n−p+12θn(ω)q 2t 
CqE Hω;Vn,p = ω sin tdt+β πp(1 − q2) n − p 

0 
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n−p+1 n1 q q
+O(1)ω + , 1 < p < n, 

n − p p(n − p)(1 − q)3 p(1 − q2) ( ) n−p+1 n−p+1 n4q q q
CqE ;Vn,p = + O(1) + . (2)β,∞ 2) 2)πp(1 − q p(n − p)(1 − q)3 p(1 − q

�. �. �������� [10] ����� ���� ��������, ��� ����� ����� ����� ����� ���������, ���
������� (2): ( ) n−p+1q 4 q

CqE ;Vn,p = Kp,q + O(1) ,β,∞ p π2 (n − p+ 1)(1 − q)s 

���
π √ ˆ { 

2p1− 2qp cos pt + q 1, �=1,
Kp,q = dt, s = s(p) = 

1− 2q cos pt + q2 3, �=2,3,...
0 

ψ� ������� [12, 11, 13] �� ������� Cβ,∞ �������� ��������������� ������� ��� �������
������ ���������� ������������������ ���������, ����������� ��������� �����������
������ ������������ ����� �������. � ������� [15, 14, 16] ����������� ������� ��������-
��� m������� �������� ����� ������� �������������� ������� ����� � ��������������
������� ����� �������.

2. �������� ���������

� ������ ������ ����������� ��������������� ��������� ��� n →∞ ��������

(2) (2)E CqHω;Vn,p = sup |f(x)− V (f ;x)|.β n,p
f∈CqHωβ

�������� ��������� �����������.

������� 1. ����� q ∈ (0; 1), β ∈ R � ω(t) � ������������ ������ �������������,
df 

p1 + p2 = Σp < n. ����� ��� n − p1 − p2 →∞ ����������� ��������������� �������( √ )( ) n−Σp+1 
(2) 4q 4q 2 q

E Cβ
qHω;Vn,p = Π ; en−Σp−1(ω)+

π2p1p2(1 + q)3 (1 + q)2 1 + q 

n−Σp+1ω )−1 n−p1+1ω n−p2+1ωq (n − Σp q (n − p1)−1 q (n − p2)−1 

+O(1) + + , (3) 
p1p2(n − Σp)(1 − q)5 p1p2(1 − q)3 p1p2(1 − q)3 

���
π ˆ2 

en−Σp−1(ω) = θn(ω) ω(2τ(n − Σp − 1)−1) sin τdτ, 

0 

θn(ω) ∈ [1/2; 1], ������ θn(ω) = 1, ���� ω(t) � �������� ������ �������������, O(1) �
��������, ���������� ������������ �� n, p1, p2, q, β,

π ˆ2 
du 

Π(n; k) = ( )√ 
1− n sin2 u 1− k2 sin2 u 

0 

� ������ ������������� �������� �������� ����.
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��������������. � ���� ����������� (1) �����

n−1 k
(2) df (2) 1 ∑ ∑ 
δ (f, x) = f(x)− V (f, x) = ρm(f, x),n,p n,p p1p2 

k=n−p1 m=k−p2+1 

���
ρm(f, x) = f(x)− Sm(f, x). 

������ �����������

1− 3q cos t + 3q2 cos 2t − q3 cos 3t βπ 
bq,β (t) = cos(mt + )+m (1 − 2q cos t + q2)3 2 

−3q sin t + 3q2 sin 2t − q3 sin 3t βπ 
+ sin(mt + ). 

(1 − 2q cos t + q2)3 2 

�������� ����������� ������ [8], ��������

n−Σp+1 

E(Cq (2) q
Hω;V ) = sup |Jn,p1,p2(f)|+β n,p πp1p2 f∈Hω 

n−p1+1 n−p2+1 n+1q q q
+O(1) sup |Jn,p1,0(f)|+ sup |Jn,0,p2(f)|+ sup |Jn,0,0(f)| ,

πp1p2 πp1p2 πp1p2f∈Hω f∈Hω f∈Hω 

���
2π ˆ

df βπ 
Jn,p1,p2(f)= Jn,p(f)= f(t)Z3(t) cos[(n − Σp + 1)t + + 3ξ(t)]dt.q 2 

0 

q sin t2)−1/2Zq(t) = (1− 2q cos t + q , ξ(t) = arctg . 
1− q cos t 

�������
τ = ỹ(t) = t + (n − Σp − 1)−1(3ξ(t) + 2t + βπ/2). 

�����
2π ˆ

Jn,p1,p2(f) = f(t)Z3(t) cos[(n − Σp − 1)ỹ(t)]dt.q

0 

��������� ( )−1/2 n − Σp + 1 2(n − Σp − 1) + 1 n − Σp − 2 2Zq,n,p(t) = − q cos t + q . 
n − Σp − 1 n − Σp − 1 n − Σp − 1

������� ỹ(t) ����� �������� ������� t = y(τ) = ỹ−1(τ), τ ∈ R. ������� ���������� ����-
���

y ′ (τ) = Z2 (y(τ))Z−2(y(τ)).q,n,p q 

��� ��� ��� ����� t ∈ R � q ∈ (0; 1) ����������� ỹ′ (t) > 1, �� ��� ����� τ ∈ R � q ∈ (0; 1) 
�����������

0 < y ′ (τ) < 1. (4) 

�������� ������ ���������� � ��������� Jn,p(f), ������� t = y(τ). �������� (4), �����

ỹ(2π) ˆ 
(1)

Jn,p(f) = f(y(τ))Zq
3(y(τ)) cos[(n − Σp − 1)τ(t)]dτ + R (f), (5)n,p

ỹ(0) 



( ) 

∑ 

{ 
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���
ỹ(2π) ˆ

(1) (1)
R (f) = f(y(τ))r (τ) cos[(n − Σp − 1)τ(t)]dτ, n,p n,p

ỹ(0) 

r
(1) 

(τ) = Zq(y(τ))Z
2 (y(τ)) − Z3(y(τ)). n,p q,n,p q

��� ��� ��� ����� t ∈ R � q ∈ (0; 1) Z2(t) > Z2 (t), �� ��� τ ∈ (ỹ(0); ỹ(2π)) �����������q q,n,p
(1)
rn,p(τ) < 0.

�������, ��� ∀ f ∈ Hω ��� n →∞ 
(1)|R (f)| = O(1)ω (n − Σp − 1)−1 (1 − q)−5(n − Σp − 1)−1 , (6)n,p

��� O(1) � ��������, ���������� ������������ �� ���� ����������.
������ ���� �������

ϕ(t) = r
(1) 

(t) cos[(n − Σp − 1)t]. n,p

(1)������� rn,p(τ) �� ���������� �������� �� ���������� [ỹ(0); ỹ(π)] ������ �������, � �� ���-
������� [ỹ(π); ỹ(2π)] ������ ����������. �� ������� ��������, ����� �������, ��� 06β < 4.
����� xk = kπ � τk = xk + π .n−Σp−1 2(n−Σp−1)´ τk+1����� αk = r

(1) 
(τ) cos[(n − Σp − 1)τ ]dτ �� ���������� �������� ������� �τk n,p

sign (αk) = (−1)k . 
(+) ´ τn−Σp (1)������� ��� r (τ) = τ r (τ) cos[(n − Σp − 1)τ ]dτ ���������:n,p n,p

n−Σp−1 

sign (r
(+)

(τm)) = sign ( αk) = (−1)m . n,p

k=m 

(+)��� ������, ��� �� ������ ������� ������� [τk; τk+1] ������� rn,p (τ) ��������� ��������,
��������� �� �����. ������� ��� �� ������ ���������� [τk; τk+1], k ∈ {2, 3, ..., n − Σp − 1},
����� ������������ ������� ���� τk.

����� �������, ��� k ∈ {2, 3, ..., n − Σp − 1} �����������
τk+1 ˆ

r
(1) 

(τ) cos[(n − Σp − 1)τ ]dτ = 0. (7)n,p

τk 

���������� ����������, ��� �������

τ ˆ
(−) (1)
r (τ) = r (τ) cos(n − Σp − 1)τdτ n,p n,p

τn−Σp+3 

������, ��� �� ������ ���������� [τk; τk+1], k∈{n−Σp+ 3, ..., 2(n−Σp)−1}, ����� ������������
������� ���� τk. ��� ������, ��� ��� k ∈ {n−Σp +3, ..., 2(n−Σp)− 1} ����� ����� ����� (7),
�� ���� ��������� ���������� ����� 5.1.3. ������ [1, c. 206]. �������� ��� �����, ��������,
��� ∀ f ∈ Hω ����� ����� ������ (6).

��������� ��� ������� � ���������� ��������� ��������� � ����������� (5). � ����
����� ��������� ������� ln,p(τ), �������

Zq(y(τk)), τ ∈ [xk;xk+1], k = 2, 3, ..., 2(n − Σp),ln,p(τ) = (8)
0, τ ∈ [ỹ(0), x2] ∪ (x2(n−Σp), ỹ(2π)).
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����� � ���� ����������� (5)

x2(n−Σp+1) 

Jn,p(f) = 

ˆ 
f(y(τ))l3 n,p(τ) cos((n − Σp − 1)τ(t))dτ + R

(1) 
n,p(f) +R

(2) 
n,p(f), (9) 

x2 

���
ỹ(2π) 

R
(2) 
n,p(f) = 

ˆ 
f(y(τ))r

(2) 
n,p(τ) cos((n − Σp − 1)τ)dτ, r

(2) 
n,p(τ) = Z3 

q (y(τ)) − l3 n,p(τ). (10) 

ỹ(0) 

��� ��� ( ) 
sign 

d 
Z3 
q (y(τ)) = −sign (sin y(τ)),

dτ 

�� ������� Zq
3(y(τ)) ������ ������� �� ���������� [ỹ(0); ỹ(π)] � ������ ���������� �� ���-

������� [ỹ(π); ỹ(2π)]. ������ ������ ����������� ���� �������, ���������, ��� ��� �����
����� �� ����� ����� �������� �� ������ �� ����������� [ỹ(0); ỹ(π)] � [ỹ(π); ỹ(2π)].

��� ������, ��� ��� ������� g(τ) = d2 
q (y(τ)) ��������� ���������� ����� 5.18.2.

dτ2 
Z3 

������ [1, �. 323]. ��������� ����� τ∗ ����� �������� ������� Zq
3(y(τ)), ����������� ��

���������� [ỹ(0); ỹ(π)]. ������� Zq
3(y(τ)) �� ���������� (ỹ(0); τ∗) ������� ����� � ������

�������, � �� ���������� (τ∗; ỹ(π)) ������� ���� � ������ �������. ����� ����� k1 � k2 �����,
��� ����� xk1 ���� ��������� �����, � xk2 � ��������� ������ �� ����� τ

∗ � �����

xk+1 ˆ
αk = r

(2) 
(τ) cos(n − Σp − 1)τdτ. n,p

xk 

�������� �������� ������� Zq
3(y(τ)), �������� � ������ � ���, ��� ��� k = 2, n − Σp ��-

��������� �������
sign αk = (−1)k . 

�������� ������ ����� 5.18.2. ������ [1, �. 323], ����� ��������, ��� � ������ k = 2; k1 − 1 
����� |αk| �� �������, � � ������ k = k2;n − Σp ����� |αk| �� ����������.

�����

xn−Σ +1x pˆ ˆ
(2) (2)

Φ1(x) = r (τ) cos(n − Σp − 1)τdτ, Φ2(x) = r (τ) cos(n − Σp − 1)τdτ. n,p n,p

x2 x 

��� ��� sign Φ1(xm) = (−1)m−1,m ∈ {3, ..., k1}, �� �� ������ ������� ������� [xm;xm+1] 
������� Φ1(x) ��������� �������� ��������� �� �����. ������� ������� Φ1(x) �� ������
���������� [xk;xk+1], k ∈ {2, 3, ..., k1 − 1}, ����� ������������ ������� ���� xk.

���������� ��� ������� Φ2(x) ��������, ��� ��� �� ������ ���������� [xk;xk+1],
k ∈ {k2; k2 + 1; ...;n − p1 − p2 − 1}, ����� ����� ������������ ������� ���� xk.

��� ���������� [ỹ(π); ỹ(2π)] �������� ����������� �����������. �������� �� ��������
��� ����������, � �������

G(τ) = f(y(τ))r
(2) 

(τ) cos(n − Σp − 1)τ, n,p

�������� (10), �����

ỹ(π) ỹ(2π) ˆ ˆ
(2) df (1) (2)

R (f) = G(τ)dτ + G(τ)dτ = J (f) + J (f). (11)n,p n,p n,p

ỹ(0) ỹ(π) 
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(1)������ ��������� Jn,p(f). �����

xk1−1 xk2 x̂2 ˆ ˆ
(1)
Jn,p(f) = G(τ)dτ + G(τ)dτ + G(τ)dτ+ 

ỹ(0) x2 xk1−1 

xn−p1−p2+1 ỹ(π) ˆ ˆ 5
df 

+ G(τ)dτ + G(τ)dτ = ij(f). 
j=1 xk2 xn−p1−p2+1 

�������� (10), ∀ f ∈ Hω0 �������

1 1 |i1(f)| = O(1)ω . 
n − Σp − 1 (1 − q)3(n − Σp − 1) 

�������� ����� 5.1.3 ������ [1, �. 206], ��������

xk1−1( ) ˆ
4π |i2(f)| 6 ω |Z3(y(τ)) − l3 (τ)|dτ. q n,pn − Σp − 1 

x2 

∣ d 3q (2) 3qπ ��� ��� |y ′ (τ)| 6 1 � Z3(y(τ))∣ 6 
(1−q)5 , �� |r (τ)| 6 . �������������,dτ q n,p (n−Σp−1)(1−q)5 

|i2(f)| = O(1)ω 
1 q

. 
n − Σp − 1 (n − Σp − 1)(1 − q)5

���������� ��������, ��� ����� �� ������ ����������� ��� ������� |i3(f)|, |i4(f)|, |i5(f)|.
�������� ���, �������

(1) 1 1 |Jn,p| = O(1)ω . 
n − Σp − 1 (n − Σp − 1)(1 − q)5

�������� ����������� �����������, ��������, ��� ����� �� ������ ����������� ��� ����-
���� |J (2)|. ������� � ���� ����������� (11) �������� � ������ � ���, ���n,p

1 1(2)|R | = O(1)ω . (12)n,p n − Σp − 1 (n − Σp − 1)(1 − q)5

����� �������, �������� (6), (9), (12),

x2(n−Σ )p ( ) ˆ 
ω (n − Σp − 1)−1 

Jn,p n,p(f) = f(y(τ))l3 (τ) cos((n − Σp − 1)τ)dτ + O(1) . 
(n − Σp − 1)(1 − q)5

x2 

�������� (8), �����

x2(n−Σp+1) ˆ
iq 

df
(f) = n,p − 1)τ ]dτ =f(y(τ))l3 (τ) cos[(n − Σpn,p

x2 

tk+12(n−Σp)+1 ˆ
= Z3(τk) f(t) cos[(n − Σp − 1)ỹ(t)]ỹ ′ (t)dt, tk = y(xk).q

k=2 tk 
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�������
)+1

Z3 
q

k=2 

−2( Σn∑p

(τk)Sk(ω), (13)|iq (f)| 6 n,psup
f∈Hω0 

���
tk+1 ˆ

f(t) cos[(n − Σp − 1)ỹ(t)]ỹ ′ (t)dt . (14)Sk(ω) = sup
f∈Hω0 tk 

����� ρk(t) � �������, ������������ �� ���������� [tk; ck] ����������

t ρk(t) ˆ
ψ(t)dt = 

ˆ
ψ(t)dt, tk 6 t 6 ck 6 ρk(t) 6 tk+1. 

tk tk 

�����, � ���� ����� ����������-�������� (��., ��������, ����� 5.1.4. ������ [1, �. 208]),
��� ������ ������ ������������� ω(t) 

ĉk 

Sk(ω) 6 |ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt. (15) 

tk 

���� ��� ���� ω(t) � �������� ������ �������������, �� � (15) ����� ����� ���� ���������,
� ������� ����� ��������� ������� �� ������ Hω ���� sk ± fk(t), ��� sk � ������������
����������, �

fk(t) = 

  
ck ´

− ω ′ (ρk(v)− v)dv, t ∈ [tk; ck],
t 

t ´
ω ′ (v − ρ−1(v))dv, t ∈ [ck; tk+1].k 

ck 

��� ρ−k 
1(v) � �������, �������� � ρk(v).

��������� ����������� (13), (14), (15), ��� ������ ������ ������������� ω = ω(t) ��-
������

ck2(n−Σp ˆ∑)+1 

sup |iq (f)| 6 Z3(τk) |ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt. (16)n,p q
f∈Hω0 k=2 tk 

����� ������ ω = ω(t) � �������� ������ �������������. �������������� ����� ������
�������������������, �������� ������� f∗ ∈ Hω, ��� ������� ����� ����������� �����-
����

ck2(n−Σp)+1

iq (f ∗ ) = Z3 
n,p q

ˆ 
ω (n − Σp − 1)−1 

|ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt + O(1)(τk) . (17)
− 1)(1 − q)5(n − Σp

k=2 tk 

������� f∗(t) ����� ������� �� ������ ������� fk(t). �������, ��� ��� �������

dk = tk+1 − tk, tk = y(xk), 

����������� ���������

xk+1 ˆ 
′ dk − dk+1 = y ′ (τ)− y τ + 

π 
dτ. (18) 

n − Σp − 1 
xk 
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��� ���
′′ (τ)

2(n − Σp − 1) + 1 
Z2 y = 2− y ′ (τ) (y(τ))q sin(y(τ))y ′ (τ),q,n,pn − Σp − 1 

�� �� ���������� (ỹ(0); ỹ(π)) ������� y ′ (τ) ����������, � �� ���������� (ỹ(π); ỹ(2π)) � ���-
����. ������� �� (18) ���������, ��� ����� dk ������� ����������, � ����� �������. �����
k � �������� ������, ��� ������� �������� ��������� ������������ ����������. ��� ����
n − Σp − 1 < k < n − Σp + 5. 

������� ���, �������

(−1)kfk(t) + γk, t ∈ [tk; tk+1), k = 2, 3, ..., k,
f0(t) = 

(−1)kfk(t) + δk, t ∈ (tk; tk+1], k = k + 1, ..., 2(n − Σp) + 1.

��� γ2 = δ2(n−Σp)+1 = 0, � ��������� γk � δk ��������� ���, ����� ������� f0(t) ����
����������� �� ����������� (t2; t ) � (t ; t2(n−Σp+1)). �������� �������� iq (f0). � ����k+1 k+1 n,p

����� ����������-�������� ��� k = 2, 3, ..., 2(n − Σp) + 1 

=

tk+1 ck ˆ ˆ
f0(t) cos((n − Σp − 1)ỹ(t))ỹ ′ (t)dt |ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt. 

tk tk 

�������
−2( Σn∑p

ck)+1 ˆ
Z3 
q (τk)iq n,p(f0) = |ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt. (19)

k=2 tk 

����� f∗(t) ��������� 2π�������������� �������, ������� �� ������� [0; 2π] ������������
����������

f ∗ (t) =

  
0, t ∈ [0, c2] ∪ [c2(n−Σp)+1, 2π],
f0(t), t ∈ [c2, tk] ∪ [tk+2, c2(n−Σp)+1],
m(t), t ∈ [t , t ], f0(t − 0) > 0,k k+2 k+1 

M(t), t ∈ [t , t ], f0(t − 0) < 0.k k+2 k+1 

���
m(t) = min{f0(t), f0(t − 0), f0(t + 0)},k+1 k+1 

M(t) = max{f0(t), f0(t − 0), f0(t + 0)}.k+1 k+1 

�������, ��� �� ������ �� ����������� [0; c2], [c2; t3], [c2(n−Σp)+1; 2π], [tk; tk+1], k = 3, ..., 2(n− 
−Σp) + 1, ������� f∗(t) ���������, ������ �� �������� ����������� �������� �� �������-
����� ���������������. ����� ����,

fk(tk+1)− fk(tk) = fk(ρ(tk)) − fk(tk) = ω(ρk(tk)− tk) = ω(dk). 

��� ��� ������� f∗(t) � f0(t) ���������� ������ �� ����������� [0, c2] ∪ [c2(n−p1−p2)+1, 2π],
��

ω((n − Σp − 1)−1)|iq (f0)− iq (f ∗ )| = O(1) . n,p n,p (n − Σp − 1)(1 − q)5

��� ������, ��� � ���� (19)

ck2(n−Σp)+1

iq (f ∗ ) = Z3 
n,p n,p

ˆ 
ω (n − Σp − 1)−1 

|ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt + O(1)(τk) ,
(n − Σp − 1)(1 − q)5

k=2 tk 
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�� ���� ��� ������� f∗(t), ����������� ����������� (17). �������� ����������� ������ [7],
�������� ��������, ��� f∗ ∈ Hω0 .

�������������, � ���� (16) � (17), ����������� ���������

2(n−Σp
ĉk ( ) ∑)+1 

ω (n − Σp − 1)−1 

Z3 sup |iq (f)| = (τk) |ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt + O(1)n,p n,p (n − Σp − 1)(1 − q)5 f∈Hω0 k=2 tk 

��� ������ ��������� ������ ������������� ω(t).
�������� ����������� ������ [7], �������

π
ĉk ˆ2

ω(2τ(n − Σp − 1)−1) sin τ ω((n − Σp − 1)−1)|ψ(t)|ω(ρk(t)− t)dt = dτ + O(1) , 
n − Σp − 1 (n − Σp − 1)2(1 − q)2

tk 0 

2(n−Σp)+1 π̂ ( ) ∑ 1 ω (n − Σp − 1)−1 

Zq
3(τk) = 2 

2)3/2 
dt + O(1) . 

(1 − 2q cos t + q (n − Σp − 1)(1 − q)5
k=2 0 

�������������, ��� ��������� ������ ������������� ω(t) 

π ( √ ) ˆ2 n−Σp+1 
(2) 4q 4q 2 q

E(CqHω;V ) = Π ; ω(2τ(n − Σp − 1)−1) sin τdτ+β n,p π2p1p2(1 + q)3 (1 + q)2 1 + q 
0 

 ( ) ( ) ( ) 
n−Σp+1ω 1 n−p1+1ω 1 n−p2+1ω 1 q q qn−Σp−1 n−p1−1 n−p2−1 +O(1) + + . (20) 

p1p2(n − Σp − 1)(1 − q)5 (1 − q)3 (1 − q)3 

����������� �� ������� (20), � �������� ����� � �������� ��������� �������������
������ �������������, ����� ��������, ��� ���������� �������� θn(ω), �����, ��� �������-
���� ������� (3).

3. ����������

������� ������ ����������������������� ������� (3) ������������, ���� ����� n− p1− 
−p2 →∞, ����������� ������� p1 →∞, p2 →∞.

�� ����������� ������� ���� ����� ������� �����, ��� �������� p ���������� ����-
�� �������� ���� ����� (� ������, n − p + 1, n − p + 2, ..., n − 1), ������� ����������� ��

p−2 1��������������� ������������ (p−1 , , ..., ), � ������� �� ������ ��������, ������� ��p p p
����������. ���� ���������� ������� ����� ����� ������� � ���������, � ������� ����-
������ ���������� ���������� ��������, �� ����, ����� p = p1+p2, �� �������� ��������, ���
��������� ����� ����� ������� �� ������ Cβ

qHω ����� ������������ ����� ������� (� ���-
������ �� ����������� ���������) ������� ����������� (��� n →∞), ��� ������� �����
����� �������. ��������, ���� p1 = p2 = p/2, �� ������� ����������� ���������� �������

n−p+1 

����� ������� ���������� q
p

ω(1/(n − p)), ��� � p ��� �����, ��� ������� �����������2 

���������������� �������� ������� ����� �������.
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