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����������� ������ �������������� ��������� ����� �������,������� ����� ������-
������ ����������� �������, �� ��� ���������� σ = 0. ����� ��� ������ ��������� �
������� ������� � ������ ����� ������� � ��������������, ������� ������������ ��-
������������� ��������� �����������, ��� � ���� ������� ���� ������� � ��������
��������� �������� �. �. �������� � ���, ��� �������������� �������� ���������, ��-
������ �� ���� ����� ��� ���� ������� p, ����������� ����������� ������� �������
����� �������� ���, �������� ����������� �������. ��� �������� ���� ��������� � 1950
���� � �� ��� ��� ������������ �� ������. � ����� �� ����� ������� ���� �������� ��-
������� ������� ���� �������� ������ �� ��������� ���������������� ���� ������� ���
������� � ������ ���. ���� ��������� ��������, ��� � ���� ����������� ����� ��������
������������� ������� �������� �. �. ��������.

� ����� ������ ������ ������������ ������� � � ����� � ���������� �������������
������� ����� ������������� ������������ �������� ������������������, �������� ��
���������� ����� �������. ��������, ������� ����, ������������� � ������� �����
������������ �� ������� ���������� ���������������� ���������� ����.

�������, ��� � ������ ������������ �����, ��� ����������, ����� �������� � ���-
������ �����, ������������� � ������ 80� ����� ����������� �. �. ����������, �����-
�������� � �������� ����������� ����� �������������� ���������� ����� ������� �
��������� ���������� �������������� (� ���� �� ��������������, ��� � � ����� ��-
�����) ��������� �����. � ������ ������ ���� ����� �������� ��������, ��� ��� �����
������ ��� �������� ������� ������������� � ������� ������ ��� ����� ����� ����-
���. ����� ����, ���� ����� �������� ��������� ������������������ ��������� �������,
���������� � ����� ��������������, ������������� � ����������� ������, � �������,
������������ ����� �������.

�������� �����: ���� �������, ����������� ������� �������������, ����������-
������� �������� �������, ��������� �������.
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������ca� c�a�ac����, ���c�, �� ����, �a� c����c��� ���� a �������� ��� a ����-����� C���a���
����������.

T�� C���a��� ���������� �������� ��a� �����a����� c�a�ac����, ���c� �� ��� �a���� ��
a����� a�� ����� ���b��� p a�� a��������c b��a���� �� ����� ����a���� ���c����� �� ����a�,
a�� D���c���� c�a�ac����. T��� ���������� �a� �������� �� 1950 a�� �a� ��� c��������� ������
����� ���. A �a���a� ����� ba��� �� ��� b��a���� �� a c������������ D���c���� ������ ���� ��
a����ac��� �� ��� ��a���a�� a��� �a� �b�a���� �� ��� �� a������' �����. T���� a�� ��a���� ��
a���c��a�� ��a� ���� a����ac� �a� ������a��� ��a� �� a ���� ����� �� ��� C���a��� ����������.

I� ��� ca�� ���� ���b��� �� �a���c��a��� ����������� �� c����c���� ���� ������ a�a����ca�
c��������� �� a����� �������c b��a���� �� a b������ ���b�� ������c�, �������� ���� �����
�b�a���� b����� b� �a����� a������, ��� ��a����, b� S����.

O�� ����� �� ba��� �� a �� ca���� ������ �� ����c���� �� ����� ������. T��� ������ �a�
��������� b� P���. V. N. K�������� �� ��� 1980� a�� �� c������� �� �������� ��� ���a���� b������
��� a�a����ca� ���������� �� D���c���� ������ a�� ��� b����a�� b��a���� �� ��� c������������ (�.�.
���� ��� �a�� c���c�����) ����� ������.

I� ��� ca�� ���� ������ �� ����c���� �� ����� ������ a������ �� �� ���� ��a� ��c� D���c����
������ a�� c��������� �� ��� ���� ����� �� ��� ������ ��a���a�� a���. M�������, ���� ������ a���
������ �� c������c� a ������c� �� D���c���� ��������a�� ���c� c������� �� a ���c���� ����������
b� a D���c���� ������ �� a�� ��c�a���� ������ ��� c����ca� �����.

K�������: D���c���� ������, ����a���� ���c���� �� c���c�����, a�������a���� D���c����
��������a��, D���c���� c�a�ac����.

B�b�����a���: 15 ������.

1. ��������

���������� ��� �������
∞

ns 
n=1 

an 
, s = σ + it, (1)f(s) =

������������ �������� ����� ������������ ����������� �������, �.�.

S(x) = an = O(1). (2)
n≤x 

���������� ����� ��������� ���, ������� �� �� ������������, ��� � ��� ������� (1).

∞
n g(x) = anx . (3)

n=1 

����� ������������, ��� ��������� ��� (3) ����� �������� ������������� ������ � �����
�������, �.�.

lim g(x) = α0. 
x→1−0

����� ������� ����� �������, ��� g(x) ∈ C[0, 1]. ����� ����, ����� ������������, ��� ���
x ∈ [0, 1] :

C |g(x)− α0| ≤ 
lnk(1 − x) 

, (4)

��� k � ����� �����������, � ��������� C �� ������� �� k.

��������� 1. �������, ��� ������� (4) ����� ����� ����� � ������, ����� ���������
��� ���� (3) ����� � ����� x = 1 �������� ������ ����

lim g ′ (x) = α1, 
x→1−0
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��� g ′ (x) � ����������� ������� g(x). � ���� ������ ����� ����� ����� ������� �������:

|g(x)− α0| < C(1 − x) ��� ���� x ∈ [0, 1). 

� ������ ������ ��������� ��������� �������, ������������ ������ ������� ���� (1)
��� ������� � ������ ���. ����� ��� ������ ��������� � ������� [1], [2] � ������ ���������-
�������� �������������. � ������ ������������ �����, ��� ����������, ����� ��������
� ��������� �����, �������� ��������� �������� ���� ����������� � ������ 80-� �����
�. �. ���������� � ������� [3], [4], [5]. ���� ����� ����������� � �������� ����������� ���-
�� �������������� ���������� ����� ������� � ���������� ���������� ���������������
(� ���� �� ��������������, ��� � � ����� �������) ��������� �����. � ������ ������ ����
����� �������� ������� ��������� ����� ������� ���� (1) ��� ������� � ������ ���. �����
����, �� �������� ������� ������������������ ��������� �������, ���������� � �����������
������ � �������, ������������ ����� ������� ���� (1). ����� �������, ��� ����� �����-
��� � ��������� ����� ������������ ������������� �������� ����� ��� �������� ���������
����� ������� � ����������� ������ (��. [1], [2], [6], [7], [8]).

2. ��������� ����� ������� � ������������ ����������� ����-
���� ������������� � ����������� ������

��� ����� ������� ���� (1) ����� ����� ��������� �����������.

������� 1. ��� ������� ���� (1), ������������ �������� ������������� ��������
(2), (4), ���������� �������, ���������� � ������������� σ > 0 � ������������ � �������
0 < σ < 1, |t| ≤ T, |s| ≥ δ ����������, ��������� ������ �� ������� T � δ.

����� ����, ���������� ������������������ ��������� ������� ������ ����, ��������-
�� ���������� � ������ ������� � ����� ��������� ���������� ��������� ���� �������.

��������������. ��������� ������������ �������������

ˆ ∞ S(u)
f(s) = s du 

us+1 
1 

� ���� ������� (2) ���������� �������, �������� ����� ������� (1), ���������� � ����-
��������� σ > 0.

���������� �������������� �������:

ˆ ∞ 
f(s)Γ(s) = g(e −x)x s−1dx, (5)

0 ∑∞��� g(e−x) = −nx , Γ(s) � �����-������� ������.n=1 ane

������� ��������� (5) � ����

f(s)Γ(s) =

ˆ ∞ 
g(e

ˆ
−x)x s−1dx + 

2 
1 
e

g(e−x)x s−1dx. (6)
2 
1 
e

0 

������ �������� ����� ��������� ��������� �������� ��� ����� s. �������������,

∞
−x)x s−1dx 

∞ ∞ˆ ˆ
1 

e− 2
x −(n− xσ−1dx < C. )x (7)≤g(e 2ane 

1 1 
n=12 2e e
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��������� ������ �������� ��������� (6).

1 1 1 
2 2 2

ˆ
0 

e

g(e−x)x s−1dx <

ˆ
0 

e

(g(e−x)− α0)x 
s−1dx +

ˆ
0 

e s−1dx . (8)α0x 

� ���� ������� (4) �����:

1 1 |g(e x)− α0| ≤ C ≤ C1 . 
| lnk(1 − e−x)| | lnk x| 

������ �������

ˆ
0 

(g(e−x)− α0)x 
s−1dx ≤ C2 

1 1 ˆ
0 

12 2e e σ−1dx.x 
| lnk x| 

����� k ������, ���
1 1 

lnk −2e
= < σ.

2k 

�����
11 ˆ

0 

ˆ
0 

e21 12e σ−1dx ≤ σ = O(1),x x
lnk 2kσx

��� ��������� �� ������� �� σ.
������, � ������ ����, ���

ˆ 
1

= O ,
|s| 

2 
1 
e

α0x 
s−1dx 

0 

��� ��������� �� ������� σ, � ���� (8) ��������:

ˆ
0 

2 
1 
e

α0x 
s−1dx 

1
(9)= O ,

|s| 

��� ��������� ����� �� ������� �� σ.
��������� (5) � ������ (6), (8) ���������� ������ ����� ����������� ������� 1.
�������� ������������������ ��������� �������, ���������� � ������� f(s), ������-

������ ����� ������� (1), � ����������� ������. ��� ��� ������������ ���� ������� �,
�������������, ���������� ���� (2) ���������� � ������������, �� �������� ������� 6.1 ��-
�������� [9] ������������������ ��������� ����

n

Pn(x) = akr 
k x k , 0 < r < 1, 

k=1 

�������� � ������� g(x) ���� (2) �� ������� [0, 1].
����� Qk(s) � ������������������ ��������� ������� ����

Qk(s) = 

n

ks 
k=1 

kakr
.
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���������� ������������� DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, |t| ≤ T , � �������, ��� �������������-
����� ��������� ������� Qn(s) �������� ���������� � �������������� DT � ������� f(s) 
���� (1). �������������, ����� ����� ������(ˆ 11 |f(s)−Qn(s)| ≤ |g(e −x)− Pn(e −x)|x σ−1dx + 

|Γ(s)| ˆ )0 
∞ 

+ e λx|g̃(e −x)− P̃n(e −x)|x σ−1dx ≤ 
1 

εn≤ + Cε̃n,
σ0 

��� 0 < λ < 12 , g(x) = xλg̃(x), Pn(x) = xλP̃n(x), ε̃n = ||g̃(e−x) − P̃n(e−x)||, � ��� ���������
C �� ������ �� σ0 � n, � �������� εn � ε̃n ��������� � ���� ��� n → ∞. ��� ���������
�������������� ������� 1. ✷ 

3. � ��������� ����� ������� �� ������� ����������

���������� ������� ������� Qn(s) � ��������� ����:

ˆ ˆ 1∞ 2 

Qn(s) =
1 

Pn(e 
−x)x s−1dx + 

e

Pn(e 
−x)x s−1dx . 

Γ(s) 1 02e

�����������, ���������� ��� �������������� ������� 1, ��������� �������� �� ������-
�������� ��������� Qn(s) � ������� 0 < σ ≤ 1, |t| ≤ T, |s| ≥ δ, ��� δ � ����� �������������
�����, ����������, �� ��������� �� n.

������ �������� �������������� Qn(s) � ����� ��������� ������� 0 ≤ σ ≤ 1, |t| ≤ T, 
|s| ≤ δ. �� ������� ������� [10], [11] ���������� ������������������ ��������� �������
Qnk

(s), ������� ���������� �������� � ����� �������� ���������� � ��������� �����������
������� f1(s). �� ��� σ > σ0 ������������������ ��������� Qn(s) �������� � ������� f(s).
����� �������, ������������������ Qnk

(s) ���������� �������� � ����� ������� 0 < σ0 ≤ 
≤ σ ≤ 1, |t| ≤ T, |s| ≥ δ � ������� f(s).

���������� ������������������ σk → 0 � ������������������ ��������

Ik : σ = σk, 0 < δ ≤ t ≤ T (��� T ≤ t ≤ δ < 0). 

���������� ������������������ ������� fk(s), ���������� ������������ ���������
Qnk

(s) �� �������� Ik. ������������������ fk(t) ��������� ���������� ������������. ���
������� �� �������������� ������� ������� [11], ������������������ ������� fk(t) ��������
������������������� ������������� ����������� �������. �� ������� ������ ��������-
�� ��������������������� fnm (t), ���������� ���������� � ��������� ����������� �������
f(t). ����� ��������������� ������������������ ��������� ������� Qnm(s) �������� � ��-
����� 0 < σ < 1, |t| < T, |s| > δ � ������� f(s), � �� ������� σ = 0, δ ≤ t ≤ T (���
T ≤ t ≤ δ) � ����������� ������� f(t). ����� �������, ������� f(s) ���������� � �������
0 < σ < 1, |t| < T, |s| > δ � ���������� �� ������� σ = 0, 0 < δ ≤ t ≤ T (��� T ≤ t ≤ δ < 0).

��� �����, ����� �����

������� 2. ��� �������� ������� 1 ������� f(s), ������������ ����� �������, ����-
���� ����������� � ������� ������ �� ������ ���.

��������� 2. ������������� ������� f(s) � ����� s = 0 ������� �� ����, ��� ��-
������ ������� Qn(s) ���������� ������ ���������� �� ������� 0 ≤ σ ≤ 1, t = 0 �,
�������������, ���������� � �������������� 0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T .



∑ 
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∑ 
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4. ����������

��������� ����� ������� �� ������� ���������� � ������ ����������������� �����-
������� ��������� � ������� [1], [2]. ��� ������������ ���� ������� � �������� ���������
�������� �. �. �������� � ���, ��� ������ ���������� �������� h(n), �.�. ��������������
�������� ��������, �������� �� ���� �� ��������� ������� �����, ����������� �������
�������� ����� ���

S(x) = h(n) = αx+ O(1), 
n≤x 

�������� ���������� �������. ��� �������� ���� ���������� �. �. ��������� � 1950 ����
(��. [12], [13]) � ������ ������ � ������ ������� (�.�. α ̸ 0 � ����������� ��� ������� S(x))= 
���������� ����������.

� ������ ������ ��������� ��������� �� ������� ���������� ����� �������, ��������-
���� ������� ����� ������������ ����������� �������. ������ �������� �������, ���
��� ������������ �������� �������� ������� �� �������� ������������������ an, ��� ����-
��� ��� ����� �������������, ������� � ���������� ������, �������� �� �������, ����������
����� ������� ��������. ��������, �������, ���������� ���� � ������ �������������� ��-

∞
����������������, ����������� � ������� � ���������� ���� anz

n ����� ������������ ��
1 

������� ���������� (��. [14]). �������, ���������� �������� � �������� [15], � ������
∞

������ ����������� � �������������� ���������� ���� anz
n � �������� ������� ����������

1
�����.

������������ ������� �������� ������� ����� ������������� �������� ���������������-
��� � ������ ������������ ����������� �������.
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