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� 1955�1956 ��. �. �. ��������� ���� �������� �������������� �������� �������-
�������� ������� � ������ ������� ������������ �����. � ����� � ���� �������� ������
�������� ������ ������� � ���������� ������� ������� ������������ �����. ����� ��-
�����, ������� ������� ������������ ����� ����� ������� ������������ ����� ��������,
��������� �. �. �. ��������� � 1934 �.

����� ������� ����������� ����� �������� � ��������� ���������� ��� �������
�. �. ���������� � 2003 �.

����� ������� ����������� ������ �������� � ��������� ���������� ������ ������-
����������

G = ⟨a1, ...an; (ai)2 , (aiaj)mij , i, j ∈ 1, n, i ̸ j⟩= 

��� mij � �����, ��������������� �������������� ������� ��������, ������, ��� i ̸ j,= 
mij = mji, mij > 2. ���� mij = ∞, �� ����� ai � aj ����������� ���. ������ G ����-
��������� �������� ������� ������-���� Γ �����, ��� ���� �������� ���������� �����
e ����� � ������������� ���������� ai � aj , �� ����� e ������������� ����������� ����
(aiaj)

mij = 1.
� ������ ������� ������ G ����� ����������� ��� ��������� ������������ �����-

��������� ����� ��������, ������������ �� �������� ����������� ����������. ���
���� �� ����� � ������ G �������� � ����� Γ ��������� �������: �������� ����-
������ ����� e ����� Γ �������� � ������������ ������ �������� �� ���� ����������
Gji = ⟨aj , ai; (aj)2 , (ai)2 , (ajai)mji⟩ � Gik = ⟨ai, ak; (ai)2 , (ak)2 , (aiak)mik ⟩, � ����� e � ���-
�������� ��������� ⟨ai; (ai)2⟩.

�������� ����������� ������� ��������� ������� � ���, ��� ���������� �������� ��-
�������� �� ��������, ����������� ��� ����� ���� ������� ����������� ��������H1 �
H2 ������ G � ����� ���� w1, w2 ∈ G ���������� ����� ��� ��� ����������� w1H1 ∩ w2H2.

����� ������� ���� �������� ������������ ������ �������� ��� ���������� �����-
������� ���� �������������� ����� �������� � ������������.

� ��������� ������ �������� ������������ �������� ����������� ������� ���������
��������� ����� ������� ����������� �������� ������ �������� � ��������� �������-
���, �������������� � ���� ���������� ������������ n ������������, ������������ ��
����������� ���������� ������� �������.

��� �������������� ����������� ����� ������������ ��������� � ����� �����, ������-
��� �. �. ���������� � �������������� �� ��� ������������ ������������ ���������
��������������� ������� � ��������� ������������ �����.

�������� �����: ������ �������� � ��������� ����������, �������� ����������� ����-
��� ���������, ��������� ������������ ����� � ������������, ����� ������������ ���-
������, ����� �����.

������������: 17 ��������.
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ON PROBLEM OF INTERSECTION OF
THE ADJACENCY CLASSES OF FINITELY GENERATED

SUBGROUPS OF COXETER'S GROUP
WITH TREE STRUCTURE

O. V. I�c����� (T��a)

Ab���ac�

P. S. N������ �� 1955�1956 ������ ��� ������ab����� �� ��� �a�� a���������c ���b���� �� c�a��
�� ����� ������ ������. I� ���� c����c���� ����� �a� ������a�� �a�� �� c�������a���� �� �����
���b���� �� ���c��c c�a���� �� ����� ������ ������. T���, c�a�� �� ����� ������ ������ �� C������
���������� �c������c ��������. T�� c�a�� �� ������ �� C������ �a� ������ b� H. S. M. C������ ��
1934.

T�� c�a��� �� ������� �����a��� ������ �� C������ ���� ���� ����c���� �a� ������ b� V. N.
B���������� �� 2003.

L�� ������� �����a��� ����� �� C������ ���� ���� ����c���� �� ������ b� �������a����

G = ⟨a1, ...an; (ai)2 , (aiaj)mij , i, j ∈ 1, n, i ̸ j⟩= 

����� mij � ���b�� ���c� c���������� �� a ��������c �a���� �� C������. A� ��a�, �� i ̸ j,= 
��a�mij = mji,mij > 2. I�mij = ∞, ��a� b������ ai a�� aj ���a���� ���� ��� ����� . T�� �����
�a�c��� ����� c������� ����-��a�� Γ ��c� ��a�: �� ���� �� ���� ���� -e �� ��a� � a�� ��������
ai a�� aj , ��a� ��� ���� e �a�c��� ���a���� (aiaj)

mij = 1.
O� ��� ����� �a�� ����� G �a� b� ����������� a� ���� �����c� �� ��� ���-�����a���

������ �� C������, ���c� a�� ������ b� ��a� c�c��c ��b������. I� ���� ca��, �� ���� �a��
���� ��a� � �� ����� G �� ��a� Γ a� �������: �� a���c�a�� ���� �� ���� ���� e �� ��a�
Γ ������ �� C������ ���� ��� �����a���� �������� Gji = ⟨aj , ai; (aj)2 , (ai)2 , (ajai)mji⟩ a��
Gik = ⟨ai, ak; (ai)2 , (ak)2 , (aiak)mik ⟩, a�� ���� e � c�c��c ��b����� ⟨ai; (ai)2⟩.

T�� ���b��� �� �������c���� �� ��� a��ac��c� c�a���� �� ������� �����a��� ��b������ �� ��a�
��� ���� �� ��� a� a�������� ��a� ���� ���� ��������� ����� �� ��� �������c���� w1H1 ∩w2H2,
����� H1 a�� H2 a�� ��b����� �� ����� G a�� w1, w2 ∈ G.

P���������, ��� a����� ������ ��� ����ab����� �� ���� ���b��� ��� ���� �����c� ���� a���c�a����
�� ��� C������'� ������ ���� ��� �����a���� �������.

I� ��� a���c�� a����� ����� ����ab����� �� a ���b��� �� �������c���� �� ��� a��ac��c� c�a����
�� ����� ���b�� �� ������� �����a��� ��b������ �� C������'� ����� ���� ���� ����c����. F�� ����
������� ����� G �a� ��������� a� ���� �����c� �� n ���-�����a��� ������ �� C������, ���c�
a�� ������ b� ����� c�c��c ��b������.

T� ����� �� ���� ������, ��� a����� ���� ��� ������ �� ���c�a� ���� a�� ������ �� �����.
T���� ������� ���� ������ V. N. B����������. H� ���� ����� ������� ��� ����a�c� �� �a�����
a���������c ���b���� �� ���� c������c����� �� ������.

K�������: C������'� ����� ���� ���� ����c����, ���b��� �� �������c���� �� ��� a��ac��c�
c�a����, a�a��a�a��� ���� �����c�, ������ �� ���c�a� ����, ������ �� �����.

B�b�����a���: 17 ������.

1. ��������

�����G� ������� ����������� ������ �������� � ��������� ����������, ��������������
� ���� ���������� ������������ �������������� ����� �������� ������������ �� ��������
����������� ����������:

n
′ G = rel G1, .., rel Gs; = a .∗Gs; ai i 

s=1 
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� ���� ������ ������ �������� G ������������� ������ � ���� T �����, ���, ���� ���-
����� ���������� ����� e ����� T ������������� ������ �������� �� ���� ����������

2
i
2 , (ajai)

mji 2 2 
k, (aiak)

mikGji = aj , ai; aj , a � Gik = ai, ak; ai , a , ����� ����� e �������������

����������� ��������� ai; ai 
2 (���. 1).

�. �. ���������� � [3] ��� ������� ��������� ���������:

������� 1 (3). ����� G ��������� ������������ �����

n

G = ∗Gs; rel G1, .., rel Gs; ϕji(Uij) = Uji .
s=1 

������������ �� ���������� ���������� Uij < G � Uji < G � ������� ��������������
������ �������������� ������������ ϕij : ϕji(Uij) = Uji. �����, ���� ��������� Uij � Uji 
�������� �������� �������������� � � ������������ ��������� ��������:

1. �������� ���������;

2. �������� ����������� ������� ��������� ����� ������� ����������� ���������
H < Gi � ���������� Uij < Gi;

3. ���������� ��������, ������������ ���������� ����������� ����� ������� �����-
������ ��������� H < Gi � ���������� Uij < Gi,

�� � ������ G ��������� �������� ���������.

��������, ��� ������� ����������� ������ �������� � ��������� ����������, ��������-
������ � ���� ���������� ������������ � ������������ �� �������� ����������� �������-
���, ������������� �������� ������� 1. ����� �������,

��������� 1. � ������� ����������� ������ �������� � ��������� ���������� G ���-
������ �������� ���������.

���. 1 ������-���� ������ G

������� 2 (6). � ������� ����������� ������ �������� � ��������� ���������� G ���-
������ �������� ����������� �������� � ���������� �������� ������������ ����������
����� �����������.
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����� ��������, ��� � ������ G ��������� �������� ����������� ������� ���������
������� ����������� ��������, ���� ��� ����� ���� ������� ����������� �������� H1 �
H2 ������ G � ����� ���� w1, w2 ∈ G ���������� ��������, ����������� ���������� �����
��� ��� ����������� w1H1 w2H2 .

¯���������� ��������� ������������ G �������������� ����� ��������

2 
i
2 , (ajai)

mji 2 2 
k, (aiak)

mikGji = aj , ai; aj , a � Gik = ai, ak; ai , a 

������������ �� ����������� ���������
〈 
ai; ai 

2 
〉 
: Ḡ = Gji ∗ Gik.

⟨ai;a2 i ⟩ 
¯� [7] ��������, ��� � ������ G ��������� �������� ����������� ������� ��������� ����

������� ����������� ��������.

¯������� 3 (9). � ������ G ��������� �������� ����������� ������� ��������� �����-
���� ����� ������� ����������� ��������.

¯������� ���������, ���������� ��� ������ G �� ��� ������ G.
��� ����� ���������� ������� ����������� ������ �������� � ��������� ���������� G 

� ���� ���������� ������������ ���� ������������, ������������ �� �������� �����������
��������� ��������� �������: ���������� ��������� ������������ k − 1 ������������, ��-
������ ������������� ������� ������-���� Tk−1, Tk−1 ⊂ T . ������, ��������������� �����
Tk−1 ��������� ����� Gk−1. ����� k-�� �����������-��������� Gxy ������������� �������
������-����� T (���. 1.), ������� ������� � ������ Tk−1 ������ et. ��� ���� ����� et ����-
��������� ����������� ��������� ������� ������� ax; a

2 
x . ��� ������ G ������������ ���

��������� ������������ ���� �������� � Gk−1 � Gxy, ������������ �� ����������� �������-
�� ������� ��� ax; a

2 
x , �� ���� G = Gk−1 ∗ Gxy.

⟨ax;a2 ⟩x
����� �������, ��� �������������� ������������ �������� ����������� ������� ����-

����� ��������� ����� ������� ����������� �������� � ������ G ����� ��������� ���-
�������� ����������� ������������, �������������� ��� ��������� ������������ ������

¯�������� � ������ G.
�����������, ��� � ������ Gk−1 ��������� �������� ����������� ������� ���������

��������� ����� ������� ����������� ��������. �������, ��� ������ �������� ���������
� ������ G 

2. ����������� �����������

����� �� ������ G ����� ����������� ������������ ������� � ����:

g = l1gl2g..lngKgrng..r1g, (1)

���〈rtg � l−1 〉� ������������� ������ ������� ��������� ������ Gk−1 �� ax; a
2 

sg x � Gxy 
�� a ′ ; (a ′ )2 , ������ rtg, rt+1g (���������� lsg, ls+1g) ����������� ������ ������������x x

������ G. Kg � ���� ����� g.
���� Kg �� ����������� ������������ ���������, �� ����� lng � rng ����������� ������

����������� ������ G, � Kg � �������. � ���� ������ �������� ����� ����� (1) �����
L(g) = 2n + 1.

����������� 1. ���� � (1) l1gl2g..lng = (rng..r1g)
−1, �� �����

−1 −1 g = r ..rng Kgrng..r1g (2)1g 

���������� �����������.
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���� Kg ����������� ������������ ���������, �� � (1) ����� lng � rng �����������
������ ������������ ������ G. � ���� ������ �������� ����� �����

g = l1gl2g..lnghgrng..r1g, (3)

��� hg = Kg, ����� L(g) = 2n.
����� ���� (1) ����� �������� ������������� �������� �����, ���� (3) �������������

������ �����.

����������� 2. �������� l1gl2g..lng(rng..r1g) ���������� ����� (������) ��������� ����
(1), (3). �������� l1gl2g..lngKg(Kgrng..r1g) � �������� ��������� (��������) ��������.

����������� 3. ����� (������) �������� ����� wi = l1wi l2wi ..lmwiKwirmwi ..r1wi ������-
���� ������������� � ��������� {wj}, j ∈ 1, N , ���� �� � ������ �� ���� wj

ε , ε = ±1 �����-
−1 −1���� ({wj} \wi)∪ wj \wi ������ �������� l1wi l2wi ..lmwi (rmwi ..r1wi) � �������� ������-

ε ε ε ε���� (���������) ��������, �� ���� wj ̸ l1wi l2wi ..lmwi lm+1wjwjn (wj = wj1rm+1wjrmwi ..r1wi).= ̸

����������� 4. �������� ��������� ���� W = {wi} ������ G ������� ��������-i∈1,N 
���, ���� ��� ������������� ��������� ��������:

1. ����� �������� ������������ �� ��������� W ����������� � ���. ���� ����������-
�� ������ �����, �� ����������� � ����� � ������ ��������;

2. ����� ������������ wic ������ ���������, ������� ����� � ������ �� ����� �� ���-
������, ����������� ���������� ({wi} \wic). ����� ������������� �������� ����-
�� ���������, ������� �� ����� w ����� ������ L(wic), ������������� ���������

{wi} ;i∈1,N 

3. ����� wi
ε 
0 = l1w0 l2w0 ..lnw0Kw0rnw0 ..rj+1w0rjw0 ..r1w0, ε = ±1, j < n � ������������ ��

��������� {wi} �i∈1,N 

w εi = l1wαi 
l2wαi 

..lnwαi 
Kwαi 

rnwαi 
..rjw0 ..r1w0 ,αi i=1,k 

−1 −1εi = ±1 ������������ ����������� �� ��������� ({wi} \wi0) ∪ w \w ,i i0 

������ �������� ������� ������������ ��������� rjw0 ..r1w0, ����� ���� ���������
−1 −1{wi} ∩ r ..r Drjw0 ..r1w0 = B, ���i∈1,N 1w0 jw0 

Gk−1, ���� rj+1w0 ∈ Gk−1;D = 
Gxy, ���� rj+1w0 ∈ Gxy. 

�� ��������, �� L(wiou) > L(wio), ��� u ∈ B, L(wiouwαεii) > L(wio);

4. ����� wi = l1wi ..lswi ls+1wi ..lnwiKwirnwi ..rs+1wirswi ..r1wi �

wj = l1wj ..lswj ls+1wj ..lmwjKwjrmwi ..rs+1wjrswj ..r1wj 

����� �� {wi} �� ����������� ��������, m 6 n, s 6 m, ����� �� ���������� �����i∈1,N 

g ̸ 1 ����� ������ 2s �� ��������� ������, ��� ���� l1wi ..lswi ̸ l1wj ..lswj ,= {wi} = i∈1,N 
��

′ gwi = ..lswj l 
′ ..l ′ K ..rs+1wi ..r1wi ,l1wj s+1wi nwi wi 

rnwi rswi

���� ���� rswi ..r1wi ≠ rswj ..r1wj ,��
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′ ′ ′ wig = l1wi ..lswi ls+1wi ..lnwiKwi 
rnwi 

..rs+1wi 
rswj ..r1wj , 

���� ���� r −1 ..r−1 ≠ ..lswj , ��1wi swi 
l1wj ( )−1 ( )−1 ( )−1−1 ′ ′ K ′ l−1 gw = l1wj ..lswj r .. r ..l−1 ,i s+1wi nwi wi nwi 1wi

���� ���� l−1 ..l−1 ≠ rswj ..r1wj , ��swi 1wi ( )−1 ( (−1 −1 −1 ′ l ′ 
)−1 

l ′ 
)−1 . w g = r ..rnwi 

K nwi 
.. s+1,wi 

rswj 
.r1wj .i 1wi wi 

����� 1 (1). ����� ������

G ∗ = 
〈 
G, t; relG, t−1U1t = ϕ(U1) 

〉 
. 

���� HNN-���������� ������ G � ������� ��������������� �������� U1 � U−1 = ϕ(U1) �
�������������� ��������������� ����������� ϕ. ���� ��������� U1 � U−1 �������� ����-
���� �������������� � � ������ G ��������� ��������:

1. �������� ���������;

2. ���������� ��������, ����������� ��� ����� ������� ����������� ���������
H < G � ������ �������� w ∈ G ����������, ����� ��� ��� ����������� wH Uε,
ε = ±1;

3. ���������� ��������, ������������ ��� ����� ������� ����������� ���������
H < G � ��������� Uε, ε = ±1, ���������� �� �����������,

�� ���������� ��������, ������������� ����� �������� ��������� ���� �� G∗ � �����-
������.

������� 4 (�����������). ������ G̃ = ⟨G1 ∗ G2, U1 = ϕ(U1)⟩, ���������� ������-
��� ������������� ����� G1 � G2 � ������������ �� ���������� ���������� U1 � U−1 

� ������� �������������� ����������� ϕ: ϕ(U1) = U−1, ��������� ������� � ������
G∗ = G1 ∗ G2, t; relG1, relG2, t

−1U1t = ϕ(U1) .

�� ������� 4 ������ G = Gk−1 ∗ Gxy ��������� ������� � ������
2⟨ax|a ⟩x 

G ∗ −1 = Gk−1 ∗ Gxy, t; relGk−1, relGxy, t axt = ϕ(ax) , 

������� ������������� �������� ����� 1. ����� �����������

��������� 2. ������ �������� ��������� ���� {wi} ������ G = Gk−1 ∗ Gxyi∈1,N 2⟨ax|a ⟩x 

����� ����� �������� ����� ����� ������������� � �����������.

����� W � ����������� ��������� ����. �������� ��� �� ������������ ��������� ��-
�����: ������������ M0 ����������� ��� ������������, � ������������� Mi ����������
� ����������� ��������, ������������� ����� ���������, ����������� ��������� ������
Gk−1 ��� Gxy. ������ �� ���� ����������� ��������� ��������� (Mi), i = 0, k, �������

−1 −1���: (Mi) = r1i ..rni Cirni..r1i. ����� Ci � ��������� �� Gk−1 ��� Gxy, ����������� ������
���������. ���������� ��������� (Mi) �� ������ ������� ���������. ������� ���

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk) . (4)



( ) ( ) ( ) 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 
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����� 2 (1). ��� (4) ����� ������������� � ���

′ ′ ′ M 6 M 6 ... 6 M , (4 ′ )1 2 k 

���������� ���������� ����������:

′ ′ ′ 1. gp ((M0) , (M1) , ..., (Mk)) = gp ((M0) , (M1) , ..., (M ));k

′ −1 −12. ���� ��������� M = r ..r Cj
′ rnx..r1x, 1 6 j 6 k ′ ����������� ���������� u = j 1x nx

−1 −1r ..r hrnx..r1x, ��� h ����������� ������������ ���������, �� ����� �������� ����1x nx 
′ −1 −1(4 ′ ) ������� ��������� (M ) = r ..r Cl

′ rn−1,x..r1x ���������� u;l 1x n−1,x 

−1 −13. ���� ��� ��������� ���������� u = r ..r Kxrnx..r1x, ������������� ���������( ) 1x nx

′ −1 −1 l−1Mj = r ..rnx Cj
′ rnx..r1x, � ������������ y = ..ln

−
1

1 
yKyln1y..l1y �� M0, n1 > n, (��-1x 1y 

��� �������� y �����������) ����������� ����������� L(y−1uy) 6 L(y), �� ��������-
′ −1 −1 −1�� ��������� (M ) ���� (4 ′ ), ���������� ���������� y r ..r Kxrnx..r1x y, � ����s 1x nx 

−1) ′ L(yuy < L(y), �� ���������� ��������� (Ms) ���� (4 ′ ), ���������� ����������
−1 −1 −1y r ..r Kxrnx..r1x y ;1x nx 

′ −1 −1 ′ ′ −1 −1 −1 −1 ′ 4. ���� M = r ..r Cjrn1x..r1x, (M ) = r ..r r ..r C rn2y..r1x � ���������j 1x n1x s 1x n1x n1+1,y n2y s

′ −1 −1���� (4 ′ ), n2 > n1, � ��������� M �������� ���������� u = r ..r hrn1x..r1x,j 1x n1x

′ −1 −1 −1���� u = r ..r Krn1x..r1x, ��� K = r hrn1+1,y, �� ���������� ��������� ����1x n1x n1+1,y
′ −1 −1 −1(4 ′ ) (M ) = r ..r r Ck

′ rn1+1,y..r1x, ���������� � ������ ������ ���������� u,k 1x n1x n1+1,y 

�� ������ - u ′ ;

′ −1 −15. ���� (M ) = r1x ..r C ′ rn1x..r1x ��������� �� ���� (4 ′ ) �s n1x s

ε l−1 y = 1y ..ln
−
2

1 
yKrn2y..rn1+1,yrn1x..r1x, 

ε = ±1 � ������� ������������ ���������, ������ ��������

−1 −1 −1 r ..r r1x n1x n1+1,y 

�� �������� ������������� ����� ��������� ��������� ������������ wε , ε = ±1 
′ −1 −1� ���� ��������� (M ) �������� ���������� r ..r hrn1x..r1x ���� ����������s 1x n1x−1 −1 −1 r ..r Krn1x..r1x, ��� K = r , �� ���������� ��������� ���� (4 ′ )1x n1x n1+1,y hrn1+1,y

′ −1 −1 −1 ′ M = r ..r r Cjrn1+1,y..r1x,j 1x n1x n1+1,y 

���������� ��� ����������.

����� 3 (4). ��������� (M0), ����������� �������������� ������������ �����-
���� � �������� � �� �������� ���������.

���������, ����������� ����������� ���������� {wi} ��������� ����� gp (M0, S).i∈1,N 
��� ������������ ����� HNN -������ � ������� S, ���������� ��������� �������������,
���������� �������� ��������� ���� ������� ������ �������� �� M0. ��������� (M0) �

Mj 
′ , j = 1, k ���� (4 ′ ) ����� �������� ������������ ����������� ⟨w1, .., wn⟩ = gp (M0, S).

����������� 5. ������������ u1..uk ������� ������ ��������� ⟨w1, .., wn⟩ = gp (M0, S) 
������ G = Gk−1 ∗ Gxy, ����

⟨ax;a2 ⟩x
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1. ui ̸ 1;= 

2. ui ∈ 
{ 
M0 ∪M0 

−1
} 
���� ui ����������� ��������� ��������� �� ���� (4 ′ );

3. ui ̸ u −1 = i+1 ;

4. ui � ui+1 �� ���������� � ����� ��������� ���� (4 ′ );

5. � u1..uk ��� ������������ uiui+1ui+2 (i = 1, k − 2), ��� ui = u −1 
{ 
M0 ∪M0 

−1
} 
,( ) ( ) i+2, ui ∈ 

′ ′ ′ ′ ui+1 ∈ Mj � uiui+1ui+2 ∈/ (Ms); Mj , (Ms) � �� ���� (4 ′ ).

ε1 ε2 εn����� 4 (4). ������ ������������ w i2 ..w = ±1, ��� wij - ���������� ���������〈 〉 i1w in , εj 

{wi} , ����� �������� ����� ����� ����� �������� � ����� ui1..uik, k 6 n, ���������i∈1,N 

gp (M0, S) = {wi} .i∈1,N 

����������� 6. ����� ��������, ��� ����� ������� v1 � v2 ����� ����� �������
�������, ������� ��� �������� ����, ���� ����� ������������ v1v2 �������������� ������,
����� ��� ������ ������������ �� ���� L(v1), L(v2).

����������� 7. ����� u1..uk �������� �������, ����

L(u1..uk) = max {L(u1), .., L(uk)} . 

����� 5 (4). ���� u1..uk - ����� ��������� gp (M0, S), �� L(u1..uk) > L(ui), i = 1, k.

��������� 3 (4). ���� � ����� u1..uk ��������� ���������� � ������ G, �� � ��� ��-
�������� �� ��������, �� ������� ����, ����� �������� u1.

��������� 4 (4). ������ ����� ��������� gp (M0, S) ����� ���� ������������ � ����
������������ ������� ����, ����� �������� ����� ����� ������� ������� ����.

����� 6 (4). ����� {wi} � ����������� ��������� ���� ������ G � N = i∈1,N 

{wi} � ��������� � G. � ����� wi
ε = l1wi ...lnwiKwirnwi ...r1wi (ε = ±1) � ���-i∈1,N 

���� ������������ ���������, v = l1wi ..ltwi , 1 6 t 6 n - ��������� �������� ����� ��-
������ wi

ε, ������, v �� �������� ������������� ����� ��������� wi
ε. �����, ���� Aiv = 

N ∩ l1wi ...ltwiAjl
−1 ...l−1 ̸ E, ���= twi 1wi 

Gk−1, ���� ltwi ∈ Gxy;Aj = 
Gxy, ���� ltwi ∈ Gk−1, 

�� ��� (4 ′ ) �������� ��������� (Ms) = Aiv.

����� H � ������� ����������� ��������� ������ G ��������� ����� ����������
������������ �����������, �� ����H = gp (M0, S) �H = gp (M0

′ , S ′ ), ��� ������ S ���������
����������� ����

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk) , (5)

� S ′ ��������� ����������� ����

′ ′ ′ M 6 M 6 ... 6 M (4 ′ )1 2 k 

−1 ′ −1 ′ ′ (Mi) = v Civi , Ci ∈ Gk−1 ��� Ci ∈ Gxy ; M = g Cj
′ gj , C ∈ Gk−1 ��� C .i j j j j ∈ Gxy 

� [4] ��������, ��� ������� ����� u1..uk ��������� gp (M0, S) ����� ���� ������ �� ���-
������ �����:



154 �. �. �������

a) ����� u1..uk �������� ������������ ������������ �����, �� ���� L(ui) > L(uj), 1 6 j 6 
i− 1, i+ 1 6 j 6 k, ui � ������������;

b) ����� u1..uk �������� ������������ ui � ���������� ui+1 ������������ �����, �� ����
L(ui) = L(ui+1) = L(uiui+1), L(ui) > L(uj), 1 6 j 6 i− 1, i+ 2 6 j 6 k;

c) ����� u1..uk �������� ������������ ui � ui+2, � ���������� ui+1 �� ����������: L(ui) = 
L(ui+2), L(ui) = L(uiui+1) = L(uiui+1ui+2), L(ui) > L(uj), 1 6 j 6 i − 1, i + 3 6 j 6 k,
������ ����� ����� ui+1 ����� ��������� ������ ����� ui, 0 6 L(ui+1) 6 L(ui);

�) ����� u1..uk �������� ���������� ui ������������ �����.

����� H � ������� ����������� ��������� ������ G ��������� ����������� �����-
�����, �� ���� H = gp (M0, S). ������ ������� g ̸ 1 �� H ����� ������������ ������ �= 

ε1 ε2 εsw-��������: g = w i2 ..w = ±1. ���������� ����� ������� ���������� ������ ����,i1w is , εi 
������� ������ ����� g � u � ��������: g = u1..ul, ��� ui ̸ 1, ui = u −1 = 1, k − 1.= ̸ i+1, i 

�������� � ����� g = u1..ul ��� ���������� � ������ G, ������� �������� ������ �����
��������: g = g1g2..gk, k > 1.

����� 7 (8). ������ ���� gi ����� g = g1g2..gk ����� ���:

′ gi = axxiyizia , (6)x

i = 1, k, ��� xi � ����������� ��� ������ ���� uj−1, yi ����������� ���� uj ∈ Mv,j, j = 1, n,
zi � ����� ��� ����������� ���� uj+1, ax � a 

′ � �������� �� ������������ ���������.x 

���������� �������� ��������� ������� ����������� �������� H1, H2, ..,Hn ������ G.
���������� ���������� ����� ��� ��� �����������

w1H1 ∩ w2H2 ∩ ... ∩ wnHn, 

��� w1, w2, .., wn ∈ G. � ����� ������ wj ∈/ Hj , j ∈ 1, n. ���������� ������������� ������ �
�����������:

−1 −1 w w1H1 ∩ w w2H2 ∩ ... ∩Hn. (7)n n 

��������� wn 
−1wj = yj .

���� ����������� (7) �� �����, �� �������� ����� hj ∈ Hj , j = 1, n, ���

y1h1 = y2h2 = .. = hn. 

��������� ����� hj � u � �������� ��������������� ���������:

(1)(r1)v = y1u
(1)(1)u(1)(2)..u = 

(2)(r2)= y2u
(2)(1)u(2)(2)..u = 

.................................................. 
(8)(n−1)(rn−1)= yn−1u

(n−1)(1)u(n−1)(2)..u =

= u(n)(1)u(n)(2)..u(n)(rn) =
= w0q(1) q(2).. q(r).

��������� ������� ��������� (8) ���� ������������ ������ ����� v � ������ G. w0 �
��������� �������� ����� v.( )−1

����� �������� v(j) αi 
(j)
v(j) ����� ���������, ����������� ���������( ) ( )−1(j) (j) (j) (j)M = v A vi i 
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���������Hj , α
(
i
j) ∈/ G � ���������� ��� (v(j), i). �������� L((v(j), i)) = 2L(v(j))+1 ����� ���-

������� ����� ���� (v(j), i), � �������� T (j) ��������� ���� ����� ��������� ��������� Hj .
�������� T (j) �������� β(j) ∈/ G, ������� ��������� T̃ (j). ��������� ����� R(j) ���������( )−1(j) (j)
M0 ∪ M0 ∪ T̃ (j), j = 1, n, ��������������� ��������� Hj . ����������� � ���������

R(j) ������ γ(j) ∈/ G, ������� R̃(j). ����������� (8) ���������� ��������� �����������:( ( ) ( ) ) 
R(1) × Z+ × T (1) × R(1) × Z+ϕv(1, 2, .., r) = Z+ × × Z+ ×( ( ) ( ) ) 

R(2) × Z+ × T (2) × R(2) × Z+× Z+ × × Z+ × .. (9)( ( ) ( ) ) 
.. × Z+ × R(n) × Z+ × T (n) × R(n) × Z+ × Z+ 

��� Z+ = {0, 1, 2, ..}.
�� ����� 7 ������ ���� �� ��������� ������� ��������� (8) ��������� ���������� ����

�������� ��������, �� ����

(1) (1) (1) ′ (2) (2) (2) ′ (n) (n) (n) ′ q(k) = axx y z a = axx y z a = .. = axx y z a .k k k x k k k x k k k x

����� ax � ������� �� ������������ ��������� ⟨ax; ax2⟩.
����� ����������� (9) ���������� �������:( ( ) ( ) ) 

(1) (1) (1) 
, τ (1)(k), 

(1) (1) ′ (1)ϕv(k) = p (k), r (k), p (k) r (k), p (k) , p (k) ,0 1 1 2 2 0( ( ) ( ) ) 
(2) (2) (2) 

, τ (2)(k), 
(2) (2) ′ (2)p (k), r (k), p (k) r (k), p (k) , p (k) , ..0 1 1 2 2 0 

................................................,( ( ) ( ) ) 
(n) (n) (n) (n) (n) ′ (n)p (k), r (k), p (k) , τ (n)(k), r (k), p (k) , p (k) ,0 1 1 2 2 0 

(j) (j) (j) (j)��� ����� k ������������� ����� q(k) = axx y z a ′ ����� v, p (k) � ����� �������� ax �k k k x 0 

��������������� ��������� ax; a
2 
x , �� ���� ��������� �������� 0 ��� 1; ���������� p 

′ 
0
(j)(k) 

��������� �������� 0 ��� 1;
(j) (j) (j) (j) (j)
r (k) = γ , p (k) = 0, ���� x = 1, �� ���� x �� ��������� ������� � ����������� �����1 k 1 k k 

q(k);
(j) (j) (j) (j) (j) (j)
r (k) = w (k) ∈ R̃(j)\ γ(j) , ���� x ̸= 1 � x � ���� p (k)-�� ���� w (k);1 1 k k 1 1 

τ (j)(k) = β(j), ���� yk 
(j) 

= 1;

τ (j)(k) = v(j), i , ���� yk 
(j) � ���� ���������� ���� v(j), i ;

(j) (j)
r2 (k) = γ(j), ���� zk = 1;
(j) (j) (j) (j) (j) (j)
r (k) = w (k) ∈ R̃(j)\ γ(j) , ���� z ̸= 1 � z � ���� p (k)-�� ���� ����� w (k).2 2 k k 2 2 

����������� 8. ϕv(k) ������� ����� ����� q(k) � ����� v.

�������� ��������� ���� ����� �� ����������� ����� 2 
n (∣ ∣) 2  ∣∣T̃ (j)∣A = 4 L(w(j)) + 1 ∣ , (10)
j=1 (j)∈W (j)w

T (j) T (j)��� ∣∣ ˜ ∣∣ � �������� ��������� ˜ , j = 1, n; ��������� 4 ������� � ���� ������� ������-
��������� ��������� � ��������.

����� 8. ���� L(v) > A, ��� v � ����� �� (8) � v ∈ Hn, v ̸ 1, �� ���������� �����= 
v ′ ∈ Hn, L(v 

′ ) < L(v), ��������������� ���������� (8).
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��������������. ����� v � ����� �� (8) � v ∈ Hn, �����

(1)(1)u(1)(2)..u(1)(r1)v = y1u = 
(2)(r2)= y2u

(2)(1)u(2)(2)..u = 
.................................................. 

(n−1)(rn−1)= yn−1u
(n−1)(1)u(n−1)(2)..u =

= u(n)(1)u(n)(2)..u(n)(rn) =
= w0q(1) q(2).. q(r + 1),

��� u(i)(1)u(i)(2)..u(i)(ri) ����� � Hi. ��� ��� r + 1 > A, �� ���������� ������� k � k ′ �����,
��� 1 ≤ k < k ′ ≤ r+1 � ϕv(k) = ϕv(k 

′ ). ����� � ����� v ��������������� ���� �������� �����

(i) (i) (i) ′ � q(k ′ ) (i) (i) (i) ′̃ q(k) = axx y z a = ãxx y z a xk k k x k ′ k ′ k ′ 

(i) (i) (i) (i) (i) (i)��� xk , yk , z � x , y , z �������� ������� u -��������k k ′ k ′ k ′ 

(i) (i) (i)
u(i)(j(i) − 1) = u (j(i) − 1)x u (j(i) − 1)left k right

−1(i) (i) (i)
u(i)(j(i)) = (u (j(i) − 1)) y u (j(i))right k right

−1(i) (i) (i)
u(i)(j(i) + 1) = (u (j(i))) z (j(i) + 1) right k uright

�

(i)(j ′(i)
(i) 

(j ′(i)
(i) (i) 

(j ′(i)u − 1) = u − 1)x u − 1)left k ′ right
−1

(i)(j ′(i)
(i) 

(j ′(i)
(i) (i) 

(j ′(i)u ) = (u − 1)) y u )right k ′ right
−1 

(i)(j ′(i)
(i) 

(j ′(i)
(i) (i) 

(j ′(i)u + 1) = (u )) z u + 1) right k ′ right

� �����

u(i)(1)u(i)(2) .. u(i)(j(i) − 1)u(i)(j(i))u(i)(j(i) + 1) .. 
(i)(j ′(i) (i)(j ′(i) (i)(j ′(i).. u − 1)u )u + 1) .. u(i)(ri) 

��� ��� ϕv(k) = ϕv(k 
′ ), ��

′ ′̃ ax = ãx, a = a x,x 
(i) (i) (i) (i)
x = x , z = zk k ′ k k ′ 

(i) (i) 
(j ′(i)u (j(i) − 1) = u − 1)right right

�
(i) (i) 

(j ′(i)u (j(i) + 1) = u + 1).right right

������� �� �����

(i) (i) (i) (i) (i) (i) (i)
u(i)(1)u(i)(2) .. u (j(i) − 1)xk u (j(i) − 1)(u (j(i) − 1))−1yk zk u (j(i) + 1) ..left right right right

(i) 
(j ′(i)

(i) (i) (i) (i) 
(j ′(i).. u − 1)xk ′ yk ′ zk ′ u + 1) .. u(i)(ri)left right

��������

(i) (i) (i) (i) (i) (i) 
(j ′(i)

(i)
u (j(i) − 1)(u (j(i) − 1))−1y (j(i) + 1) .. u − 1)x .right right k zk uright left k ′ 

������� �����

′ (i) (i) (i) (i) (i) 
(j ′(i)v = u(i)(1)u(i)(2) .. u (j(i) − 1)x z u + 1) .. u(i)(ri),left k yk ′ k ′ right

������������� ����������� � L(v ′ ) < L(v).
����� ��������. ✷ 
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3. �������� �������

������� 5. � ������� ����������� ������ �������� � ��������� ���������� G ���-
������ �������� ����������� ������� ��������� ��������� ����� ������� �����������
��������.

��������������. ����� Hj , j = 1, n � ������� ����������� ��������� ������ G. ��-

��� �������, ��� ���������� �����Hj �������� ����������� ��������� �Hj = gp(M0
(j)
, S(j)),

��� M0
(j) � ��������� ���� ����������� �� ������������ ��������� ���������� ���������

(j) (j) (j) (j)
Hj , S(j) � ������ Hj , ����������� ����������� ���� M = (v )−1Ak v , i = 1, k(j).1 i i 

�� ��������� u-�������� ���������Hj ������� ����������� Φ(j)(u) ��������� �������: (j)
u, ���� u ∈ M0)−1 

; ( 
M

)−1Φ(j)(u) = (j) (j) (j) 
k , ���� u ∈ 

(j) (j) (j) (j) α Av v = v v .k k k k k k 

′ ) 
(x

������� αk 
(j) , 1 6 k 6 k(j) �� ����������� ������ G.

������������� ����������� �� ��������� Hj (�� ������������ u-��������) ���������
�������. ����� w(j) = u(j)(1)u(j)(2)..u(j)(m(j)) � ����� ��������� Hj , ���������� � u-�����-
���. �����

Φ(j)(w(j)) = Φ(j)(u(j)(1))Φ(j)(u(j)(2))..Φ(j)(u(j)(m(j))).

(j)������� ����� w(j) ��� ����������� Φ(j) ������������� ������. ���� � ����� w i-��
(j) (j) (j) (j) (j)���� ����� ��� q(i) = ax x z a (j), ��� y � ����������� ���� ��������� ��������-yi i i ix 

(j) (j) (j)�� u(j)(s(j)) �� ����� �������������, � ���� ������ �������� �� �������M , zi i(j)p

(j)α�������), �� � ������ Φ(j)(w(j)) ������ ���� ����� ����� ��� x (

p

j) 
z(j), ��� ���� ������ ���-(j)

(j))��������� ����� ������� ������ � Φ(j)(w(j)). ����� �������, ��� �������� ������ Φ(j)(w
����� ������������� �������� ����� w .(j)

�� ����� 8

L(u(n)(1)u(n)(2)..u(n)(rn)) ≤ A+ L(w0),

(j)) + 1 

)2 (
T̃ (j) , ����� T̃ (j) � �������� ��������� T̃ (j),

n

4 2 L(w��� A =
j=1 (j)∈W (j)w

j = 1, n. ��������� 4 ������� � ���� ������� ��������������� ��������� � ��������.
� ������ �� �������� Hj �������� ��������� ������������ ����

Φ(j)(uj(1))Φ(j)(uj(2))..Φ(j)(uj(rj)), j = 1, n,

��������� ������� ������������ ������� L(u(j)(1)u(j)(2)..u(j)(rj) ≤ A+ L(w0). ����� ����-

��� ���������� �������� ���������, ��������� ��� ����� HΦ
(j). �������� ����� 7, ��������

����� ���� ������� � ���� u1u2..un = (x1y1z1)(x2y2z2)..(xkykzk), ����� ���������, ��������-
(j) (j)��� ������ Ai � ������ ������������� ���� ������� αi . ����� ��������� xi � zi �������

��� ���� ������������ �����.

�� �������� HΦ
(j) ������� �� ������ ������������� �����:
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y1Φ
(1)(u (1)(r1))

(1)(1))Φ(1)(u(1)(2))..Φ(1)(u = 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

= y1(x α z )(x α z )..(x α z ) = r1 r11 i1 1 2 i2 2 ir1 
y2Φ

(2)(u (2)(r2))= (2)(1))Φ(2)(u(2)(2))..Φ(2)(u = 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (11)

= y2(x α z )(x α z )..(x α z ) = ..1 i1 1 2 i2 2 r2 ir2 
r2 

.. = Φ(n)(u(n)(1))Φ(n)(u(n)(2))..Φ(n)(u(n)(rn)) = 
(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)

= (x α z )(x α z )..(xrn α zrn ) = 1 i1 1 2 i2 2 irn 

� ������ n − 1 �������� ��������� (11) �������� ���������� ����� yj �

Φ(j)(u(j)(1))Φ(j)(u(j)(2))..Φ(j)(u(j)(rj)). 

���������� ������ �������. ����� y1 = g1g2..gs. ���� ����� y1 �

Φ(1)(u (1)(r1))
(1)(1))Φ(1)(u(1)(2))..Φ(1)(u

(1) (1) (1)���� ����������, �� gs � x α z ����������� ����� ��������� Gk−1 ��� Gxy, �����1 i1 1 
(1) (1) (1) (1) (1)

gs(x α z ) = ax1 , ��� ax1 � ������� �� ������������ ���������, ������� ����� ���-1 i1 1 
(1) (1) (1) (1) (1)������ �������� 1 ��� ax. ����������� ax1 � �� ��������� gs(x α z ) = ax1 , �����1 i1 1 

(1)�������� ��������� ������ α . ����� ��������� � ���������� ���� ���������� �����i1 
����������� �����.

����� ����, ��� ��� ���������� ���������, ����� ������� ���������� �������� �������-
�������� ������������ (8) ������ ������������ ������� ����������� ������������. �����
�����

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)′ y1u (t1 − 1)..(x )(x y z )(x )Uright i1−1yi1−1zi1−1 i1 i1 i1 i1+1yi1+1zi1+1 right = 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)′ = y2u (t2 − 1)..(x )(x y z )(x )U ..right i2−1yi2−1zi2−1 i2 i2 i2 i2+1yi2+1zi2+1 right = 

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) 
.. = u(n)(1)..(x )(x y z )(x )Uin−1yin−1zin−1 in in in in+1yin+1zin+1 right 

� ��������� ��������� ������� �������. �������

2 2(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)′ y (t1 − 1)..(x )(a ) (x y z )(a ) (x )U = 1uright i1−1yi1−1zi1−1 x i1 i1 i1 x i1+1yi1+1zi1+1 right 
2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)′ = y (t2 − 1)..(x )(a ) (x y z )(ax ) (x )U ..2uright i2−1yi2−1zi2−1 x i2 i2 i2 i2+1yi2+1zi2+1 right = 

2 2(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) 
.. = u(n)(1)..(x )(ax ) (x y z )(ax ) (x )Uin−1yin−1zin−1 in in in in+1yin+1zin+1 right 

(j)��� ����������� y , j = 1, n ���������� ���������:ij 

(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2) (2) (n) (n) (n) (n) (n)
(x α z )ax = ax (x α z )ãx = .. = ax (x α z )ãx .i1 i1 i1 i2 i2 i2 in in in 

(j)��� ��� ax � ãx , j = 2, n ����������� ������������ ���������, �� ����������� ������
(1) (j)�� ���, ���� �� ���� � z � z ��������������. �������i1 ij 

(1) (1) (1) (2) (2) (2) (2) (n) (n) (n) (n)
(x α z ) = ax (x α z ) = .. = ax (x α z ).i1 i1 i1 i2 i2 i2 in in in 

(j)���� � ��������� ���������� ���� �� ���� �� α ��������, �� ������������ � ��� ������-ij 
(j)���. ���� �� ���� �� α �� ��������, �� ������� �������ij 
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−1 −1 −1(1) (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
x z (z α z ) = ax x z (z α z ) = .. = ax x z (z α z ).i1 i1 i1 i1 i1 i2 i2 i2 i2 i2 in in in in in 

(j) (j) (j)�������, ��� α ����������� A , ��� A �������� ����������� ����� Gk−1 � Gxy.ij ij ij 
(j) (j) (n)���� αij ����������� Gxy, �� ��������, ��� ������ Gxy ������� � xij , z ∈ Gxy, �����in 

(j)���������� ��� α .ij 
(j) (j) (n)���� �� α ����������� Gk−1, �� c������� ��� α ������� zin 

∈ Gk−1, ����� ��������ij ij 
(j)��������� ������ Gk−1. ������� x ∈ Gk−1. ����� �������, ���������� ������ ��������ij 

����������� ������� ��������� � ������ Gk−1, �� �� ������������ ������������� � ������
Gk−1 ������ �������� ���������.

����� ��������� � ��������� ������� �������� ������ � ��������� ������� ���������
����.

4. ����������

����� �������, ��������, ��� � ������� ����������� ������ �������� � ��������� �����-
����� �������� ����������� ������� ��������� ��������� ����� ������� ����������� ���-
����� ���������.
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