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���������

����� Πm, ��� ������, �� ���������� ��������� ���������� � ������ ������ � ��-
������ ������������ �������� ����� m �� ���������� ����������� a1, . . . , am. � ������
��������� �� ��������� ���������� Πm ������ �������� �������� ��� ����� 40 ��� ��-
���� �� ��������������� ������������ �������� ������������ ��� ������ ��������� �
������ � ������, �.�. ������ ����

k

& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) & & |xi| = |xj |,
i=1 {i,j}∈A 

��� ����� |w| = |u|, ��� ������, ������������ �������� � ����� ���� w � u ������. �����-
��� ����� ������ ��������� � ������ � ������ ���� ������ � ������ 70-�� ����� ��������
���� � ������� �.�. ����������� [15] � �.�. ���������� [9], [10], [11].

� ��������� ������� ������������ ��������������� �������������� �������� ���-
��������� ��� ������ ��������� � ���������� � ������ � ������ �� ��������� ���������-
���� ���������� Πm: ��������, ��� ��� m ≥ 2 �� �������� ������� ��������, ��������-
��� ��� ������������ ������� ���������� � �������� ����

k

& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ≤ ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) & & |xi| = |xj |,
i=1 {i,j}∈A 

��� wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) � ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) � ����� � ��������

{x1, x2, . . . , xn, a1, a2, . . . , am }, 

����������, ����� �� ��� ������� � ��������� ���������� Πm, ��� ����� w ≤ u ������-
������ �������� � ������������������ ���� w �������� ���������������������� �����-

������������� ���� u�.

�������� �����: ��������� ����������, ��������� � ������ � ������, ����������� �
������ � ������, �������� ������������ ��� ������ ��������� � ����������.

������������: 19 ��������.
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B� Πm �� ������, a� ���a�, a ���� ��������� ���� a� ����� ���� a� ��� �����a� �������
�� �a�� m ���� ���� �����a���� a1, . . . , am. A� ���� �������� �� ��� ������ �� ���a����� �� ����
��������� Πm, ���c� �a�� b��� ���� ����� ��� ���� ��a� 40 ��a��, c��c���� ��� a���������c
����c��ab����� �� ��� ���b��� �� c���a��b����� ��� ������� �� ���a����� a�� �����a������ �� �����
a�� ���� �������, �.�., ��� ������� �� ��� ����

k

& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) & & |xi| = |xj |,
i=1 {i,j}∈A 

�����, a� ���a�, b� |w| = |u|, �� ������ ��� �����ca�� ���� ������� �� ��� ����� w a�� u a��
���a� �. S�c� ������� �� ���a����� a�� �����a������ �� ����� a�� ���� ������� ���� ������� ��
��� b�������� �� 1970� b� Y�.V. Ma���a����c� Ma���a����c� (1968) a�� N. K. K��������� (1972a,
1972b, 1974).

W� ����� ��� a���������c ����c��ab����� �� a c���a��b����� ���b��� ��� ������� �� ���a�����
a�� �����a������ �� ����� a�� ���� ������� �� ���� ���-c�c��c ��������� Πm.

F�� a� a�b���a�� ������ �� ���a����� a�� �����a������ �� ��� ����

k

& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ≤ ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) & & |xi| = |xj |,
i=1 {i,j}∈A 

����� wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) a�� ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) a�� ����� �� ��� a���ab��

{x1, x2, . . . , xn, a1, a2, . . . , am }, 

�� �� ����� ��a� �� a�������� ca� ��c��� ������� ���� ������ �a� a �������� �� ���� ��������� Πm 
a� m ≥ 2. H��� w ≤ u ������� ��� �����ca�� ���� ������c� w �� ������� �� a ��b������c� �� ���

������c� u�.

K�������: ���� ���������, ���a����� �� ����� a�� ���� �������, �����a������ �� ����� a��
���� �������, c���a��b����� ���b��� ��� ������� �� ���a����� a�� �����a������.

B�b�����a���: 19 ������.

1. ��������

��������� ����� Πm ��������� ���������� � ������ ������ � �������� ������������
�������� (��������� ������) ����� m �� ���������� ����������� a1, ..., am. ������ a1 � a2 
�����, ��� ������, ������ a � b ��������������.

�������� ��������� � ������������ x1,..., xn � ��������� ���������� Πm ����������
��������� ����

k
& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am), (1)
i=1 

��� wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) � ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) � ����� � ��������

{x1, x2, . . . , xn, a1, a2, . . . , am }. 

����� ⟨g1, . . . , gn⟩ ��������� ���������� Πm ���������� �������� ������� (1), ���� ���
����� i (i = 1, . . . , k) � ���������� Πm ����������� ���������

wi(g1, . . . , gn, a1, . . . , am) = ui(g1, . . . , gn, a1, . . . , am). 

��� ������� ��������� � ������ � ���� �� ������������ ���������� ��������������,
���� ��������� �� ������� ���������.

��� m > 2 ������� ���������
k 
& wi = ui 
i=1 
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����������� ������ ���������

w1a1w2a1 . . . a1wk w1a2w2a2 . . . a2wk = u1a1u2a1 . . . a1uk u1a2u2a2 . . . a2uk. 

� 60-� ���� �������� ���� �. �. ������ ��������� ������������ ������� ���������
� ��������� ���������� Πm � �������� ������� � �������������� ������� 10-�� ��������
�. ���������. ������� ��������� � ��������� ����������� ����� ���������� ���������
��������� � ������. ��� ��������� � ��������� ����������� ����������� ���������������
��� �������� ������: �������� ������������� ������� � �������� �������� ��������� ����
�������.

������ ���������� � ������������ ������ ��������� � ������ ���� �������� �. �. ���-
����� � �. �. ���������� [16] � ����� 60-�� �����.

� ��� �� ���� ���� ������ �������� ������ ��������� � ������ � ������, �.�. ������ ����

k 
& wi = ui & & |xi| = |xj |, 
i=1 {i,j}∈A 

��� ����� |x| = |y| ��������� �������� � ����� ���� x � y ������.
������ ���������� � ������������ ������ ��������� � ������ � ������ ���� �������� �

������ 70-�� ����� � ������� �. �. ����������� [15] � �. �. ���������� [9], [10], [11].
� 1972�73 ����� ������ �� ������� ����� ������������� ������� ��������� � ������ �

������ � �������������� ���������� |x|a = |y|a � ��������� ���� x � y �� ���������� �����
a ������. � ������ [1], �������� �� ������ � 1974 ����, ��, � ���������, �������, ��� �����
������� ����� ������������������� ��������� ������ ��������� � ��������� ����������
Π2,

w (x, x1, . . . , xn, a, b ) = v (x, x1, . . . , xn, a, b )& & (|xi| = |xj |& |xi|a = |xj |a) 
{i,j}∈A 

� ������������ x1, ..., xn, � ����������� a � b � � ���������� x, ��� A � ��������� ���-
��������� ��������� M(n) = {{t, s} | 1 6 t, s 6 n} ���� ��������������� ��� ��������-
��� �����, �� ������������� n, ��� ���������� ��������, ����������� ��� �������������
������������ ����� m ����������, ����� �� ������� ���������

m m w ( a , x1, . . . , xn, a, b ) = v ( a , x1, . . . , xn, a, b )& & (|xi| = |xj |& |xi|a = |xj |a). 
{i,j}∈A 

� ���� �� ������ ����������, ��� ����������� ��������� �������� ������, ���� ��������
|x| = |y|& |x|a = |y|a �������� ���������� |x|b = |y|b & |x|a = |y|a.

����������� ��������� ���������� � �������������� � 1988 ���� ������ J. R. B�c�� �
S. S����� [17].

� 1976 ���� �. �. ������� ������� � ������ ��������� � ������ ��������������� ��-
�������, ������� ��� ����������� � 1977 ���� � ������� [12] � [13], � �� �������� ��������,
����������� �� ������������ ������� ��������� � ��������� ���������� Πm ����������,
����� �� ��� �������.

�������, ��� ������ �� ��������������� ������������ �������� ������������ ��� ��-
���� ��������� � ������ � ������, �.�. ������ ����

k 
& wi = ui & & |xi| = |xj |, 
i=1 {i,j}∈A 

��� ����� |x| = |y| ��������� �������� ������ ���� x � y ������, � ��������� ����� ��������
��������.
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2. ������� ���������� � ������ � ������

V. D������ � �. �. ���������� ���������� ������� � ��������� ����������� �������
����

k
& wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ≤ ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am), (2)
i=1 

��� ��� ���� w � u � �������� ���������� ��������� ���������� ������ w ≤ u ��������, ���
������������������ ���� w �������� ���������������������� ������������������ ���� u,
�. �. ���� w = ai1 . . . ait , �� ���������� ����� ����� u1, ..., ut, ut+1, ���

u = u1ai1u2 . . . utaitut+1, 

������������ �� ��� ��������� ������ ��������� (1), ��� ��� w = u ����� � ������ �����,
����� w ≤ u&u ≤ w.

��������� w ≤ u �������� ���������� ���������� ������� �� ���������� Πm, �. �. ���
�����������, ����������� � ���������������. ��� ��� ���� ����� ��� ����������� ����-
���������� ������������ ������ ���������� ���� (2).

������ �� ��������������� ������������ �������� ������������ ��� ������ ����������
(2) � ��������� ����� ������. �� ���� � ��������� w ≤ u �������� �������� ���������
����, �� ������� �������������� ������������ ������.

� ���������� ��������� w = u ����� �������������� ��� ����������� ������ �������-
��� ���������� w ≤ u&u ≤ w.

������� 1. ���������� ��������, ����������� ��� ������������ ������� ����

k 
& wi ≤ ui & & |xi| = |xj |
i=1 {i,j}∈A 

����������, ����� �� ��� �������.

��������������. ������ ����� �������, ��� � �������������� ��������� w ≤ u � |x| = |y|
������� ��� ��������������� ����������.

����� α � ��� ����� a ��� b.

Nα (x ) 
 ( xα = αx ). 

���� X � ������� ���������� Π2, �� ������� Nα (X ) ������� �� ���������� Π2 �����
� ������ �����, ����� X � ������� ����� α.

���������� �������� R(x, y) �������� ����� � ������ �����, ����� �������� ����� ����-
����������� ����� t, ��� x = at, � y = bt .

����������� ���������������

R (x, y ) ⇐⇒ (xa = a x& yb = b y) & |x| = |y|. 

������� � ������ ����� ���� ��������������� ������� � ���������� ����� ����������
����� R(x, y).

��� ����� α �������� Σ � ����� w � ���� �������� ����� |w|α �����, ��� ������, ���-
������� ����� ��������� ����� α � ����� w.

��������� ����� D(w, x, y) ��������, �������� ��� ���� ���� W , X � Y � �������� {a, b}
����� � ������ �����, �����

X = a|W |a &Y = b|W |b . 
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�������� ���������, ��� �������� D(w, x, y) ����� ������ ��������

xa = ax &x ≤ w & yb = by & y ≤ w & |w| = |xy|, 

������� ����� ���������� ����� D(w, x, y).
��� ��������� ���������� ��������� |w|a = |u|a � |w|b = |u|b ���������

(∃x, y1, y2)(D(w, x, y1)&D(u, x, y2)) �

(∃x1, x2, y)(D(w, x1, y)&D(u, x2, y)). 

������ �������� ��� ����������� ��������M (x, y, z ) �������� ����� � ������ �����,
����� �������� ����� ����������� ����� s, t � r, ��� x = as , y = at , z = ar � st = r.

����� ����� ���������������:

M (x, y, z ) ⇐⇒ ((xa = a x& ya = a y & za = a z )&(∃u )(∃ v )(∃w)(R(y, u)& 

v(xb) = (xb)v & |v|a = |z|a & |v|b = |u|b )). 

��������, ��� � ���� ��������������� ��������� R(y, u) � |v|a = |z|a & |v|b = |u|b ������-
������ ����� ��������� x ≤ y � |x| = |y|.

�������� ������, ��� ��� ������������ ����������� ����� s, t � r ����� ����� ������-
���������:

s tΠ2 |= M ( a , a , a r ) ⇐⇒ st = r. 

������������� ��������� ������ ��������� ��������� ����������������� ���������
��������������� ������� �. �. ����������� [14] � ������������� ���������� �������-
����� ��������: ��� ������������� ���������� ������������� ��������� A �����������
����� ����� ��������� ����� ������� Φ(A) (x1) ����

s 
(∃x2 ) . . . (∃xm ) Ψ, ��� Ψ = & ϕi 

i=1 

� ������ ������� ϕi ����� ���� �� ��������� �����:

xl + xj = xt, xj = xl, xl · xj = xt, xj = c, 

��� c � ����������� �����, ��� ��� ������������� ������������ ����� n �����:
n ∈ A ����� � ������ �����, ����� ������� Φ(A) (n) ������� �� ��������� ��������-

��� �����.
(1)�� ������� Φ(A) (x1) �������� ������� ΦA (x1) ��������� �������:

m 
Φ(1)(A) (x1) 
 (∃x2 ) . . . ( ∃xm ) (Ψ1 & ( & Na (xi ))), 

i=2 

��� Ψ1 ���������� �� Ψ ������� ������ ���������� ϕi ���� xl + xj = xk �� xl xj = xk,
���� xl · xj = xk � �� M(xl, xj , xk), ���� xj = xk � �� xj = xk, ���� xj = c � �� xj = a .

���������� ������� ������������ ���������� � �������, Φ(1)(A) (x1 ), ����� �������,
��� � ������� Φ(1)(A) (x ) ������ ���� ���������� x, x1, ..., xn.

�������� ��� ������� � ������������ ���������� ����� � ��������� ���������� ���-
���� ����� Φ(2)(A) (x ). �������� ������, ��� ������� Φ(2)(A) (x ) �������� �������� ���-
��������� ��� ������� ���� (2), ��� ���� ���������� x ��������� � ���� ���������.

�����: k ∈ A ����� � ������ �����, ����� ������� Φ(2)(A)(ak) ������� �� ���������� Π2.
��� ���������� �������������� ������� ���������� ����� � �������� A ���������� ����-

��������, �� ������������� ���������. ✷ 

c 
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�������, ��� ∃-������ ��������� ��������� = �� ���������� Π2 �������������� �����-
����, �.� ���������� ��������, ����������� ��� ������������ ������� ����

k m 
(∃x1, . . . , xn)( & wi = ui & & zj ≠ vj)

i=1 j=1 

����������, ������� �� ��� �� ���������� Π2. ��� ������� �� ������� �. �. �������� [13],
��� ��� ��������� �� ������ ����� ������� � ������� ��������� ���������������

w ̸ u ⇐⇒ (∃x, y1, y2)(u = wax ∨ u = wbx ∨ w = uax ∨ w == ubx ∨ 
(u = xay1 &w = xby2) ∨ (u = xby1 &w = xay2)) 

��� ������� ����� ���� �������� � ����

(∃x, y1, y2, z1, z2)W (x, y1, y2, z1, z2, a, b) = U(x, y1, y2, z1, z2, a, b), 

���� ��� �������� ���������� ��������������� ����������� �� ������ [19].
� �� �� ����� ∃-������ ��������� ���������� ������� ≤ �� ���������� Π2 �������-

������� �����������. ��� ����� ������� �� ���������� �����������, ���� ���������������
���������� �����������

α|w|αDα(w, x) ⇐⇒ w = , 

��� α ∈ {a, b} � ��������, ���

Dα(w, x) ⇐⇒ xα = αx & x ≤ w & ¬(xα ≤ w). 

����� �������� |w|a = |u|a ����� ������ ��������

(∃x)(Dα(w, x)&Dα(u, x)), 

� �������� R(x, y) � ��������

xa = ax & yb = by &(∃z)(z(ab) = (ab)z &Da(x, z)&Db(y, z)). 

��� ���� ����������� ��������� M (x, y, z ) ����� ��� �� ���

M (x, y, z ) ⇐⇒ ((xa = a x& ya = a y & za = a z )&(∃u )(∃ v )(∃w)(R(y, u)& 

v(xb) = (xb)v & |v|a = |z|a & |v|b = |u|b )). 

3. ����������

� ���������� �������, ��� ������������ � ������� ���������� ������������, �� ���
������, ������� � ����� � ��� ������������� ���� ������ ��������� �������� �� ����-
����������� ������������ �������� ������������ ��� ������ ��������� � ������ � ������,
�. �. ������ ����

k 
& wi = ui & & |xi| = |xj |. 
i=1 {i,j}∈A 
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