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���������

� ������ [1] ��. ��� ������ � ����� � ��������� ��������� ��������������� ����
������� ������������ ������: ������ G ���������� ������������, ���� �� ��� ��������-
�� ������������� ������� ���������� ���������������� ����, �.�. �� ��������� P (G) 
���� ����������� ��������� G ���������� ������� µ, ����������� ���������������
��������, � ��������������� ��������

1) µ(G) > 0,
2) ��� ����� ���� ���������������� ����������� U � V ��������� G �����������

��������� µ(U ∪ V ) = µ(U) + µ(V ), 
3) ��� ������ ������������ U ��������� G � ������ �������� g ������ G �������-

���� ��������� µ(gU) = µ(U). 
� ���� ������ ��. ��� ������ ���������, ��� ����� �������� ���������� ������

�����������, � ����� ��������� ������������� ������ �������������. ��� ��� ���������
������������ ������ ���� �����������, �� ����� ������, � ������� ������� ���������
������ ����� 2, �������������. � ���� ������ ��. ��� ������� �������� �������� �
�������������� ��������� �����������, �.�. �� �������������� ����� ������, � �������
�� ������� ��������� ������ ����� 2.

��� �������� � ������� ������������ ��� ������� ��� �������������� ��� ������

����� C:
��� ������ ����� C ����������� ������������ ��� ������� ��� ��������������,

���� ��� ������������ ������ G �� ����� ������ ����������� �����������

���� ������ G �����������, ���� ��� �������� ���������, ���������� ���������

������ F2 ����� 2.
�������������� �������� ��. ��� ������� ����� ��������������� ��� ����������-

�� ��� ������� ��� �������������� ��� ������ ���� �����. ������������ ��� �������

��� �������������� ����������� ��� ������ ���� �������� ����� � ����� ������������
������������ � ��� ������ ���� �������� ����� � �������� ������ ����������.

� ��������� ������� ��������������� �������������� ������������ ��� ������� ���

�������������� ��� �������� F -�����: ��� ������������ ��������� G ����� F -������
����������� �����������:

���� ������ G �����������, ���� ��� �������� ���������, ���������� ���������

������ F2 ����� 2.

�������� �����: ������� ������, F -������, ������������ ������, ������������
�����, ������������ ��. ��� �������.

������������: 15 ��������.
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ON AMENABLE SUBGROUPS OF F -GROUPS
V. G. D�����, O. V. Z�����a, A. I. Z�����a (Ya����a��)

Ab���ac�

W��� �������� ��� Ba�ac��Ta���� �a�a���, J��� ��� N���a�� (1929) �������c�� ���
c��c��� �� a���ab�� �����: a ����� G �� a���ab��, �� �� �a� a ���� ���a��a�� ��������a� �������
a������� ��a����, �.�. a ���-���a���� �a���� ���c���� µ ������ �� ��� ��� P (G) �� a�� ��b����
�� ��� ��� G �a��������

1) µ(G) > 0,
2) ��� a�� ���-�������c���� ��b���� U V �� ��� ��� G ��� ���a���� µ(U ∪ V ) = µ(U) + µ(V ) 

�����,
3) ��� a�� ��b��� U �� ��� ��� G a�� ��� a�� ������� g �� ��� ����� G ��� ���a����

µ(gU) = µ(U) �����.
J��� ��� N���a�� (1929) ����� ��a� a�� ��ca��� ����ab�� ����� �� a���ab��, a�� a�� ����

���-c�c��c ����� �� ���-a���ab��. S��c� a ��b����� �� a� a���ab�� ����� �� a���ab�� �����,
���� a�� ����� ���� a� ��b����� ���� ����� �� �a�� 2, �� ���-a���ab��. A ���������� �����
bac� �� ���� J��� ��� N���a�� (1929) ����, c������� �� a���ab������ �� a�� ����� �� ���c� ��
���� ����� �� �a�� 2 ca� b� �������.

T��� ��a�� �� ��� c��c��� �� ��� N���a�� a�����a���� ��� a c�a�� C �� ������:
��� a c�a�� C �� ������ ��� N���a�� a�����a���� ��� a���ab����� �� �a���, �� ��� a� a�b���a��

����� G ���� ���� c�a�� ��� ��������� ��a������ �����:

A ����� G �� ������ a���ab�� �� �� c���a��� a ��b����� ���������c �� a ���� F2 ����� ��

�a�� 2.

T�� ������a� J. ��� N���a�� ���������� ca� b� c��������� a� ��� N���a�� a�����a���� ���

a���ab����� ��� ��� c�a�� �� a�� ������. T�� ��� N���a�� a�����a���� ��� a���ab����� ����� ���
��� c�a�� �� ��b������ �� ������ ���� ��� ������ ���a���� a� ���� a� ��� ��� c�a�� �� a�� ������
�a�������� ��a�� ca�c���a���� c���������.

I� ���� ���� �� ���ab���� ��� �a������ �� ��� N���a�� a�����a���� ��� a���ab����� ��
��b������ �� F -������. T�� ��������� �����a���c� �� ����� ��� a� a�b���a�� ��b����� G ��
a�� F -�����:

A ����� G �� ������ a���ab�� �� �� c���a��� a ��b����� ���������c �� a ���� F2 ����� ��

�a�� 2.

K�������: F�c���a� ������, F -������, a���ab�� ������, T���' a�����a����, ��� N���a��
a�����a����.

B�b�����a���: 15 ������.

1. ��������

������� ������������ ������ ���� ������� ��. ��� �������� � ������ [1].
������ G ���������� ������������, ���� �� ��� ���������� ������������� ������� ��-

�������� ���������������� ����, �.�. �� ��������� P (G) ���� ����������� ��������� G 
���������� ������� µ, ����������� ��������������� ��������, � ��������������� ����-
����

1) µ(G) ̸ 0,= 

2) ��� ����� ���� ���������������� ����������� U � V ��������� G ����������� ��-
�������

µ(U ∪ V ) = µ(U) + µ(V ), 

3) ��� ������ ������������ U ��������� G � ������ �������� g ������ G �����������
���������

µ(gU) = µ(U). 
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����� ������������ ����� ������� ������������ ������ ��������, ����������� � ���-
������� �����. ����� ����� ������������ ������, �.�. ������, ���������� ������������
��������� ��������� �������, ���� �������� ������������. ����� ���� ����������� ������-
������ ������� ������������ ����� ���� �����������. ������� ����� ������������ �����
������� ������������ �������� � ���� ������� ������, �� �� ����������, ������������.

��. ��� ������ ��������� [1], ��� ����� �������� ���������� ������ �����������, � ��-
��� ��������� ������������� ������ �������������. ��� ��� ��������� ������������ ������
���� �����������, �� ����� ������, � ������� ������� ��������� ������ ����� 2, �������-
������. � ���� �� ������ ��. ��� ������� �������� �������� � �������������� ���������
�����������, �.�. �� �������������� ����� ������, � ������� �� ������� ��������� ������
����� 2.

� ������ [8] �. �. ���������� �������� ����������� � ������ �������������� ������
��� ��������� ���������� ��������.

�. �. ���� [9] ������� ���������������� ����� ��������� ������������� ������ B(m,n) 
��� �����m > 2 � ����� �������� n > 665. ��� ��� ������ ������ �������������� ������,
��������������� �������������� ���������.

������ [2] ��������, ��� ��� ����� ������� ����������� �������� ������ G �����������
�����������:

���� ������ G �������� ���������, ���������� ��������� ������ F2 ����� 2,
���� ������ G ����� ���������.
��� ������� � ������� ������������ ����� ��� ������ �����:
��� ������ ����� C ����������� ������������ �����, ���� ��� ������������ ������ G 

�� ����� ������ ����������� �����������

���� ������ G ����� ���������, ���� ��� �������� ���������, ���������� ���������
������ F2 ����� 2.

�������� ������� �����, ��� ������� ����������� ������������ �����, �������� ���
����� ��������� �������.

������������ ����� ������� �� ��������� ��������, ���������� ����� � ���������� ���-
�������� � ������������� ������ �����:

��� ����� ������� ����� C ����������� �����������:
��� ������������ ������ G �� ����� ������ ����������� ������������:
���� �� ������ G ����������� ������������� ���������, ���� ��� �������� ���������,

���������� ��������� ������ F2 ����� 2.
��������� ����������� �� ����� �������� ������������� ����� ��� ��������.
��� �������� ����� � ����� ������������ ������������ ��������� ������ ���������

���������� � ������� �. �. ������������� [7], �. �. �������� [10] � �. ������� � �. ��������
[11]. ����� ����, � ������ �. ������� � �. �������� [11] ��������, ��� ���� H � ���������
������ G � ����� ������������ ������������, �� ���� H �������� ��������� ���������
����� 2, ���� H ���������, � ������, ��� �������� �. �. ������������ [7], ����������. ��-
��� ������� ��� �������� ����� � ����� ������������ ������������ �������� ���������
������� ������������ �����. ��� �����, ��������������� ������� ������ ����������
1/6, ��������������� ������ ������ � ������� �. �. �������� [12] ��� �������� ��������
���� �����. ��� ��������������� �����, � ������, � ���������, ��� �����, ������������-
��� ������� ������ ���������� 1/6, �������������� ������������ ����� ��� ��������
����������� �. �. ���������� [13].

� �� �� ����� ���� � ������� ��������� ������ �� ������� �� ����������� �������
������������� ���������, ������ � ��� �� ������� ��������� ������ F2 ����� 2.

�� �������� � ������������� ����� ��� �������� ��������������� ������������ ���
������� ��� ��������������.
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��� ������ ����� C ����������� ������������ ��� ������� ��� ��������������, ����
��� ������������ ������ G �� ����� ������ ����������� �����������

���� ������ G �����������, ���� ��� �������� ���������, ���������� ��������� ������
F2 ����� 2.

����� ������������ ������� ������� ������� ��. ��� ������� [1], � �������, ��� ���
���������� ����, �������������� �������� �� �������������� ����� ������, � �������
�� ������� ��������� ������ ����� 2. ����� ������� �������� ��. ��� ������� �����
��������������� ��� ������������ ��� ������� ��� �������������� ��� ������ ���� �����.

�� ���� ���������� �������, ��� ������������ ��� ������� ��� �������������� ����-
������� ��� ������ ���� �������� ����� � ����� ������������ ������������ � ��� ������
�������� ��������������� �����.

� ������������ � ������������ �� ���������� �. ������� � �. ����� [6] F -������� ��
�������� ������ � �������� ����

m1 mp⟨⟨ a1, . . . , ap, b1, . . . , bn | a = 1, . . . , a p = 1, a1 . . . apQ = 1 ⟩⟩,1 

��� p, n ≥ 0, ��� mi > 1 � ����

Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], ��� 2t = n � [a, b]− ���������� ��������� a � b, 

����
Q = b1

2 . . . b2 t , ��� t = n. 

��� ���������� � ��������� ����������, F -������ � ��� ������� ������ � �������������
��� ��������������� �������������������, �������� �� �� ���, ������� ����������� � ���-
������ ������������ �����������. ������, F -������ � ��� ������� ����������� �������
������, � ���������� ����������� ������� ������ �������������� � ��������� ���������-
��� ����������� �����.

� ���������� �. ������� � �. ����� [6] ���� ������ �������� �������� �������� ���-
��������� F -�����. � ������ [3] ���� �������� ��������, �� ������� ����������� �������-
������ ���������, ������������ �������� �����. � ��������� ��������� ���������������
������ �� �������������� �������� ������������ F -�����.

2. ������������ ��� ������� ��� �������������� ��� ��������
F -�����

����� ����� ������� ����� �������������� ��������� �������.

������� 1. ��� �������� F -����� ����������� ������������ ��� ������� ��� ���-
�����������: ������������ ��������� H F -������ G ���� �������� ������������, ���� H 
�������� ���������, ���������� ��������� ������ ����� 2.

��������������. ����� H � ������������ ��������� F -������ G. ���� ��������� H 
����� ����������� ������, �� �������������� � ��������� ������������ ����������� �����
[6]. ����� H = A∗B, ��� A � B � ������������� ������. ���� ���� �� ���� �� ��� ��������
�� ����� ���� ���������, �� H �������� ���������, ���������� ��������� ������ ����� 2
[14]. ���� �� A � B � ������ ������� �������, �� H � ����������, � ������ ������������
������.

���� ��������� H ����� �������� ������, �� ��� ���� �������� F -������� [6]. � �����
������ �������� ��������, ��� ���� H �������� F -������� � � ��� �� ������� ���������
������ ����� 2, �� H �������� ������������ �������.
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����� ������������� ������ H ����� �������

m1 mp⟨⟨ a1, . . . , ap, b1, . . . , bn | a = 1, . . . , a p = 1, a1 . . . apQ = 1 ⟩⟩,1 

��� p, n ≥ 0, ��� mi > 1 � ����

Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], ��� 2t = n � [a, b]− ���������� ��������� a � b, 

����
Q = b1

2 . . . b2 t , ��� t = n. 

���� p = 0, �� H ����� �������

⟨⟨ b1, . . . , bn |Q = 1 ⟩⟩, 

� ����
Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], ��� 2t = n, 

����
Q = b1

2 . . . b2 t , ��� t = n. 

��� ��� H � ������������� ������, �� n ≥ 2.
��� n = 2 ������� ��������� ���

⟨⟨ b1, b2 | [b1, b2] = 1 ⟩⟩ 

���
⟨⟨ b1, b2 | b21b22 = 1 ⟩⟩. 

� ������ ������ H � ��������� ������� ������ ����� 2, � ������ ������������. � �� ������
������ ������ ���������� ����������, ��� ��������� ������H � ����������� �����������
������, ������� H � ����������, � ������ ������������ ������. �������, ��� � ���������-
������ ������ ������ H �������� � �������� ���������� ��������� ������� 2 ���������
������� ������ ����� 2 [6].

������ n > 2 �� ��������, ��� ��� ����� ������ H ���� �� ��������� �������������
��������� �����

⟨⟨ b1, b2 ⟩⟩ � ⟨⟨ b3, . . . , bn ⟩⟩ 

� ������������ �� ��������� ����������� ����������� ���������� � � ��� ���� �� �������
��������� ������ ����� 2, ��� ������������ ���������� ���� �������������.

��� p = 1 ������� ������ H ��������� ���

⟨⟨ b1, . . . , bn |Qm = 1 ⟩⟩, ��� m > 1. 

��� ��� �� ������������� H �� �������� ��������� ��������� ����� 2 � �������������, �
����� ���� H ����� ��������, ��� ��� m > 1, �� � ���� ���������� �. ������� � �. ��������
[11] H � ����������� ����������� ������, �.�. ����� �������

2 2⟨⟨ c1, c2 | c = 1, c = 1 ⟩⟩,1 2 

���, ��� ����� ������, ����������.
����� p ≥ 2.
���� n ≥ 1, �� H � ��������� ������������ �����

m1 mp⟨⟨ a1, . . . , ap | a = 1, . . . , a p = 1 ⟩⟩ � ⟨⟨ b1, . . . , bn ⟩⟩1 
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� ������������ �� ����������� ����������� ����������, ����������� �������������� ���-
������� a1 . . . ap � Q.

��� ��� �� ������������� � ������ H �� ������� ��������� ��������� ����� 2, �� n = 1.
��� ��� ��� p ≥ 3 � ��� p = 2, �� m1 ≥ 3 ��� m2 ≥ 3, ������

m1 mp⟨⟨ a1, . . . , ap | a = 1, . . . , a p = 1 ⟩⟩1 

�������� ��������� ��������� ����� 2, �� �������� ����������� ��� ������:
1) n = 0, p ≥ 2;
2) n = 1, p = 2, m1 = m2 = 2.
� ������ ������ ������� ������ H ��������� ���

m1 mp⟨⟨ a1, . . . , ap | a = 1, . . . , a p = 1, a1 . . . ap = 1 ⟩⟩.1 

���� p ≥ 4, �� H � ��������� ������������ �����

m1 m2⟨⟨ a1, a2 | a = 1, a = 1 ⟩⟩,1 2 
m3 mp⟨⟨ a3, . . . ap | a = 1, . . . , a p = 1 ⟩⟩3 

� ������������ �� ����������� ����������� ����������, ����������� �������������� ���-
������� a1a2 � a3 . . . ap.

��� ��� � �������, ����� p ≥ 5, ���� p = 4, �� �� ������� ���� ���� �� ����� m1, m2,
m3 ��� m4 �� ������ 3, ���� �� ���� ����� �������� ��������� ��������� ����� 2, � ��
������������� � ������ H �� ������� ��������� ��������� ����� 2, �� p = 4, m1 = m2 = 
= m3 = m4 = 2.

� ���� ������ ������ H ����� �������

2 2 2⟨⟨ a1, a2, a3 | a = 1, a = 1, a = 1, (a1a2a3)
2 = 1 ⟩⟩.1 2 3 

��������� ����� N ����������� ���������, ����������� ��������� a1a2. �� ��������

(a1a2a3)
2 = 1, a1a2a3 = a3a2a1, 

ε −ε a · a2a3 · a = a3a2 = (a2a3)
−1 ,1 1 

ε −ε a · a2a3 · a = a3a2 = (a2a3)
−1 ,2 2 

ε −ε a · a2a3 · a = a3a2 = (a2a3)
−1 ,3 3 

��� ε = ±1, �������, ��� N � ���������� ���������. ��� ����

2 2H�N = ⟨⟨ a1, a2 | a = 1, a = 1 ⟩⟩1 2 

� ����������� ����������� ������, ����������. ������ ���� ������H � ���������� �������
3, � ������ ������������.

���������� ���������� ��������� p = 3 ���������������� ������� ������, ����� n = 0.
� ���� ������ ������� ������ H ��������� ���

m1 m2 m3⟨⟨ a1, a2, a3 | a = 1, a = 1, a = 1, a1a2a3 = 1 ⟩⟩.1 2 3 

�.�. H � ������ ������������� (m1,m2,m3) [15]. ����� �������, ��� m1 ≤ m2 ≤ m3. ��� ��-
�������� �������������� ������������� ���, ��� � ����� F -������ ���� ��������� ���������
����� ��� �������� [6].

������ �������� ������ �����������. �������� [15], ��� ������ �������������
(m1,m2,m3) ������� ���� � ��������� ������� �������:



∏ 
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1) m1 = m2 = 2,
2) m1 = 2, m2 = m3 = 3,
3) m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4,
4) m1 = 2, m2 = 3, m3 = 5.
����� ������ H ����������. � ����� F -������ H ���� ���������� ��������� N ���������

������� ��� �������� [6], ������� ���� �������� F -�������. ������ N ����� ������� ����

m

⟨⟨ t1, s1, . . . , tm, sm | [ti, si] = 1 ⟩⟩ 
i=1 

��� ����
2 2⟨⟨ c1, . . . , ck | c . . . c = 1 ⟩⟩.1 k 

�������, ��� � ��������������� ������ � ������ H ���� ���������� ��������� ���������
�������, ���������� ��������� �������� ������� ����� 2, ������ H ����� �������, � ������
�����������.

�����������, ��� ��������������� ��������� N ����� ������� ������� ����.
��� ��� �� ������������� � H �� ������� ��������� ������ ����� 2, �� m = 1, ��� �

��������� ������ ������ N �������� ��������� ������������� ��������� �����

⟨⟨ t1, s1 ⟩⟩ � ⟨⟨ t2, s2, . . . , tm, sm ⟩⟩ 

� ������������ �� ����������� ����������� ����������, ����������� �������������� ���-
�������

m

[t1, s1] � [ti, si]. 
i=2 

������� � N , � ������ � � H, ������� ��������� ������ ����� 2.
���� � ���� ������ N � ��������� ������� ������ ����� 2.
�����������, ��� ��������������� ��������� N ����� ������� ������� ����. ��� ���

��������� N ��� ��������, �� k ≥ 2.
��� ��� �� ������������� � H �� ������� ��������� ������ ����� 2, �� k = 2, ��� �

��������� ������ ������ N �������� ��������� ������������� ��������� �����

⟨⟨ c1, c2 ⟩⟩ � ⟨⟨ c3, . . . , ck ⟩⟩ 

� ������������ �� ����������� ����������� ����������, ����������� �������������� ���-
�������

2 2 2 2 c � c . . . c 1c2 3 k. 

������� � N , � ������ � � H, ������� ��������� ������ ����� 2.
���� � ���� ������ N ����� ������� ����

2 2⟨⟨ c1, c2 | c = 1 ⟩⟩.1c2 

� ���� ������ N �������� � �������� ���������� ��������� ������� 2 ��������� �������
������ ����� 2.

����, N �������� � �������� ���������� ��������� ��������� ������� ��������� ���-
���� ������ ����� 2. ������ � ��������������� ������ H �������� � �������� ���������
��������� ������� ��������� ������� ������ ����� 2. ������� H �����������.

���� ����������� ������������ ������ n = 0.
�������� ����������� ������, ����� n = 1, p = 2, m1 = m2 = 2.

2 2H = ⟨⟨ a1, a2, b1 | a = 1, a = 1, a1a2b
2 = 1 ⟩⟩.1 2 1 



135�� ������������ ���������� F -�����

��������� ����� N ����������� ���������, ����������� ��������� b21. ����� ���������,
��� N � ���������� ��������� �

2H�N = ⟨⟨ a1, b1 | a = 1, b2 = 1 ⟩⟩1 1 

� ����������� ����������� ������, ����������. ������ ���� ������H � ���������� �������
3, � ������ ������������. ✷ 

3. ����������

����� ������� �����������, ��� ��� �������� F -����� ������ � ������������� �����
��� �������� ����������� � ������������ ��� ������� ��� ��������������.
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