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�.�. ��������� (����)

���������

����� G � ������� ����������� ������ �������� � ����������������

G =< a1, . . . , an; (aiaj)
mij = 1, i, j = 1, n >, 

���mij � �������� �������������� ������� ��������: ∀i, j ∈ 1, n, mii = 1, mij ≥ 2, i ̸ j.= 
���� mij ≥ 3 (mij > 3), i ̸ j, �� G ���������� ������� �������� �������� (������-= 

��������) ����. ��� ������ ���������� K. ������� � �. ������.
���� ������ G ������������� �������� ������-���� Γ �����, ��� �������� ����� Γ 

������������� ���������� ai, i = 1, n, � ������� ����� e, ������������ ������� � ����-
������� ai � aj , ������������� ����������� (aiaj)

mij = 1, �� �� ����� ������ ��������
� ��������� ����������.

������ �������� � ��������� ���������� ������� �.�. ����������, ���������������
�������� � ��� ��������������� �.�. ���������� � �.�. �������.

������ G ����� ����������� ��� ��������� ������������ �������������� �����
��������, ������������ �� ����������� ����������. ��� ���� �� ����� Γ ������ G 
�������� � ����� Γ ��������� �������: �������� ����� Γ �������� � ������������
������ �������� �� ���� ����������

22 1, (aiaj)
mijGij 1 >=< ai, aj ; a a = i = j = 

�
22 1, (ajak)

mjk Gjk 1 >,=< aj , ak; a = a = = j k 

� ������� ����� e, ������������ �������, ��������������� Gij � Gjk � �����������
��������� < aj ; a

2 
j = 1 >.

� ��������� ������ ������������, ��� ������������ ������ ������� ����������� ���-
������ H ������ �������� � ��������� ���������� G = Gij ∗ <aj ; a > Gjk, ���2 

j

22 1, (aiaj)
mijGij 1 >=< ai, aj ; a a = i = j = 

�
22 1, (ajak)

mjk Gjk 1 >,=< aj , ak; a = a = = j k 

������� �������� � ���������� ��������, ������������ ��� ����������.

�������� �����: ������ ��������, ��������� ���������, ������������, ��������� ���-
��������� � ������������.

������������: 18 ��������.
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ON NORMALIZERS IN SOME COXETER GROUPS
I. V. D�b�����a (T��a)

Ab���ac�

L�� G b� a ������� �����a��� C������ ����� ���� �������a����

G =< a1, . . . , an; (aiaj)
mij = 1, i, j = 1, n >, 

����� mij � a�� ��� �������� �� ��� ��������c C������ �a����: ∀i, j ∈ 1, n, mii = 1, mij ≥ 
≥ 2, i ̸ j.= 

I� mij ≥ 3 (mij > 3), i ̸ j, ���� G �� a C������ ����� �� �a��� (����a-�a���) ����. T����= 
������ �������c�� b� K. A���� a�� P. Sc����.

I� ��� ����� G c���������� �� a ����� ����-��a�� Γ ��c� ��a� �� ��� �����c�� �� ���� ���� e 
�� ��� ��a�� Γ c��������� �� �����a���� ai, aj , ���� ��� ���� e c���������� �� ��� �a��� �� ���
���c��� (aiaj)

mij = 1, ���� G �� a C������ ����� ���� a ����-����c����.
C������ ������ ���� a ����-����c���� �������c�� b� V.N. B����������, a���������c ���b����

�� ���� �a� c��������� b� V.N. B���������� a�� O.V. I�c�����.
T�� �����G ca� b� ����������� a� ���� �����c� 2-�����a��� �� C������ ������, a�a��a�a���

b� c�c��c ��b������. T��� ���� ��� ��a�� Γ �� G ���� ���� �� ��� ��a�� Γ �� ��� ��������� �a�:
��� �����c�� �� ��� ��a�� Γ �� ���� ��� �� ���� C������ ����� �� ��� �����a����

2 2 1, (aiaj)
mijGij 1 >=< ai, aj ; a a = i = j = 

a��
22 1, (ajak)

mjk Gjk 1 >,=< aj , ak; a = a = = j k 

�� ����� ���� e ������� ��� �����c�� c������������ �� Gij a�� Gjk �� a c�c��c ��b�����

2 = 1 > .< aj ; aj 

I� ���� �a��� �� ����� ��� ��������� �������: ����a����� �� ������� �����a��� ��b����� ��
C������ ����� ���� ����-����c����

G = Gij ∗ <aj ; a2> Gjk, j

22 1, (aiaj)
mijGij = 1 >,=< ai, aj ; a a = i = j 

22 1, (ajak)
mjk Gjk = 1 >=< aj , ak; aj = ak = 

������� �����a��� a�� ����� a�������� ��� �����a����.

K�������: C������ �����, ����-����c����, ����a�����, a�a��a�a��� �����c�.

B�b�����a���: 18 ������.

1. ��������

����� G � ������� ����������� ������ �������� � ����������������

G =< a1, . . . , an; (aiaj)
mij = 1, i, j = 1, n >, 

��� mij � �������� �������������� ������� ��������: ∀i, j ∈ 1, n, mii = 1, mij ≥ 2, i ̸ j= 
[1].

������ �������� ������� �.�.�. ��������� [2] � 1934 ����. ������� ������ ��������
�������� � ������ ���������� �����, ����������� ����������� ������������ �����������-
����.

� 1983 ���� �. ������� � �. ������ ���������� ������ ����� �������� ��������
(mij ≥ 3, i ̸ j) � �������������� (mij > 3, i ̸ j) ����� [3]. ��� ����������� ��������= = 



∏ 
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��������� � ������������� ���� � ������� �������� �������������� ����. ������ �������-
�������� �������� � ������� �������� �������������� ���� ��������������� � ������� [4],
[5]. ��� ����� �������� �������� ��������������� ������� � ������� �������� ��������
����, �������� [6], [7].

���� ������ G ������������� �������� ������-���� Γ �����, ��� �������� ����� Γ ����-
��������� ���������� ai, i = 1, n, � ������� ����� e, ������������ ������� � �����������
ai � aj , ������������� ����������� (aiaj)

mij = 1, �� �� ����� ������ �������� � ���������
���������� [8].

������ �������� � ��������� ���������� ������� �.�. ���������� � 2003 ����, ����-
����������� �������� � ��� ��������������� �.�. ���������� � �.�. �������, ��������
[8].

������ G ����� ����������� ��� ��������� ������������ �������������� ����� ����-
����, ������������ �� ����������� ����������. ��� ���� �� ����� Γ ������ G �������� �
����� Γ ��������� �������: �������� ����� Γ �������� � ������������ ������ ��������
�� ���� ����������

2 2 1, (aiaj)
mijGij =< ai, aj ; ai = a = = 1 >j 

�
2 2 1, (ajak)

mjk =Gjk =< aj , ak; aj = ak = 1 >, 

� ������� ����� e, ������������ �������, ��������������� Gij � Gjk � ����������� ���-
������ < aj ; a

2 = 1 >.j 

� ������� ��� ������������� �������� ��������� ������� � ������ [9].
� ��������� ������ ������������, ��� ������������ ������ ������� ����������� ���-

������ H � ��������� ������������ G = Gij ∗ <aj ; a2> Gjk �������������� ����� ��������
j

Gij � Gjk � ��������� ����������, ������������ �� ����������� ��������� < aj ; a
2 = 1 >,j 

������� �������� � ���������� ��������, ������������ ��� ����������.

2. ������� ������� � �����������

����� G � ������� ����������� ������ �������� � ��������� ����������, �������� ��-
��������������

G =< a1, ..., an; (aiaj)
mij = 1, i, j = 1, n >, 

���mij � �����, ��������������� �������������� ������� ��������, ������mii = 1,mij ≥ 2, 
i ̸ j, ������ G ������������� �������� ������� ������-���� Γ �����, ��� ���� ��������= 
���������� ����� e ����� Γ ������������� ���������� ai � aj , �� ����� e �������������
����������� ���� (aiaj)

mij = 1.

������� 1. [10] ����� ������ G = ⟨ s
n 
=1 ∗Gs; relG1, . . . , relGn, ϕji(Uij) = Uji⟩ ���� ���-

������ ������������ �����, ������������ �� ���������� ���������� Uij < Gi � Uji < Gj �
������� �������������� ������ ������������ {ϕij} : ϕji(Uij) = Uji. ����� ���� ���������
Uij � Uji �������� �������� �������������� � � ������������ ��������� 1) ��������
���������; 2) �������� ����������� ������� ��������� ����� ������� ����������� ���-
������ H < Gi � ���������� Uij < Gi; 3) ���������� ��������, ������������ ����������
����������� ����� ������� ����������� ��������� H < Gi � ���������� Uij < Gi, �� �
������ G ��������� �������� ���������.

������ �������� G � ��������� ���������� ���������� ��� ��������� ������������ ���-
����������� ����� ��������, ������������ �� ����������� ����������: �� ����� Γ ������
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G �������� � ����� Γ ���, ��� �������� ����� Γ �������� � ������������ ������ ��������
�� ���� ����������

�

2 2 1, (aiaj)
mijGij =< ai, aj ; ai = aj = = 1 > 

2 2 1, (ajak)
mjk =Gjk =< aj , ak; aj = ak = 1 >, 

� ������� ����� e, ������������ �������, ��������������� Gij � Gjk � ����������� ���-
������ < aj ; a

2 
j = 1 >.

��������� 1. � ������ �������� � ��������� ���������� ��������� �������� ������-
���.

����� ������������� ��������� ������������ G �������������� ����� ��������

2 2 
j , (aiaj)

mij >Gij =< ai, aj ; ai , a 

�
2 2 

k, (ajak)
mjk >Gjk =< aj , ak; aj , a 

� ��������� ����������, ������������ �� ����������� ��������� < aj ; aj 
2 >:

′ 2 2 2 ′2 , (aiaj)
mij ′ ′ G =< ai, aj , a j , ak; ai , a j , a k, a j , (ajak)

mjk , aj = aj > . 

����� �� ������ G ����� ����������� ������������ ������� � ����:

g = l1g . . . lngKgrng . . . r1g, (1) 

��� rtg � l−1 � ������������� ������ ������� ��������� ������ Gij �� < aj ; a
2 

sg j > � Gjk 
�� < aj ; aj 

2 >, ������ rtg, rt+1g (���������� lsg, ls+1g) ����������� ������ ������������

������ G. Kg � ���� ����� g. ���� Kg �� ����������� ������������ ���������, �� ����� lng 
� rng ����������� ������ ����������� ������ G, � Kg � �������. � ���� ������ ��������
����� ����� (1) ����� L(g) = 2n + 1.

����������� 1. ���� � (1) l1g . . . lng = (rng . . . r1g)
−1, �� �����

−1 −1 g = r1g . . . rngKgr . . . r (2)ng 1g 

���������� �����������.

���� Kg ����������� ������������ ���������, �� � (1) ����� ����������� ������ ��-
���������� ������ G. � ���� ������ �������� ����� �����

g = l1g . . . lnghgrng . . . r1g, (3) 

��� hg = Kg, ����� L(g) = 2n. ����� ���� (1) ����� �������� ������������� �������� �����,
����� ���� (3) ������������� ������ �����.

����������� 2. �������� g = l1g . . . lng(rng . . . r1g) ���������� ����� (������) ���������
���� (1), (3). �������� l1g . . . lngKg (Kgrng . . . r1g) � ������� ��������� (��������) �����-
���.
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����������� 3. ����� (������) �������� �����

wi = l1wi . . . lmwiKwirmwi . . . r1wi 

���������� ������������� � ��������� {wj} , ���� �� � ������ �� ���� wj
ε , ε = ±1,j∈1,N 

���������
−1 −1({wj} \ wi) ∪ ({w } \ w )j i 

������ �������� l1wi . . . lmwi (rmwi . . . r1wi) � �������� ���������� (���������) ��������, ��
ε ε ε ε���� wj ̸ l1wi . . . lmwi lm+1wjwjn(wj ̸ wj1rm+1wjrmwi . . . r1wi).= = 

����� ����� ������������� ����������� ��������� ���� ��� � [11], [12].

����������� 4. �������� ��������� ���� W = {wi} ������ G ������� ��������-i=1,N 

���, ���� ��� ������������� ��������� ��������:

1. ����� �������� ������������ �� ��������� W ����������� � ���. ���� ����������-
�� ������ �����, �� ����������� � �����, � ������ ��������.

2. ����� ������������ wj ������ ���������, ������� ����� � ������ �� ����� ��
���������, ����������� ���������� {wi} \ wj. ����� ������������� �������� wj ����-
�� ���������, ������� �� ����� w ����� ������ L(wj), ������������� ���������

< {wi} > .i=1,N 

3. E��� wi 
′ε = l1w ′ . . . lnw ′ Kw ′ rnw ′ . . . rs+1w ′ rsw ′ . . . r1w ′ , ε = ±1, s < n, � ������������ ��

i i i i i i i′′ε��������� W � {w = l1w ′′ . . . l ′′ K ′′ r ′′ . . . r ′′ r ′ . . . r1w ′ , ε = ±1} � ������������i nw w nw s+1w swi i i i i i i

����������� �� W \ {w ′ } ∪W \ {w ′−1}, ������ �������� ������� ������������ ���������i i 
−1 −1 ′ rswi 

′ . . . r1wi
′ , ����� ���� ��������� < wi, i = 1, n > ∩ r

1w ′ . . . r ′ Drswi 
′ . . . r 1wi 

= B, ��� D = Gij,swi i 

���� rs+1w ′ ∈ Gij, ���� D = Gjk, ���� rs+1w ′ ∈ Gjk,�� ��� u ∈ B ����������� �����������
i i′ ′ ′ ′′ε ′ L(wiu) ≥ L(w ), L(wiuw ) ≥ L(w ).i i i

4. ����� wi = l1wi . . . lswi ls+1wi . . . lnwiKwirnwi . . . rs+1wirswi . . . r1wi , wj = l1wj 

. . . lswj ls+1wj . . . lmwjKwjrmwj . . . rs+1wjrswj . . . r1wj � ����� �� W , �� ����������� ���������,
s ≤ m ≤ n, ����� �� ���������� ����� g ̸ 1 ����� ������ 2s �� ���������, �����������= 
W , ������, ��� ���� l1wi . . . lswi ≠ l1wj . . . lswj , ��

gwi = . . . lswj l 
′ . . . l ′ K ′ . . . r1wi ,l1wj s+1wi nwi wi 

rnwi 

���� ���� rswi . . . r1wi ≠ rswj . . . r1wj , ��

′ ′ wig = l1wi . . . lnwiK 
′ r . . . r rs+1wjrswj . . . r1wj ,wi nwi s+1wi 

−1 −1���� ���� r . . . r ≠ l1wj . . . lswj , ��1wi swi 

−1 ′−1 ′−1K ′−1 gw = . . . lswjr . . . r l−1 . . . l−1 ,i l1wj s+1wi nwi wi nwi 1wi

���� ���� l−1 . . . l−1 ≠ rswj . . . r1wj , ��swi 1wi 

−1 −1 −1 K ′−1l′−1 w g = r . . . r . . . l′−1 rswj . . . r1wj .i 1wi nwi wi nwi s+1wi 

������� 2. [8] ������ �������� ��������� ����W = {wi} , ������ G = Gij∗ <aj ; a2i=1,N >j
Gjk ����� ����� �������� ����� ����� ������������� � �����������.
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����� H � ������� ����������� ��������� ��� �������� ������ ��������

G = Gij ∗ <aj ; a2> Gjk j

� ��������� ����������.
�������� ��������� ���������� W = {wi} ��������� H � ������������. ����-i=1,N 

���� ��� �� ������������ ��������� �������: ������������ M0 ����������� ��� �������-
�����, � ������������ Mi, i = 1, k, ����������� ���������� � ����������� ������-
��, ����������� Gij ��� Gjk. � ������ �� �������� Mi, i = 1, k, ������� ���������

−1 −1 −1(Mi) = r 2i . . . r Cirni . . . r2ir1i, ��� Ci � ��������� �� Gij ��� Gjk, ����������� ��-1i r ni 

���� ���������, �������� � Mi. ���������� (Mi) �� ������ ������� ���������. �������
���

(M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk). (4) 

����� 1. [12] ��� (4) ����� ������������� � ���

′ ′ ′ (M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk ′ ), (4 ′ ) 

���������� ���������� ����������:
′ ′ ′ 1. gp((M0), (M1), (M2), . . . , (Mk)) = gp((M0), (M1), (M2), . . . , (Mk ′ )).

′ −1 −1 −1 ′2. ���� ��������� (M = r r2j . . . r Cjrnj . . . r2jr1j ����������� ����������j) 1j nj 

−1 −1 −1 u = r r2j . . . r hurnj . . . r2jr1j ,1j nj 

��� hu ����������� ������������ ���������, �� �� ����� �������� ���� (4′ ) ������� ���-
������

′ −1 −1 −1 ′ (M = r r2j . . . r C . . . r2jr1j ,l ) 1j n−1j lrn−1j

���������� u.
′ −1 −1 ′ ′ −1 −1 −1 −1C ′ 3. ���� (M = r1j . . . r Cjrnj . . . r1j, (M ) = r1j . . . r . . . r rms . . . rn+1srnj . . . r1jj) nj s nj r n+1s ms s

−1 −1��������� ���� (4′ ) � ��������� (Mj
′ ) �������� ���������� u = r1j . . . r nj hurnj . . . r1j ��-

′ −1 −1 −1�� u = r1j . . . r nj Kurnj . . . r1j, ��� Ku = r n+1s hurn+1s, �� ���������� ��������� ���� (4′ )
′ −1 −1 −1 ′ (M ) = r1j . . . r Ckrn+1srnj . . . r1j, ���������� � ������ ������ ���������� u, �� ���-k nj r n+1s 

��� � u ′ .
′ −1 −1 ε l−14. ���� (M ) = r1j . . . r Cj

′ rnj . . . r1j � ��������� ���� (4′ ) � y = . . . l−1 
j nj 1y my 

Kyrmy . . . rn+1yrnj . . . r1j , ε = ±1, � ������� ������������ ���������, ������ ������-
−1 −1 −1�� r1j . . . r �� �������� ������������� ����� ��������� ��������� ������������nj r n+1y

′ −1 −1wε, ε = ±1, �, ���� ��������� (Mj) �������� ���������� r1j . . . r nj hrnj . . . r1j ��� �����-
−1 −1 −1����� r1j . . . r nj Krnj . . . r1j, ��� K = r n+1y hrn+1y, �� ���������� ��������� ���� (4′ )

′ −1 −1 −1(M ) = r1j . . . r nj r n+1y Cl
′ rn+1yrnj . . . r1j, ���������� ��� ����������.

−1 −1 −15. ���� ��� ��������� ���������� u = r r2j . . . r Kurnj . . . r2jr1j, �������������1j nj
′ −1 −1 −1 ′(M = r r2j . . . r Cjrnj . . . r2jr1j, � ������������ y (����� �������� y �����������) ��j) 1j nj 

M0 ����������� ����������� L(y−1uy) ≤ L(y), �� ���������� ��������� (Ms
′ ) ���� (4′ ),

−1 −1 −1 −1���������� ���������� y r r . . . r Ku1u 2u nu 

rnu . . . r2ur1uy, � ���� L(yuy
−1) < L(y), �� ���������� ��������� (Ms

′ ) ���� (4′ ), ����������
−1 −1 −1 −1���������� yr r . . . r Kurnu . . . r2ur1uy .1u 2u nu 

���������, ����������� ����������� ���������� W = {wi}i=1,N , ��������� �����
gp(M0, S), ��� S � ���������, ����������� ����������� ���� (4′ ).

l
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����������� 5. [11] ������������ u1u2 . . . um, ��� ui ≠ 1, i = 1,m, ui ∈ W ∪ W−1 , 
i = 1,m, �� ��������� gp(M0, S) ������� ������ ������ G = Gij ∗ <aj ;a2> Gjk, ����j

1. ui ̸ 1.= 
2. ui ∈ {M0 ∪M−1} ���� ui ����������� ��������� ��������� �� ���� (4′ ).0 

−13. ui ̸ ui+1, i = 1,m − 1.= 
4. ui, ui+1, i = 1,m − 1, �� ���������� � ����� ��������� ���� (4′ ).
5. � u1u2 . . . um ��� ������������ uiui+1ui+2, i = 1,m − 2, ���

−1 ′ ′ ui ̸ ui+2, ui ∈ {M0 ∪M0 
−1 

s= }, ui+1 ∈ (Mj), uiui+1ui+2 ∈ (M ), 

��� (Mj
′ ), (M ′ ) �� ���� (4').s

ε1 ε2 εn����� 2. [12] ������ ������������ wi1wi2 . . . win , εj = ±1, ��� wij � ���������� ���-
������ < W >, ����� �������� ����� ����� ����� �������� � ����� ui1ui2 . . . uim,m ≤ n, 
��������� gp(M0, S) =< W >.

����������� 6. ����� ��������, ��� ����� ������� v1 � v2 ����� ����� �������
�������, ������� ��� �������� ����, ���� ����� ������������ v1v2 �������������� ������,
����� ��� ������ ������������ �� ���� L(v1), L(v2).

����������� 7. [11] ����� u1u2 . . . um ����� �������� �������, ����

L(u1u2 . . . um) = max{L(u1), L(u2), . . . , L(um)}. 

����� 3. [12] ����� u1u2 . . . um � ����� �� ��������� gp(M0;S). �����

L(u1u2 . . . um) ≥ L(ui), i = 1,m. 

��������� 2. [12] ���� � ����� u1u2 . . . um ��������� ���������� � ������ G, �� ��� ��
��������, �� ������� ����, ����� �������� ����� u1.

��������� 3. [12] ������ ����� ��������� gp(M0;S) ����� ���� ������������ � ����
������������ ������� ����, ����� �������� ����� ����� ������� ������� ����.

��������� gp(M0, S), ����������� ����������� ���������� ���� W = {wi} ����-i=1,N 

�������� ����� HNN - ������ � ������� S, ���������� ��������� �������������, ���-
������� �������� ��������� ���� ������� ������ �������� �� M0. ��������� (M0) �
(Mj

′ ), j = 1, k ′ , ���� (4′ ) ����� �������� ������������ ����������� < W >= gp(M0, S).

����� 4. [13] ����� W � ����������� ��������� ���� ������ G � H =< W > �
��������� G � ����� wi

ε = l1 . . . lmKwirm . . . r1 � ������� ������������ ���������, v = 
= l1 . . . lt, t ≤ m, � ��������� �������� ����� �������� wi

ε, ������ v �� �������� �������-
������ ����� ��������� wi

ε. ����� ���� Av = H ∩ l1 . . . ltAjlt 
−1 . . . l1 

−1 ̸= E, ��� Aj = Gij, ����
lt ∈ Gik ���� Aj = Gik, ���� lt ∈ Gij, �� ��� (4′ ) �������� ��������� (Ms

′ ) = Av.

����� 5. [12] ��������� (M0), ����������� �������������� ������������ �����-
����, ��������.

����� 6. [12] (M0) ∩ (S)gp(M0;S) = E, ��� E � ��������� ���������.

����� 7. [13] � ������ �������� � ��������� ���������� ���������� ��������� ��-
��� � ������ �����, ����� ���������� �������, ��������� �� ����� ������-�����, �������
��������� �������, ��������������� ������ ���������� ������, � ������� �� �����
����������� ���� ������������� ����������� � �������� ������ ��������.
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����� 8. [8] ����� H1 = gp(M0;S1) � H2 = gp(M0
′ ;S1

′ ) � ��� ������� �����������
��������� ������ G. ������ S ��������� H1 ��������� ����������� ����

(M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk1), (6) 

������ S ′ ��������� H2 ��������� ����������� ����

′ ′ ′ (M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk2). (6 ′ ) 

����� ���� H1 � H2 ��������� � G, �� ���� ���������� z ∈ G �����, ��� z−1H1z = H2,
′ −1 ′ �� ���������� w ∈ gp(M0;S1

′ ), i ∈ 1, k1, j ∈ 1, k2, �����, ��� (Mi) = w z−1(Mj)zw, ���
(Mi) � ��������� ���� (6), � (Mj

′ ) � ��������� ���� (6′ ).

����� ������ �������� � ��������� ���������� G ������������� �������� ������-���� Γ:
�������� ����� Γ ������������� ���������� ai, i = 1, n, � ������� ����� e, ������������
������� � ����������� ai � aj , ������������� ����������� (aiaj)mij = 1.

����� e ′ ������������ Γ ������� ���������� ������ ���������� ����, ���� ��� �������-
������ ������ ����� ��������.

����� 9. [13] ����� G � ������� ����������� ������ �������� � ��������� �������-
���; ����� w ∈ G �����, ��� |w| = 1, �� ���� w = ai, i ∈ 1, n. ����� ������������� ��������
w ���� ��������� ����

C(w) =< z̃1, z̃2, . . . , z̃s, w; z̃r 
2 = 1, w 2 = 1, r = 1, s >, 

−1 −1 −1��� z̃r � ���������� ���������� ����� ���� z̃r = z1z2 . . . zt−1z0z . . . z z , ��� zi ∈ Gij,t−1 2 1 

�������� z0 ������������� ����������� ����� � |zi| = mij − 1, i = 0, t − 1.

3. �������� �������

������� 3. ������������ ������������ ������� ����������� ��������� ������ ����-
���� G � ��������� ���������� ������� ��������. ���������� ��������, ������������
���������� ������� �������������.

��������������. ����� H � ������� ����������� ��������� ������ ��������

G = Gij ∗ <aj ; a2> Gjk j

� ��������� ����������. �������� ��������� ���������� W = {wi} ��������� H �i=1,N 

������������: H = gp(M0;S), ��� ������ S �������� ����������� ����

(M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk), (5) 

������ (M0) � ��������� �����, (Mi) = vi 
−1Civi, Ci ∈ Gij ��� Ci ∈ Gjk, i = 1, k. 

������ ��� �������� Z ∈ NG(H), ����������� NG(H). ���� ������ � ��������, ���
����� ��������� ���������� ���� �������� �����, ���� H ������� ���������.

�������� ��������� ������.
������ 1. ����� H = gp(M0;S), ������ ������ S ���� �������, �� ���� H = (M0) �

�������� ��������� ���������� � G. ����� H =< X1, X2, . . . , Xn >. ���������� ����� Z ∈ G 
�����, ��� ����������� ��������� Z−1HZ = H. ���� u1, u2 ∈ H, Z ∈ NG(H), �� Z0 = u1Zu2 ∈ 
∈ NG(H). ������� Z ����� �������� ���������� � ������� ������ ��������� HZH.

���������� {Xi}i=1,n �������� ������������ � ������������� ��������:
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1. ����� �������� ������� Xi ∈ {Xi}i=1,n, �������� �������� �����, ����������� �

X−1{{Xj} \ Xi}j=1,n ∪ {{Xj 
−1} \ i }j=1,n . ����� � ������ �������� ������� Xi ∈ {Xi}i=1,n,

�������� ������ �����, ����������� � {{Xj} \Xi}j=1,n ∪ {{Xj 
−1} \Xi 

−1}j=1,n .
2. ������� ��������� � ������� �������� ������� ������� Xi ∈ {Xi}i=1,n �����������

� ��������� {{Xj} \Xi}j=1,n ∪ {{Xj 
−1} \Xi 

−1}j=1,n .
ε1 ε23. ��� ������� Xi ∈ {Xi}i=1,n ����������� ����������� L(w Xiw ) ≥ L(Xi), ���1 2 

ws ∈ {{Xj} \Xi}j=1,n, εs = ±1, s = 1, 2. 

������� ����� ���������� {Xi}i=1,n �� H ���������� ������������ X (���� ��� ����-
������ H ���������� ���������, �� ����� Xi = cXc−1, ��� X � ���������� �����������.
�� ��������� H �������� � ��������� H ′ = cHc−1, ������� ���������� ������������
�������; ���� ��������� ���������, �� ��������� � �� �������������).

����� L0 = max{L(X1), L(X2), . . . , L(Xn)}. ����� ������������� ������������

Xε1 εkZ−1XZ = . . . X , εs = ±1, s = 1, k.i1 ik 

L(XZ) ≥ L(Z), L(Z−1X) ≥ L(Z), � ��������� ������ Z �� ������������� ������� ����-
���������.��� ��� X ���������� �����������, �� � ����� Z−1XZ ������������ �� �����
����������� ���������� � Z−1X � XZ. ����� ����� X � Z ���������� �� ����������. ��-
������, ��� ���������� ����� Z−1 � X, ������ �� ����� ����������� ����� �������� X,
����� ����� Z ����� ���������.

�����������, L(Z) > L0/2. ���������� ����� Xε1 . . . Xεk � ���� ������������ �������i1 ik 

����, ����� �������� ����� ����� ������� ������� ����, �� ����

Z−1XZ = Xε1 . . . Xεk = v1v2 . . . vp,i1 ik 

������ L(vp) ≤ L0. ���������� ������������ vp−1vp. ����� ���������� �� ����������� ����
vp−1, vp.��� ��� ����� �������� vp ������������ � Z, �� ����� Z ����� ���������, �������
������ �� vp 

−1. ������������. ����� �������, p > 1 ���� �� �����.
����� p = 1 � Z−1XZ = v1. ����� L(Z) > L0/2 � L(Z−1X) > L0/2, ��� ����������. �����

�������, L(Z) ≤ L0/2.
��������� �������� �������� �����, ��������, ��� Z ����� ������� ��� �������� �����

��� ������ �������� ���������� ����������� Xi �� H.
������ 2. ����� H = gp(M0;S), ������ ������ S �� �������� � ��������� �����������

���� (5). �����
Z−1 gp(M0;S)Z = gp(M0;S). 

�������� ���������� ��������� Z−1gp(M0;S)Z � ����������� ����������.
�� ����� 8 ���������� w ∈ gp(M0;S), l, t �����, ���

w −1Z−1(Ml)Zw = (Mt), (7) 

−1 −1��� (Ml) = v Clvl, Cl ∈ Gij ��� Cl ∈ Gjk, (Mt) = v Ctvt, Ct ∈ Gij ��� Ct ∈ Gjk.l t 

��������� ����������� (7) � ��������� ����

−1Z−1 −1 −1 w vl ClvlZw = vt Ctvt 

���
−1Z−1 −1 vtw v ClvlZwv

−1 = Ct. (8)l t 

�� (7) ����� �������

−1Z−1 −1 −1 −1(vtw v )vlgp(M0;S)v (vlZwv
−1) = vtgp(M0;S)v . (9)l l t t 
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−1 −1�������� ���������� �������� vlgp(M0;S)vl , vtgp(M0;S)vt �� (9) � ����������� ����-
′ 

0 
′′ ;S ′′ )������. ���������� ��������� ��������� gp(M0;S 

′ ) = H1, gp(M = H2 ��������������.
������ S ′ ��������� �����������

′ ′ ′ (M1) ≤ (M2) . . . ≤ (Mk ′ ). 

������ S ′′ ��������� �����������

′′ ′′ ′′ (M1 ) ≤ (M2 ) . . . ≤ (Mk ′′ ). 

����� vlZwvt 
−1 = w̃.

����� (9) ����� ���
w̃ −1 gp(M ′ 0;S 

′ )w̃ = gp(M ′′ 0 ;S 
′′ ) 

���
w̃ −1H1 w̃ = H2. 

����� w̃ ����� �������� ���������� � ������� ������� ������ H1 w̃H2. 

������ 2.1. ������ ��������� (Mi), i = 1, k, ���� (5) ��������� � ������������ �������-
���.

� ������ ������ (8) ����� ����� ���:

−1Z−1 −1 vtw v ajvlZwvt 
−1 = ajl 

���
−1 w̃ ajw̃ = aj . 

����� �������, w̃ ����������� �������������� �������� aj .
�� ����� 9 ������������� �������� aj � ������ G ����� ���:
� ������, ����� ����� mij � mjk � ������, ����� C(aj) =< aj , z1, z2; aj

2, z2, r = 1, 2 >,r 

z1 ∈ Gij , z2 ∈ Gjk, |z1| = mij − 1, |z2| = mjk − 1; 

���� ����� mij ,mjk � ������ ��������, ��������, mij � ������, � mjk � ��������, ��
2 2C(aj) =< aj , z1; aj , z1 >, z1 ∈ Gij , |z1| = mij − 1; 

�, �������, ���� ����� mij � mjk � ��������, �� C(aj) =< aj ; aj 
2 > . 

���������� ������ �� ���� �������.
������, ����� C(aj) =< aj ; aj 

2 >, ��������.
2 2����� C(aj) =< aj , z1, z2; aj , z , r = 1, 2 > .r 

��������� ����� w̃ �������� ���������� � ������� ������� ������ H1 w̃H2, �� ��� �����
����� ���� �� �����: w̃ = (z1z2)

k; w̃ = (z1z2)
kz1; w̃ = z1. 

�� ����� ������������ ���������� aj , ��������� �� ����� � ������������ ���������.
�������, ��� � ������ �� ����������� ������� ����� ���������� ���������� k.
����� w̃ = (z1z2)

k. ���������� ������� ����� ��������� H1(z1z2)
kH2. ���� z1z2 ∈ H1, ��

k = 0.
���� (z1z2)

t ∈ H1, ��� t � ���������� ��������� ���������� �������, k < t, �� �����
����� ���������� ������� t ′ , ��� ������� (z1z2)

t ′ ∈/ H1 � ���������� ������� t ′′ , ��� �������
(z1z2)

t ′′ ∈/ H2, ����� ���������� ���������� k �����, ������ k < max{t ′ , t ′′ }.
� ������, ���� (z1z2)

tz1 ∈ H1, ��� t � ���������� ��������� ���������� �������, k < t,
��������� ����������.

� ������ ������� ���������� ����� H1 c (z1z2)
k � (z1z2)

k � H2. �������� �����������
��� ������� �����, ����������� ��� ������� � �����������.

′ ′ ′′ ��������, ��� (z1z2)
tz1 ∈ H1, ��� z1 = z1z1 , ����� ����� ������ ����������� �������

��������� z1
′′ z2 < z1z2 > ∩H2.
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′ ′ ′′ ���� (z1z2)
tz1z2 ∈ H1, ��� z2 = z2z2 , �� ����� ������ ����������� ������� ���������

′′ z2 < z1z2 > ∩H2.
��� ����������� ����� ����� w̃, ��������� ����� ����� w̃ � ���������� H1 � u-��������

��������� H1, � ����� ����� ����� w̃ � ���������� H2 � � u-�������� ��������� H2. ����,
��� ���� ��� ���������� z, ���������� ����, ����� ����������� ������� ������� z < z1z2 > 
∩H2 �, ����������, < z1z2 > z̃ ∩H1 (��� z̃−1 < z1z2 > ∩H1). ��� ����������� ����� ����� w̃
����� ������������ ����� ����� [14]. ��������� ��������� < z1z2 > ����� H0.

������� ���� ������� ������. ����� ������������ ������� ����������� ��������� H ′ 

������ G ��������� ����������� ���������� ����. ������ ������� g ̸ 1 �� H ′ = �����
ε1 ε2 εl ′ ������ � w-��������: b = w i2 . . . w , εj = ±1, ��� wij � ���������� < W > ��������� H .i1w il 

�� ����� 2 �������� ��� � ����� � u-��������: b = u1 . . . um. �������� � ���������� �����
��� ��������� ����������, ������� �������� ������ b = b1b2 . . . bk.

����� 10. [15] ������ ���� bi, i = 1, k, ����� b = b1b2 . . . bk ����� ���:

′ ′′ bi = aixiyiziai , (10) 

��� xi � ����������� ��� ������ ���� us−1, yi � ����������� ���� ���������� us, zi �
′ ′′ 2����� ��� ����������� ���� us+1, a � a � �������� �� ������������ ��������� < aj ; aj > .i i 

�������, ��� ������ �� ai 
′ � ai 

′′ � ����� 10 ���� ���� �������, ���� aj .
������ ����������� zH0 ∩H2.
����� zH0 ∩H2 �� ����� � v ∈ zH0 ∩H2, v ̸ 1. ����� ���������� ����� h0 ∈ H0, h2 ∈ H2,= 

��� zh0 = h2. ��������� h0, h2 � u-�������� �������� H0, H2 ��������������. �������:

(0) (0) (0) (2) (2) (2)w = zu u . . . u = u u . . . u = w0b1b2 . . . bk. (11)1 2 r0 1 2 r2 

��������� ������ � ��������� (11) ���� ������������ ������ ����� w � ������ G, w0 �
��������� �������� ����� w.

(s)−1α����� �������� v i 
(s)
v(s) ����� ��������� ����������� ���������

(s) (s)M = v(s)−1Civi 

��������� Hs, s ∈ {0, 2}, ������ G � ���������� ��� (v(s), i). �������� L((v(s), i)) = 2L(v(s))+ 
+1 ����� ���������� ����� ���� (v(s), i), � �������� T (s) ��������� ���� ����� ���������
��������� H(s).

�������� ��������� T (s) �������� β(s) ∈/ G, ������� ��������� T̃ (s). ��������� R(s) 

(s) (s)−1��������� M ∪ M ∪ T̃ (s), ��������������� ��������� Hs, s ∈ {0, 2}. ����������� �0 0

R(s)��������� R(s) ������ γ(s) ∈/ G, ������� ��������� ˜ .
����������� (11) ���������� ��������� �����������:

R(0) T (0) R(0)ψw : {1, 2, . . . , k} → {((Z+ × ( ˜ × Z+)× ˜ × ( ˜ × Z+)× Z+)× 

R(2) T (2) R(2)×(Z+ × ( ˜ × Z+)× ˜ × ( ˜ × Z+)× Z+))}, (12) 

��� Z+ � ��������� ����������� ����� � �����, ������� �������� ����� 10 ������������
��������� �������:

′ (0) (0) (0) (0) (0) (0) ′′ (0)
ψw(i) = ((p (i), (r (i), p (i)), τ (i), (r (i), p (i)), p (i)),0 1 1 1 2 2 0 

′ (2) (2) (2) (2) (2) (2) ′′ (2)
(p (i), (r (i), p (i)), τ (i), (r (i), p (i)), p (i))), (12 ′ )0 1 1 1 2 2 0 

′′ (s) ′ (s) (s) (s) (s) ′ (s) ′ (s)����� ����� i ������������� ����� bi = a x y z a �� w, p (i) � ����� �������� ai i i i i 0 i 
(s) (s)� ��������� < aj ; aj 

2 >, �� ���� ��������� �������� 0 ��� 1; r (i) = γ(s), ���� x = 1, �� ����1 i 



∑ 
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(s) (s) (s) (s)
xi �� ��������� ������� � ����������� ����� bi; r1 (i) = w1 (i) ∈ R̃(s) \ {γ(s)}, ���� xi ̸= 1 

(s) (s) (s) (s) (s) (s)� �������� p (i)-� ������ � w (i); τ (i) = β(s), ���� y = 1; τ (i) = (v(s), j), ���� y1 1 1 i 1 i 
(s) (s) (s) (s)� ���� ���������� ���� (v(s), j); r (i) = γ(s), ���� z = 1; r2 (i) = w2 (i) ∈ R̃(s) \ {γ(s)},2 i 

′′ (s) ′′ (s)(s) (s) (s)���� z ̸ 1 � �������� p (i); p � ����� �������� a= (i)-� ������ � w (i) � ���������i 2 2 0 i 
2< aj ; aj > . 

′ (0) ′′ (0)��������, ��� H0 ���� < z1z2 > � ������� (12′ ): p0 (i) = 1, p 0 (i) = 1 �, � ���� ����,
(0) (0) 

β(0)��� yi = 1, ����� τ1 (i) = .
������� ψw(i) ����� ����� bi ����� w.
�������� ��������� ���� �����, �������� (12), (12′ ) ���������� ������:

A2 = 4(2 L(w(2)) + 1)2|T̃ (2)|(L(z1z2) + 1)2 . 
(2)∈R̃(2)\{γ(2)}w

����� 11. [16] ���� L(w) > A2, ��� w � ����� �� (11) � w ∈ H2, w ̸= 1, �� ����������
����� w ′ ∈ H2, L(w 

′ ) < L(w), ��������������� (11).

(2) (2) (2)�� [16] �������, ��� ��� ����� u1 u2 . . . ur2 �� (11)

(2) (2) (2)u . . . uL(u1 2 r2 ) ≤ A2 + L(w0). 

���������� ����������, ������������ ����������� z̃−1 < z1z2 > ∩H1.
����, �������� ��������� ���� ����� ��� �������� H1, H2 �������������� ����������

�������:

Aj = 4(2 L(w(j)) + 1)2|T̃ (j)|(L(z1z2) + 1)2, j = 1, 2. 

w(j)∈R̃(j)\{γ(j)} 

�������������, ����� ����� w̃ ����� ���������� ��������� �������: w̃ ≤ 2A, ��� A = 
max{A1, A2}.

����� w̃ = (z1z2)
kz1. ���������� ������� ����� ��������� H1(z1z2)

tz1H2. �����������
���������� ������, ����� w̃ = (z1z2)

k .
���� w̃ = z1, �����, ��� � ����, |z1| = mij − 1, z1 ∈ Gij . � ���� ������ w̃ ∈ Gij . 
���������� ����������� ������, ��������������� ������ C(aj) =< aj , z1; aj

2, z1
2 >, z1 ∈ 

Gij , |z1| = mij − 1.
����� �������, ����� w̃ ����� ����� �� �������������� C(aj) � ������ ����������� ��

�����.
������ 2.2. ����� ��������� Cl, Ct ���������� � ��������� Gij ��� ��������� Gjk. ���-

������� ��������� ������.
��������, ��� Cl, Ct ����������� ��������� ��������� �����, �� ������������� ���-

��������� ���������.
����� Cl = Ct =< ai; a

2 
i > . ����� (8) ����� ���

w̃−1 aiw̃ = ai. 

���� ����� mij ,mjk � ������ ��� mij � ������, � mjk � ��������, �� C(ai) =< ai, z1; ai
2, z1

2 >,
��� z1 ∈ Gij , |z1| = mij − 1. ���� ������ ���������� ����.

−1 2 −1���� ����� mij � ��������, � mjk � ������, �� C(ai) =< ai, z1z2z1 ; ai , (z1z2z1 )
2 >,

z1 ∈ Gij , |z1| = mij − 1, z2 ∈ Gjk, |z2| = mjk − 1. � ���� ������ ����� ����� w̃ ����������.
���� ����� mij ,mjk � ��������, �� C(ai) =< ai; ai 

2 > . ���� ������ ��������.
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����� Cl =< ai; a
2 
i > � Ct =< ak; ak 

2 > . �� ����� 7 ���� mij ,mjk � ��������, �� w̃ = w̃′ w̃′′ ,
��� w̃′ ∈ Gjk, w̃′′ ∈ Gij , ������ |w̃′| = mjk − 1, |w̃′′ | = mij − 1. ����� |w̃| ≤ (mij − 1)(mjk − 1).
����� m = max{mij ,mjk}. ����� |w̃| < m2 + 1.

����� Cl, Ct ����������� ��������� ����� ������ ������� � ���������� � ����� ���-
������ Gij ��� Gjk. �����������, Gij . � ���� ������ w̃ ����� ����������� ��������� Gij 
� |w̃| < 2mij . 

����� Cl, Ct ����������� ��������� ����� ������ ������� � ���������� � ������ ���-
������� Gij , Gjk. ���� ������ ����������, ��� ��� ����� ��������� ������� ����� ������
�������, ������������� ������ ���������� �� ����� ���� ��������� � G.

� ������ 2 �� ��������, ��� ����� w̃ ������ ����� ����������.
−1 −1����� Z = vl wvtw . ��������� vl, ˜

−1 �����������˜ w, vt �������� �����, ������� w
H, ������� ��������� Z �������� �����. ����� ����� ��������� ��� ����� Z � ���������
��������� Z−1HZ = H. ������� ��������.

4. ����������

� ������ ������ ���������� ������ � �������� ������������� � ���������� �������-
������ ������� ����������� ��������� H � ��������� ������������ G = Gij ∗ <aj ; a > Gjk 2 

j

�������������� ����� �������� Gij � Gjk � ��������� ����������, ������������ �� �����-
������ ��������� < aj ; a

2 = 1 >.j 

��������� �������� �������������� ��������: ����� ������������ ��������� ���� [11],
������������� �.�. ���������� ��� ��������� ������ �������� [17] �� ��������� ���������-
��� ����� � ������������ � HNN -����������; ����� ����� [14]. ����� ����, ������������:
��������� �.�. ����������� � �.�. ������� [13] �� �������� �������������� ����������� �
������� �������� � ��������� ����������, ��������� �.�. ������� [16] � ���������� ����-
������� ������� ��������� ������� ����������� �������� � ������� �������� � ���������
����������, � ����� ������� �������� ��������� � ������� �������� � ��������� �������-
���, ���������� �� ������� �.�. ����������� [10].

���������� � ������ ������ ������� �������� ����� � ������������ ������� � ��������
������������� ������������� ������� ����������� ��������� � ������� �������� � ���-
������ ����������.

���������� ������� ��������� ����� ������������� ��� ��������� ��������� ��������-
�� �. �. ���������� [18] � �������� ������������� ������������� � ��������� ������������
�����, ��� ����������� �������� ���������: ������������ ������ ������� ����������� ���-
������ ������� ��������.
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