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���������

(g)
���������� ����� ��������� Fi , ������������ � ������� ������������� ����-

�������
(g) (g) (g)

F = gF ,i+2 i+1 + Fi 

(g) (g)
� ��������� ������� F = 1, F = g ���������� ������ ������������� �����������0 1 

����� � ���� ������� ����������

k
(g)

n = εi(n)F ,i 

i=0 

������������ ��� ������ ������������ ������� �� εi(n). � ���������, ��� g = 1 ��������
������ ��������� ������� ��������� ���������. ����������, ���������� ��� g > 1 
����� �������� ��������������� ����������� ����� � ���������� �������� ���������
���������.

��������� ������ ��������� �������� �������� F(g) (ε0, . . . , εl), ��������� �� ����-
������� �����, ������� �������� ��������� ������������� � ���������� ������� ����-
����� ���������. �������� ����������� ������ �������� ������� �������������, ���-√ 

g2+4−g
�������� ��������� F(g) (ε0, . . . , εl) � �������� ������� ����� ���� {nτg}, τg = .2 
����� ������, ��� ������ ����������� ��������� (ε0, . . . , εl) ���������� ���������� ��-
�������� a, b ∈ Z �����, ��� n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) ����� � ������ �����, ����� �������
���� {(n + 1)τg} ����������� ������� [{−aτg}; {−bτg}]. ����� ����������� ������� ����
�������� �������� ��� ������������ ������� ��������� ���������.

� �������� ���������� ��������������� ��� �������� ������������ ���������-�����-
��� ����� ��� ����������� F(g) (ε0, . . . , εl). � ��������� �������� ��������������� ���-
���� ��� ���������� ����� �� ������ ��������, ������������� �������� ����������-
���� ����������, ��� ���������� ������� ����� �� ��������� ���������, ��� ����������
������������� ������������ ����� � ���� ����� ��������� ����� ����� �� ������ ���-
�����, � ����� ��� ����� ������� �������� ����� ��������, ��������� � ���-������ ���
������� �����������.

�������� �����: ���������� ������� ��������� ���������, ������� �������������,
������������� �� �����������, �������� ����������� ����.

������������: 33 ��������.
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GEOMETRIZATION OF THE GENERALIZED

FIBONACCI NUMERATION SYSTEM WITH APPLICATIONS
TO NUMBER THEORY

E. P. Da����'�a���a, A. A. Z�����a, A. V. S����� (V�a�����)

Ab���ac�

F (g)iG����a����� F�b��acc� ���b��� a�� ������ b� ��� ��c�����c� ���a����

(g) (g) (g)
F = gF + Fi+2 i+1 i 

(g) (g)
���� ��� �����a� c��������� F = 1, F = g. T���� ���b��� �����a��� ���������a����� ��0 1 

�a���a� ���b��� a� a ������ ���a������

k
(g)

n = εi(n)F ,i 

i=0 

���� �a���a� c��������� �� εi(n). I� �a���c��a�, ���� g = 1 �� �b�a�� ��� ����-����� F�b��acc�
�����a���� ������. T�� ���a������ �b�a���� b� g > 1 a�� ca���� ���������a����� �� �a���a�
���b��� �� �����a����� F�b��acc� �����a���� �������.

T��� �a��� �� ������� �� �������� ��� ���� F(g) (ε0, . . . , εl), c��������� �� �a���a� ���b��� ����
a ���� ��� �� ����� ���������a���� �� ��� �����a����� F�b��acc� �����a���� ������. T�� �a��
������ �� a ��������� ���������a���� ������� ��a� ���c��b� ��� ���� F(g) (ε0, . . . , εl) �� ����� ��√ 

g2+4−g
��� ��ac����a� �a��� �� ��� ���� {nτg}, τg = . M��� ���c�����, ��� a�� a������b�� ������2 

(ε0, . . . , εl) ����� ����� ���c������ c�����ab�� a, b ∈ Z ��c� ��a� n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) �� a�� ����
�� ��� ��ac����a� �a�� {(n + 1)τg} b������ �� ��� ������� [{−aτg}; {−bτg}]. Ea�����, a �����a�
������� �a� ������ b� a������ �� ��� ca�� �� c�a���ca� F�b��acc� �����a���� ������.

A� a� a����ca���� ���� a�a������ �� c�a���c ���b��-��������c ���b���� ��� ��� ����
F(g) (ε0, . . . , εl) a�� c���������. I� �a���c��a� a��������c ������a�� ��� ��� ��a����� �� ���b���
���� c��������� ���� b�������� �� a ����� a��������c �����������, ��� ��� ���b�� �� ������
���� c��������� ����, ��� ��� ���b�� �� ���������a����� �� a �a���a� ���b�� a� a ��� �� a
������������� ���b�� �� ����a��� ���� c��������� ����, a�� ��� ��� ���b�� �� ���������
�� La��a���, G���bac� a�� H�a L���� ���b��� �� ��� ���b��� �� ���� c��������� ���� a��
���ab������.

K�������: �����a����� F�b��acc� �����a���� ������, ���������a���� �������, ������b�����
�� ������������, G���bac� ���� ���b���.

B�b�����a���: 33 ������.

��������

(g)���������� ������������������ Fi ������������ � ������� ������������� ������-
�����

(g) (g) (g)
F = gF , (1)i+2 i+1 + Fi 

(g) (g)��� i > 0 � ��������� ������� F0 = 1, F1 = g, ��� g = 1, 2, 3, . . ..
��������, ��� ����� ����� ��������������� n ����� ���� ��������� � ����� ���������

(g)����� Fi [8]

k
(g)

n = εi(n)F , (2)i 
i=0 
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��� ε0(n) ����� ���� ����� 0, 1, . . . , g −1, � εi(n), ��������������, 0, 1, . . . , g, ��� i = 1, 2, . . . , k,
������ ���� εi+1(n) = g, �� εi(n) = 0 ��� ���� 0 6 i 6 k − 1. ���������� (2) �������
�������������� n � ���������� ������� ��������� ���������.

��� ������������� ������ (ε0, . . . , εl) ������, ��� ���� εi+1(n) = g, �� εi(n) = 0 ��� ����
0 6 i 6 l − 1, ��������� ���������

F(g) (ε0, . . . , εl) = {n ∈ Z : n ≥ 0, ε0(n) = ε0, . . . , εl(n) = εl} . 

��������� F(g) (ε0, . . . , εl) ������������ ����� ��������� ����� ��������������� �����,
� ������� ����������� l + 1 ��������� ���� ���������� � ���������� ������� ���������
���������.

��������� F(g) (ε0, . . . , εl) �������� �������� ��� ���������� ������������. � ���������
���� ��������� ����� �����, ����������� ������� ��������� ���������-�������� �����
��� �������������� [13], [15], [16], [19], [20], [24].

� ���������, �. �. �������� � ������ [17] ���������� ��������� F(1)(0) � ����� �� ����
��������� �������� ���������� ������, � ����� ������� ������ ������������������ ����
�� ����� ���������. ����� �.�. ��������� ����������� �� ������������� ��� �����������
◦-��������� ��������������������������� [21], [22], [2] � �� ������������� ������������[ √ ] 
����������� δ �� ◦-������ ��������� � ������ Z 1+

2 
5 . ������� �. �. ��������� [23],

��������� ���� �����, ������ �������� ���������� ������ �� ��������� F(1)(0, . . . , 0) ���
������ ����� �����.

����� ������ � ������� ���� ���������-�������� ����� ��� ���������� F(1) (ε1, . . . , εl) 
��������� � ������ �. �. ������������, �. �. �������, �. �. ������ [12]. ���� �����
������� �� ������������� ������� ��������� ��������� � �������� ������ ��� �����, �
��� ����� ���������� ������, ������ �������� � ������� ���������, ��������� ��������
��������� �� ��������� F(1) (ε1, . . . , εl).

���������� ������� χ(n), ������������ ���

χ(n) = {(n + 1)τg} , 

��� {x} � ������� ����� ����� x, � τg � ������� ������ ��������� τ2 + gτg − 1 = 0, �.�.g√ 
g2+4−g

τg = 2 . ��������� ���������

X (ε0, . . . , εl) = {χ(n) : n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl)}. 

�������� ����������� ������ �������� ��������� ������� � �������������.
������� 2. ��� ����� ������� ε0, ..., εl, ��������� �� ����� ����� �� ���� �� g ′ , ���

g ′ = g − 1 ��� i = 0, � g ′ = g ��� i > 1, ����� ��� ���� εi+1(n) = g, �� εi(n) = 0 ��� ����
0 6 i 6 l − 1, ��������� X (ε0, ..., εl) ���� ������� [{−aτg}; {−bτg}], ��� a, b � ����������

(g) (g)
���������� ����� �����, ����� ��� 0 6 a, b < Fl + Fl+1.

������� � ������������� ��������� ������ ������� ���������-�������� ����� ��� ���-
������� F(g) (ε0, . . . , εl) � ������� ����� ��� ����������� {n : {nτg} ∈ I} ��� ���������
���������� ���������� ���������� I.

�������, ��� ��������� �������� X (ε0, ..., εl), ��� ε0, ..., εl, �������� ��� ���������� ����-
�� ����� � ������, ��������� ��������� Til(l) ������� [0; 1], ���������� ����������������
���������� ���������. ��������������� ��������� � �� ���������� � ������� ����������-
�� ������������� ������� ����� �������� ������� ��������������� � ������� [14], [25]�[27],
[30]�[32], [5]. ��� ��������� ����� ����� ������� � ��� ���������� ��������� ����������,
������������, ��� ��� ������ ������ N � ��������������� α ����� {iα}, ��� 1 ≤ i ≤ N ,
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��������� �������� (0; 1) �� ��������� �� �����, ��� ���� ��������� ���� [4]. � ������
������ ������������ ��� �� ������, ��� � � [12].

������ ������������ ��������� �������. � �2 ������������ ��� ������� ���������� ��-
���� ��������� ��������� � ������� χ(n), ����������� � ����������. � �3 ������ ��������-
��� ���������������� ��������� ��������� � ������������ �� �������� ��������. � �4 ��
���������� ������� �������������. ������� �5 �������� ����������� ������� ����������-
��� � ������� ���� ���������-�������� ����� ��� ���������� F(g) (ε0, . . . , εl). � �5 ��������
��������� ����������:

1) ��������������� ������� ��� ���������� ����� �� F(g) (ε0, . . . , εl), �� �������������
N ;

2) ��������������� ������� ��� ���������� ����� �� F(g) (ε0, . . . , εl), �� �������������
N � ������������� �������� �������������� ����������;

3) ��������������� ������� ��� ���������� ������� ����� �� F(g) (ε0, . . . , εl), �� ������-
������� N ;

4) ��������������� ������� ��� ����� ������� ���������� ������ n1+n2+ . . . +nm = n 
� ������ �� F(g) (ε0, . . . , εl);

5) ��������������� ������� ��� ����� ������� ������ �������� � ������� ���������
2 2 2n n n2 n = n � ������ �� F(g) (ε0, . . . , εl);1 + 2 + 3 + 4 

6) ��������������� ������� ��� ����� ������� ��������� �������� ��������� p1 + p2 + 
p3 = n � ������� ������ �� F(g) (ε0, . . . , εl);

7) ��������������� ������� ��� ����� ������� ������ ���������� p1
2 + . . . + p5

2 = n �
������� ������ � �������� p2 i ∈ F(g) (ε0, . . . , εl);

8) ��������������� ������� ��� ���������� ����� �� F(g) (ε0, . . . , εl), �� �������������
N � ���������� ���������� ��������� ���������� � ������ ���������������� ��������-
������.

1. ���������� ������� ��������� ���������
√ 
g2+4−g

����� τg = 2 �������� �������� ��������� τg 
2 + gτg − 1 = 0.

�������� ����� �������������� �������� � ������������ ����������� (1) ����� ����-
���� ��������� �����������.

����������� 1. ��� ������ ������������ i ����������� ���������

(g) (g)
F = τ−1F + (−τg)i .i g i−1 

����������� 2. ��� ������ ������ ���������������� n, ������������� � ���� (2),
����� ����� ���������

k
(g)

[(n + 1)τg] = εi(n)Fi−1, 
i=0 

����� [x] � ����� ����� �� ����� x.

��������������. ����������� (n + 1)τg, ��������� ������������� (2) � �����������
����������� 1. �����

k k ( ) 
(g) (g)

(n + 1)τg = τg εi(n)F + τg = τg + εi(n)τg τ
−1F + (−τg)i = i g i−1 

i=0 i=0 

k k k
(g) 

εi(n)τ
i+1 (g)

= τg + εi(n)Fi−1 + (−1)i g = εi(n)Fi−1 + r(n), 
i=0 i=0 i=0 
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k

εi(n)τ
i+1��� r(n) = τg + (−1)i .g 

i=0 

������� �������, ��� r(n) < 1:

2
k2[ ]+1 

r(n) 6 τg + ε0(n)τg + ε2(n)τ
3 + ε4(n)τ

5 
g g . . . + ε ](n)τ+ 2[ 2

k g 

k 
2

k 
2

2[ ]+1 2[ ]+2
6 τg + (g − 1)τg + gτ3 + gτ5 g g + . . . + gτ 1− τ < 1.=g g 

�������� ������, ��� r(n) > 0 

r(n) > τg − ε1(n)τ2 − ε3(n)τ4 − ε5(n)τ6 − . . . > τg − gτ2 − gτ4 − gτ6 − . . . = 0.g g g g g g 

����� ������� ��������, ��� 0 6 r(n) < 1, �������

k k k
(g) (g) (g)

[(n + 1)τg] = εi(n)F r(n) = εi(n)F + [r(n)] = εi(n)Fi−1 + i−1 i−1. 
i=0 i=0 i=0 

(g) (g) →� ���������� (2) ������� F �� F � ������� ����� ����������� ����� −n , �������-i i+1 

����� ���
k

− (g)→ n = εi(n)F (3)i+1, 
i=0 

��� ���� εi+1(n) = 1, �� εi(n) = 0 ��� ���� 0 6 i 6 l − 1, ���������� g-������� ���������
����� n.

����������� 3. ��� ������ ������ ��������������� n ����������� ���������

→−n = gn+ [(n + 1)τg] . 

→��������������. ����������� �������� −n − gn � ������� ������������� (2) � (3)

k k
− (g) (g)→ n − gn = εi(n)F − g εi(n)F = i+1 i 

i=0 i=0 

k ( ) k
(g) (g) (g)

= εi(n) F − gF = εi(n)Fi+1 i i−1. 
i=0 i=0 

→ →��������� ����������� 2, �������� −n − gn = [(n + 1)τg] ���
−n = gn+ [(n + 1)τg].

����� ������� χ(n) = {(n + 1)τg}, ��� {x} � ������� ����� ����� x. �������� �������
χ(n) ���������� ������������ �� ��������� (0; 1), ��� ��� �������� ������� ����� ��� �����
�������������� α ������������������ {αn}, ��� n = 1, 2, . . ., ���������� ������������ ��
������ 1 � {αn} = 0 ������ ��� n = 0.

����������� 4. ��� ������ n ����������� ���������

→χ (−n ) = 1− (g − 1 + χ(n)) τg. 

− →→��������������. �� ����������� χ( n ) = {−n τg + τg}, ������� ���������������� ����-
�������� 3, �������

−→χ ( n ) = {(gn+ [(n + 1)τg]) τg + τg} = {(gn+ 1)τg + [(n + 1)τg] τg} . 
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����, ��� [x] = x − {x}, �����

−→χ ( n ) = {(gn+ 1)τg + ((n + 1)τg − {(n + 1)τg}) τg} = 

= {(gn+ 1)τg + (n + 1)(1 − gτg)− {(n + 1)τg} τg} = 

= {−(g − 1)τg − χ(n)τg} = {− (g − 1 + χ(n)) τg} . 

�������� ����������� χ(n) ∈ (0; 1), �������������, g−1+χ(n) ∈ (g−1; g) � (g − 1 + χ(n)) τg ∈ 
∈ ((g− 1)τg; gτg) ⊂ (0; 1). ����� ���� ��������, ��� ���� 0 < x 6 1, �� {−x} = 1−{x}, �������

−→χ ( n ) = {− (g − 1 + χ(n)) τg} = 1− (g − 1 + χ(n)) τg. 

����������� 5. ��� ������ ������ ���������������� n � ����� 0 6 t 6 g − 1 �
0 6 h 6 g − 1 ����������� �����������

→χ (−n + t) ∈ (1 − (g − t)τg; 1− (g − t − 1)τg) , (4)(−−−→ ) ( )→χ −n + t + h ∈ g − t − (g 2 − gt− h)τg; g − t + 1 − (g 2 − gt+ g − h)τg , (5)(− ) )→ (→χ −n + h ∈ g − (g 2 − h)τg; g + 1 − (g 2 + g − h)τg , (6)(− )→→χ −n + g 2 ∈ (0; 1 − gτg) , (7)(−−−−−→ ( )−→ 2 2χ n + g + h ∈ g + 1 − (g + g − h)τg; 1− (g − h− 1)τg . (8)

��������������. �������� ������� χ(n) ���������� ������������ �� ��������� (0; 1),
�������

g − 1 + χ(n) ∈ (g − 1; g), (g − 1 + χ(n)) τg ∈ ((g − 1)τg; gτg), 

1− (g − 1 + χ(n)) τg ∈ (1 − gτg; 1− (g − 1)τg). 

������������� ������������ ����������� 4 � �������

→χ (−n ) ∈ (1 − gτg; 1− (g − 1)τg) . (9)

�������� �� �����������

−→ − −→ →χ ( n + t) = {( n + t + 1) τg} = {χ ( n ) + tτg} . 

�������� (9), �������

→χ (−n ) + tτg ∈ (1 − (g − t)τg; 1− (g − t − 1)τg) . 

→��������, ��� χ (−n ) + tτg ∈ (0; 1). ��� ����� ������ ��� ������� l(t) = 1 − (g − t)τg �
r(t) = 1− (g− t− 1)τg. ��� ��� l ′ (t) = r ′ (t) = τg > 0, ������ ������� l(t) � r(t) ���������� ��
������� [1; g− 1], �� l(1) = τg 

2 + τg > 0 � ���������� �������� l(t), � r(g− 1) = 1 � ����������
�������� ������� r(t) �� ��������� �������. �������������, ����������� (4) ��������.

��������� ����������, �������� ��������� ����������� ����������� 5.−−−→ 
����� n ����������� � ���� (2). ��������� Fj(i) = {n : εi(n) = j}, Fj(i) = {n : εi+1(n) = j},

←−−−
Fj(i) = {n : εi−1(n) = j}, ��� j = 0, 1, . . . , g ′ . ����� � ����� ����� �������� g ′ = g − 1 ��� i = 0 
� g ′ = g ��� i > 1.
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����������� 6. ��� ������ i > 0 � j = 0, 1, . . . , g ′ ����������� ���������( 
g−1 )) (−−−→ )⋃ (−−−−−−→ −−−→ 2Fj(i+ 2) = Fj(i+ 1) + t ∪ Fj(i) + g . (10)
t=0 

��������������. ������� �������, ���(⋃ )) (−−−→g−1 )(−−−−−−→ −−−→ 2Fj(i+ 1) + t ∪ Fj(i) + g ⊆ Fj(i+ 2). (11)
t=0 

−−−−−−→→ ′ )����� n ∈ Fj(i + 1), �.�. εi+1(n) = j, ����� ���� n ′ = −n , �� εi+2(n = j, �.�. n ′ ∈ Fj(i+ 1),
−−−−−−→ 

��� ��� �������� ����������� Fj(i+ 1) = {n ′ : εi+2(n 
′ ) = j}, ������ ε0(n 

′ ) ����� ���� �����
������ �� ����� 0, 1, . . . , g − 1.

����� �������, ���������� ����� n ′ ������������� �������� ���������� (2) � �������-
������� �������� εi+2(n 

′ ) = j, �.�. n ′ ∈ Fj(i+ 2).
−−−→−→ −−−→→ ′ )����� ������ n ∈ Fj(i), �.�. εi(n) = j. ���� n ′ = −n , �� εi+2(n = j, �.�. n ′ ∈ Fj(i), ���−−−→−−−→ 

��� Fj(i) = {n ′ : εi+2(n 
′ ) = j}, ������ ������ ε0(n 

′ ) = 0, � ε1(n 
′ ) = g, �� ������� �����

−−−→−−−→ 
n ′ ∈ Fj(i) + g2, � ������� ��������� ������� ���������� (2). ��� ����� ������ ���������
(11) ��������.

������� �������� ���������. ����� n ∈ Fj(i+ 2), �.�. εi+2(n) = j. ���������� ��� ������:
ε1(n) = s, ��� 0 6 s 6 g − 1, ��� ε1(n) = g.

←−−−−−−− ′ )′ ← ′ ���� ε1(n) = s, ��� 0 6 s 6 g−1, �� ����� n = n ������, ��� ε0(n = s, �.�. n ∈ Fj(i+ 2) = 
= {n ′ : εi+1(n 

′ ) = j}. ������� ��� ����� n ′ ��������� ������� ���������� (2).
←−−′ ←���� �� ε1(n) = g, �� �������� ��������� ���������� (2) ε2(n) = 0. ������� n = n ,

←−−−−− ←−−−−−←−−−−−− ←−−−−−−′ ′ ′ ����� n ∈ Fj(i+ 2), ��� Fj(i+ 2) = {n : εi(n ′ ) = j}, ������ ε0(n 
′ ) = 0, �.�. n �������������

�������� ���������� (2).
����� �������, (

g−1
) (−−−→ )⋃ (−−−−−−→ ) −−−→ 2Fj(i+ 2) ⊆ Fj(i+ 1) + t ∪ Fj(i) + g . 

t=0 

�� �������������� ��������� � �� � ������ ������� �������, ��� ��������� (10) �����-
������.

��������� ����� Xj(i) ��������� ��������� �������� ������� χ(n), ��� n ∈ Fj(i), ��
′ ���� Xj(i) = {χ(n) : n ∈ Fj(i)}, ��� j = 0, 1, . . . , g .

����������� 7. ��� ����� ����� ��������������� i ����������� ���������

g−1⋃ 
Xj(i+ 2) = (1 − (t + Xj (i+ 1)) τg) ∪ τg2Xj (i) , (12)

t=0 

��� j = 0, 1, . . . , g ′ . ����� ����, ��������� Xj(i) ������� �� ��������� ����� ��������.

��������������. ������������� ��������� �� i. ������� ���������� ������ i = 0.
���� j = 0, �� �� ����������� X0(0) = {χ(m) : m ∈ F0(0)}. ��������, ��� ����� m ∈ F0(0)−→−→ −→����� �������� ����� ���������: m = n � m = n + g2, ��� n ∈ Z, n > 0.
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�������� ����������� (4) ��� t = 0, (7) � �������(− )→→ →X0(0) ⊆ χ (−n ) ∪ χ −n + g 2 ∈ (1 − gτg; 1− (g − 1)τg) ∪ (0; 1 − gτg) ⊆ 

⊆ (0; 1 − (g − 1)τg) . 

� ���� ������� ����� ����� ����������, ��� X0(0) = [0; 1 − (g − 1)τg].
���� 1 6 j 6 g−1, �� ��������� Xj(0) = {χ(m) : m ∈ Fj(0)}. �����m �� Fj(0) ����� ����−→�������� � ������� g-������ ��������� � ���������� ������������ ����� j, �.�. m = n + j,

��� n ∈ Z, n > 0.
����� �������, ��������� (4), �����

Xj(0) ⊆ (1 − (g − j)τg; 1− (g − j − 1)τg) 

�, �������������, � ���� ������� ����� Xj(0) = [1 − (g − j)τg; 1− (g − j − 1)τg]. ��������,
g⋃−1 

��� Xj(0) = [0; 1].
j=0 

����� i = 1, ����� ���� j = 0, �� X0(1) = {χ(m) : m ∈ F0(1)}. ����� m �� ���������
−→ −→−→ −→F0(1) ����� ���� �������� ����� �� ������� ��������: ���� m = n , ���� m = n + h, ����

−−−−→ −−−−−→ −→→ → m = −n + g2, ���� m = −n + g2 + h, ��� 1 6 h 6 g − 1, n > 0 � n, h ∈ Z, �������) g−1( (−−−−→ )))(−→−−−−→ ⋃ (− ) −→ →−→ 2 → → 2− −X0(1) ⊆ χ n + g ∪ χ n + h ∪ χ n + g + h . 
h=0 

��������� ����������� (6) � (8), ��������

g−1
2X0(1) ⊆ g − (g 2 − t)τg; g + 1 − (g + g − h)τg ∪ 

h=0 

2∪ g + 1 − (g + g − h)τg; 1− (g − h− 1)τg = 

g−1

= g − (g 2 − h)τg; 1− (g − h− 1)τg . 
h=0 

��������� �������������� ������������� �������� ������� χ(n), ����� ��������

g−1

X0(1) = g − (g 2 − h)τg; 1− (g − h− 1)τg . 
h=0 

���� 1 6 j 6 g − 1, �� �������� ����������� Xj(1) = {χ(m) : m ∈ Fj(1)}, ������� ����
−−−−→ −−−−→−→ −→ m ∈ Fj(1), �� m = n + j ��� m = n + j + h, ��� 1 6 h 6 g − 1, n > 0 � n, h ∈ Z. ��������

(5), �����
g−1⋃ (−−−−→ ) →Xj(1) ⊆ χ −n + j + h ∈ 
h=0 

g−1

∈ g − j − (g 2 − gj − h)τg; g − j + 1 − (g 2 − gj + g − h)τg . 
h=0 
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� ���� ������� ����� ����� ����������, ���

g−1

Xj(1) = g − j − (g 2 − gj − h)τg; g − j + 1 − (g 2 − gj + g − h)τg . 
h=0 

���� �� j = g, �� ��������� Xg(1) = {χ(m) : m ∈ Fg(1)}. ��� ����� m, �������������−→→Fg(1), ���������� ������ ����� �������� m = −n + g2, ��� n ∈ Z, n > 0. ����������� (7)
��������� ������ � ������, ��� (− )→→− 2Xg(1) ⊆ χ n + g ∈ (0; 1 − gτg) . 

�������� χ(n) ���������� ������������ �� ���������� ����������, �������

Xg(1) = [0; 1 − gτg] . 

g⋃ 
���������������� ��������� ����������, ��� Xj(1) = [0; 1].

j=0 

��� ��������� Xj(i), ��� i > 2 � j = 0, 1, . . . , g ����� �����, ��������� ������������
����������� 6, �������� ��������{ ( ) )} g−1 ) (−−−→⋃ (−−−−−−→ −−−→ 

2Xj(i+ 2) = χ(m) : m ∈ Fj(i+ 1) + h ∪ Fj(i) + g . 
h=0 

−−−→−−−−−−→ −−−→→���� m ∈ Fj(i+ 1) + h, �� m = −n + h, ��� n ∈ Fj(i+ 1), � 0 6 h 6 g− 1, � ���� m ∈ Fj(i) + g2 ,
−→→�� m = −n + g2, ��� n ∈ Fj(i).

�� ����������� (−→ (−→− − − 2 →→ → → −χ ( n + h) = {χ ( n ) + hτg} � χ n + g = χ n + g 2τg , 

������ �������� ����������� 4, �������

→χ (−n ) + hτg = 1− (g − h− 1 + χ(n)) τg ⊂ (0; 1) 

� (− )→
2τg + τ2−→ 2τgχ n + g = (g + χ(n)) τg 

2 + g ⊂ (g; g ),g(− )→→ →������� χ (−n + h) = 1− (g − h− 1 + χ(n)) τg, � χ 
−n + g2 = (χ(n)) τg

2 , �������������,

g−1⋃ 
Xj(i+ 2) = (1 − (g − h− 1 +Xj (i+ 1)) τg) ∪ τ2Xj (i) = g

h=0 

g−1⋃ 
= (1 − (t + Xj (i+ 1)) τg) ∪ τg2Xj (i) . 

t=0 

�������������� 1− (g − t + Xj (i− 1)) τg � τg
2Xj (i− 2) ��������� ������� � �������. ���-

������ Xj (1) � Xj (0) � ��� �������, �������������, ��� ����� ����������� i ���������
Xj(i) � ����������� ��������� ����� ��������.
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2. g-��������� ���������

����� ������� ��������� ��������� R(i) ������� [0; 1] �� �����, ����� ������� ����� l1 
� l2, ������ ������, ��� gl1 < l2 � (g+1)l1 > l2. ������ ��� �������������� B1 � B2 �������
���������.

�������������� B1(R(i)) ������� � ������������ g ��� �� ����� ������ �������� �����-
���� R(i) ����������� �� �������� ����� ���������. � ���������� �������� ����� ���������
R(i+ 1), ������������ � ����������� �� �������� ��������� R(i) � ������� ������� �����
��������.

��� ���������� �������������� B2(R(i)) �� ������ ������ �������� ��������� R(i) ��-
����������� g ��� ���������� �� �������� ��������� R(i). ���������� ��������� R(i + 1) 
����� ����� ������ ��������, ��� R(i), ������ ������� ������ �������� ��������� �����
���������� �� �������� ��������� R(i).

��������� �������������� l + R(i), ��� l = 1, 2, . . . , g, ��� ����� ���� �������� ���������
R(i) �� l ������ ������.

����� ������ �������������� 1−R(i), ������������� � ������������ �� ������� �����
�������� ��������� R(i), ������� � �������� ������.

����������� 8. ����� R(i) ��������� ��������� ������� [0; 1] �� �����, ����� ��-
����� ����� ���� ������ l1 � l2, ������ gl1 < l2, � (g + 1)l1 > l2, �����

B1 (1 −R(i)) = 1−B2 (R(i)) � B2 (1 −R(i)) = 1−B1 (R(i)) . 

��������������. ������� �������������� ���������

B1 (1 −R(i)) = 1−B2 (R(i)) . 

�������������� B1 (1 −R(i)) ������� �� ���� ����� ������� ��������������. � ����������
���������� 1 − R(i) ������� ���������, � �������� ������� ���������� �������� ��������
� R(i), � ����� �������� �� ��. ����� ������������ �������������� B1. � ����� �������,
��� �� ���� ����� ������ �������� ��������� 1−R(i) ������� g ��� ���������� �� ��������
��������� R(i).

��� ������������� �������������� 1−B2 (R(i)) ������� �� ������ ������ �������� ���-
������ R(i) g ��� ������������� ���������� �� ��������, � ����� �������� ������� �����-
����� �������� �� ���������������. ����� �������, ������� ����� ����� �� �������, ���
� � ���������� �������������� B1 (1 −R(i)).

����������� 9. ����� R(i) ��������� ��������� ������� [0; 1] �� �����, ����� ��-
����� ����� ���� ������ l1 � l2, ������ gl1 < l2, � (g + 1)l1 > l2, �����

B1 (l + R(i)) = l + B1 (R(i)) � B2 (l + R(i)) = l + B2 (R(i)) . 

��������������. �������� � �������������� ���������

B1 (l + R(i)) = l + B1 (R(i)) . 

�������������� B1 (l + R(i)) ������� �� ���� ��������������. ��� ���������� l+R(i) ���
������� ��������� R(i) ���������� �� l ������, ������� ������� ���������� � ����� ��������
� ��������� l + R(i) � R(i) ����������. ����� ������ �������������� B1. � ����� �������,
��� �� ������� �� ����� ������ �������� ��������� l + R(i) g ��� ������� ���������� ��
�������� ��������� R(i).

�������� �������������� l+B1 (R(i)) ������� �� ����� ������ �������� ��������� R(i) 
g ��� ������������� ���������� �� ��������, � ����� ����� ���������� ����� ���� ������
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��������� �� l ������ ������. ������ � ���������� ��������� ����� �� ��������� ��� � �����
���������� �������������� B1 (l + R(i)).

���������� ��������� Til(1), ��������� �� g + 1 �������:

0; τg 
2 , τ2; τg + τg 

2 , τg + τg
2; 2τg + τg 

2 , . . . , (g − 1)τg + τ2; 1 .g g

���������� ��������� ��������� Til(i + 1), ���������� �� ��������� Til(i) � ������� ���-
����������� B, ����������� ��������� �������:

B1 (Til(i)) , ���� i− ��������,
B (Til(i)) = 

B2 (Til(i)) , ���� i− ������. 

��������� Til(i) ���������� ����������������� ����������� ���������. ������� ��� ��-
�� ���������� ������ �������� � ������ [33] ��� �������� �������� �������������, �������-
������ � ��������� ����� ������ ����������� ����� �������� ������������ �������������
������� ����� �������� ������� ��� ��������, �� ������� ������ ���������� ���� �����
������� O(1) (���������� ������������� �������).

� τ i+1����������� 10. ��������� Til(i) ������� �� �������� ������ ���� ���� τg
i 

g .

��������������. ������������� ��������� �� i. ��������� Til(1) ������� �� g ��������
����� τg � ������ ����� τg

2 .
� τ i+1�����������, ��� ��������� Til(i) ������� �� �������� ����� τg

i 
g . ������ �����

�������� ��������� Til(i+1) = B (Til(i)). �������������� B ������� � ������������ �� ������
�� ������ ������� �������� ��������� Til(i) g �������� ���������� �����, �.�. ����� τg

i+1 .
��� ���� ������� ������ τg

i ���������� �� g + 1 ��������: g �������� ������ τg
i+1 � ����

τ i+2������� ����� τ i − gτ i+1 = τ i(1 − gτg) = , ��� � ����������� ��������.g g g g 

����������� 11. ��� ������ i > 1 ����������� ���������

g−1⋃ 
Til(i+ 2) = (1 − (t + Til(i+ 1)) τg) ∪ τ2Til(i). (13)g

t=0 

��������������. �������� �������� �� i. ��� i = 1 ��������� Til(1) �����-
�� �� g �������� ����� τg � ������ ������� ����� τg

2: [0; 1 − gτg], [1 − gτg; 1− (g − 1)τg],
[1 − (g − 1)τg; 1− (g − 2)τg], . . . , [1 − gτg; 1] ���

Til(1) : [0; 1 − gτg] , [1 − sτg; 1− (s − 1)τg] , ��� 1 6 s 6 g. (14)

�� ����������� Til(2) = B (Til(1)) = B1 (Til(1)). ���� �� ����� ������ �������� ���������
Til(1) �������� �� g �������� ������ τg

2, �� ������ �� ������� �������� ������� ���������
���������� �� g + 1 ��������, �� ������� g ����� ����� τg 

2 � ���� τg
3, � ������: [0; 1 − gτg],

1− sτg + (p− 1)τ2; 1− sτg + pτ2 , 1− sτg + gτ2; 1− (s − 1)τg , ��� 1 6 s 6 g � 1 6 p 6 g.g g g

� ���� ������� Til(3) = B (Til(2)) = B2 (Til(2)), ������� ������� �� ������ ������ ��-
������ ��������� Til(2) g ��� ������� ������� �����, ������ τg

3, ������� ��������� Til(3):
0; 1 − gτg − gτ3 , 1− gτg − lτ3; 1− −gτg − (l − 1)τ3 , 1− sτg + (p− 1)τ2; 1− sτg + pτg 

2 − gτ3 ,g g g g g 

1− sτg + pτ2 −lτ3; 1− sτg + pτ2 − (l − 1)τ3 , 1− sτg + gτ2; 1− (s − 1)τg], ��� 1 6 s 6 g,g g g g g

1 6 p 6 g � 1 6 l 6 g. ( ) 
������������� ����������� τg 

3 = −g + g2 + 1 τg � τg 
2 = 1 − gτg � ����������� �����

�������� ��������� Til(2), Til(3) � ���� a − bτg. � ����� ������

Til(2) : [0; 1 − gτg] , [p− (pg − g + s)τg; p+ 1 − (pg + s)τg] , 
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2 g + 1 − g + s τg; 1− (s − 1)τg ; (15)[ ( ) ] [ ( ) 
Til(3) : 0; g 2 + 1 − g 3 + 2g τg , gl + 1 − g 2l + l + g τg; gl − g + 1− ( ) ] [ (

2 2 3− g 2l − g + l + g − 1 τg , p− (pg − g + s)τg; g + p+ 1 − g + pg+ 

+g + s) τg] , gl + p+ 1 − g 2l + pg + s + l τg; gl − g + p+ 1 − g 2l + pg− ) ] [ ( ) ]
2 2−g + l + s − 1 τg , g + 1 − g + s τg; 1− (s − 1)τg , (16)

��� 1 6 s 6 g, 1 6 p 6 g � 1 6 l 6 g.
���� ��� ��������� Til(1) (14) �������

τ2Til(1) : 0; g 2 + 1 − g 3 + 2g τg ,g[ ( ) ( ) ]
2 2 sg + 1 − sg + s + g τg; sg − g + 1 − sg 2 − g + s + g − 1 τg , 

��� 1 6 s 6 g. ������� ���������� s �� ���������� l, ����������, ��� τg
2Til(1) ��������

������ ���������� Til(3).
�������� ��������� (15) ��������

g−1
2(1 − (t + Til(2)) τg) : g + 1 − (g + t + 1)τg; 1− tτg , [pg + s + 1− 

t=0 ( ) ( ) ]
2 2− pg + sg + p+ t + 1 τg; pg − g + s + 1 − pg 2 − g + sg + p+ t τg , 

2 3 s − (sg − g + t + 1) τg; g + s + 1 − (g + sg + s + t + 1)τg , (17)

��� 1 6 s 6 g, 1 6 p 6 g � 0 6 t 6 g − 1.
�������, ��� ���������� ������� ������������ �������� ��������� Til(3), ����������

� (16). ������� � (17) ��� p �� l, � s �� p �����

2 g + 1 − (g + t + 1)τg; 1− tτg , [gl + p+ 1− ( ) ( ) ]
2− g 2l + pg + l + t + 1 τg; gl − g + p+ 1 − g 2l − g + pg + l + t τg , 

2 3 p− (pg − g + t + 1) τg; g + p+ 1 − (g + pg + p+ t + 1)τg , 

��� 1 6 l 6 g, 1 6 p 6 g � 0 6 t 6 g − 1. ����� �������� t �� s − 1 � �������� �������,
����������� � ������ �������� (16).

����� �������, ����������� ���������

g−1⋃ 
Til(3) = (1 − (t + Til(2)) τg) ∪ τg2Til(1). 

t=0 

�����������, ��� ��������� ����� ��� i = m, �.�.

g−1⋃ 
Til(m + 2) = (1 − (t + Til(m + 1)) τg) ∪ τ2Til(m). (18)g

t=0 

����� i = m + 1, ����� �������� ����������� Til(m + 3) = B (Til(m + 2)), ��� B = B1 ���
B = B2. ������������� ���������� (18) � �������

g−1⋃ 
Til(m + 3) = B (1 − (t + Til(m + 1)) τg) ∪ τ2Til(m) .g

t=0 
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����� �������� ��������� 1 − (t + Til(m + 1)) τg � τg
2Til(m) �������� ����������� 10

� τm+3 � τm+4����� τm+2 . ����� ���������� �������������� B ����� �������� ������ τm+3 .g g g g 

�������������� B ������� � ������������ ����������� �� �������� �� ������ �� ������
g⋃−1 

�������� ��������� (1 − (t + Til(m + 1)) τg) ∪ τg2Til(m). ��������, ���
t=0 

g−1⋃ 
B (1 − (t + Til(m + 1)) τg) ∪ τ2Til(m) = g

t=0 

g−1⋃ 
= B (1 − (t + Til(m + 1)) τg) ∪B 

( 
τ2Til(m) 

) 
.g

t=0 

������������� ������������� 8 � 9, � �������

B (1 −(t + Til(m + 1))τg)=1 − (t + B (Til(m + 1)))τg=1 − (t + Til(m + 2))τg 

�
B τg

2Til(m) = τg
2B (Til(m)) = τg

2Til(m + 1). 

����� �������, �������, ���

g−1⋃ 
Til(m + 3) = (1 − (t + Til(m + 2)) τg) ∪ τ2Til(m + 1).g

t=0 

���������� ��������� T (i) ������� [0; 1] �� ������� ���� [{−aτg}; {−bτg}], ��� a, b � �����
��������������� �����, ������������ �� ���������� �������:

(g) (g)
a = m, ��� 0 6 m < F ;i−1 + Fi 

��� i � ������:
(g) (g)

m + Fi−1, ���� 0 6 m < F ,ib = (g) (g) (g) (g)
m − F , ���� F 6 m < F ,i i i−1 + Fi 

��� i � ��������:

(g) (g)
m + F , ���� 0 6 m < Fi i−1,b = (g) (g) (g) (g)
m − F ���� F 6 m < Fi−1 + F .i−1, i−1 i 

���� b = 0, �� ������� ����� ��� [{−aτg}; 1].

����������� 12. ��������� Til(i) � T (i) ��������� ��� ���� i ≥ 1.

��������������. ������� ��������, ��� ����� �������� ��������� T (i) ����� τg
i+1 �

τ i .g
(g) (g)��� i � ������ ������� ����� ���� ����� {−mτg}; {− m + F τg} , ��� 0 6 m < F , �i−1 i 

(g) (g) (g) (g){−mτg}; {− m − F τg} , ��� F 6 m < Fi−1 +F . ����� ���� �������� ����� ������i i i 

(g) (g)�������� 0; {−F τg} � 0; {F τg} , ��������������.i−1 i 

(g) 
τ i+1����� ���������, ��� (−1)i Fi τg = g , ������� ����� ��������� �������� �����

(g) (g) 
τ i+1 (g)−F τg = τ i � F τg = , ������ �������� ����� τ i � ��������� T (i) ����� F , �i g i g g i−1
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����� τg
i+1, ��������������, Fi 

(g). � ������ ��������� i ���������� �������� ������� ������
���� ���� τg

i+1 � τg
i � ��� �� �����������.

������������ ���������� ������ �������� ��������� T (i) � T (i + 1), ����������, ���
��� �������� ������� ��������� T (i) ���������� �������� � ��������� T (i+ 1). ������ ��
������� �������� ��������� T (i) ����������� �� g + 1 ��������: ���� �������� � g �������
��������� T (i+ 1), ������ ��� i �������� ����� ����� ��������, � ��� i ������ � ������.

����, �����
B1 (T (i)) , ���� i− ��������,

T (i+ 1) = 
B2 (T (i)) , ���� i− ������. 

��� �������������� ����������� �������� ���������, ��� Til(1) = T (1) � ���������������
��������� �� i.

���������� ����������� ��������, ��� ��������� Til(i) ���������� ������� ������������
��������� ���������, ������������ � [14].

3. ������� � �������������

������� 1. ��������� X0(i), ��� i > 0, ������� �� ���� �������� � ������ �� �����
������� �������� ��������� Til(i + 1), ������ ������ ��������, ������������ � ������
����� �� ��� �������. ��������� Xj(i), ��� 1 6 j 6 g − 1, ������� �� ���� (j + 1)-��
�������, ������ ����� ������� ��������� ������� ��������� Til(i+ 1). ��������� Xg(i),
������� �� ���� ���������� �������� ��������� Til(i+ 1). ������� ������� �������� ���
������ � �������� i: ��� ������ � ����� �������, � ��� �������� � ������ ������.

��������������. �������� ����������� 10, ��������� Til(i) ������� �� ��������, �����
� τ i+1������� ����� τg

i 
g . ��������� ����� L(i) ����������� ������� ��������, � ����� S(i) �

����������� �������� �������� ��������� Til(i). ��������, ��� ��� L(i) � S(i) �����������
��������� ����������� ��������� (13).

���������������� ����������� �����������, ��� ������� 1 ����� ��� i = 0 � i = 1. �
���� �������� (12) � (13) ��������, ��� ������� ����� ��� ����� i.

� ������������� (2) ����������� ������ l+ 1 �������� εi, �.�. ε0, ..., εl. ��������� �����
F(g) (ε0, ..., εl) ��������� ����� ��������������� �����, � ������� ����������� ��������
ε0(n) = ε0, ..., εl(n) = εl.

����� X (ε0, ..., εl) � ��������� ��������� �������� ������� χ(n) ��� n ∈ F(g) (ε0, ..., εl).
��������, ��� ���������X(ε0, ..., εl) �������� ������������ ��������Xj(i), ��� i = 0, 1, . . . , l,
� j = 0, 1, . . . , g ′ , �. �.   0, ���� εi = 0, 

l

X (ε0, ..., εl) = Xj(i), ��� j =
1, ���� εi = 1, 

(19)
i=0 

 . . .
′ ′ g , ���� εi = g . 

′ ������� 2. ��� ����� ������� ε0, ..., εl, ��������� �� ����� ����� �� ���� �� g ,
��� g ′ = g − 1 ��� i = 0, � g ′ = g ��� i > 1, ����� ��� ���� εi+1 = g, �� εi = 0 ��� ����
0 6 i 6 l − 1, ��������� X (ε0, ..., εl) ���� ������� [{−aτg}; {−bτg}], ��� a, b � ����������

(g) (g)
���������� ����� �����, ����� ��� 0 6 a, b < F + Fl l+1.

��������������. �������� (19) X (ε0, ..., εl) � ��� ����������� �������� Xj(i), ���
i = 0, 1, . . . , l, � j = 0, 1, 2 . . . , g ′ , ���������� ������������ ��������� ����� �������� �����-
���� Til(l + 1). �������������, X (ε0, ..., εl) ������������ ����� ����������� ��������� �����
�������� ��������� Til(l + 1). �������, ��� X (ε1, ..., εl) ������� �� ������ �������.
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���������� ���������� ��������� ���������� ε0, ..., εl, ����� ��� ���� εi+1 = g, �� εi = 0,
��� 0 6 i 6 l − 1, � j = 0, 1, . . . , g ′ . ����������, ������ ���������� �� ��������� �����,
������� �� ���� �����, �.�. εi = 0 ��� ���� 0 6 i 6 l. ����������, ������ ���������� ��
��������� ����������� ����� ��� ������ � �������� l ��������.

���� l ������, �� ε0 = g − 1, ε2 = ε4 = ... = εl = g, ε1 = ε3 = ... = εl−1 = 0; ���� l 
��������, �� ε0 = ε2 = ε4 = ... = εl−1 = 0, ε1 = ε3 = ... = εl = g. �����, ��������������� ����
�����������, ����������, ��������� (1). ��� l ������:

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
gF + gF + . . . + gF + (g − 1)F = gF + F − F +l l−2 2 0 l l−1 l−1

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
+ gF + F − F + . . . + gF + F − F + (g − 1)F = l−2 l−3 l−3 2 1 1 0 

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
= F − F + F − F + F − . . . − F + (g − 1)F = F − 1;l+1 l−1 l−1 l−3 l−3 1 0 l+1 

��� l ��������:

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
gF + gF + . . . + gF + gF = gF + F − F +l l−2 3 1 l l−1 l−1

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
+ gF + F − F + . . . + gF + F − F + gF + F − F = l−2 l−3 l−3 3 2 2 1 0 0 

(g) (g) (g) (g) (g) (g) (g) (g) (g)
= F − F + F − F + F − . . . − F + F − F = F − 1.l+1 l−1 l−1 l−3 l−3 2 2 0 l+1 

����� �������, ���������� �� ����� ��������� F(g) (ε0, ..., εl) � ��� ����, � ����������
(g)

Fl+1 − 1. ��� ������������� ���������� (ε0, ..., εl) ����� ������ ����������� �����, ���-
(g)����������, ������� Fl+1 ��������� �������� F(g) (ε0, ..., εl), � ������� �� ���� ��������

������������� ���� X (ε0, ..., εl). ����, ��� ���������, ��������������� ��������� �������⋃ 
(ε0, ..., εl) ��� ������������� l �� ������������. �������������, X (ε0, ..., εl) ������ �����-

���� �� ����� ��� Fl+1 ��������.
(g) 

(g) (g) 
� ���� �������������� ����������� 12 ���� ��������, ��� � ��������� T (l + 1) �������

F ������� � F ������� ��������. �������� ������� 1 ���������Xj(i), ��� j = 0, 1, . . . , g ′ ,l l+1 

������� �� �������� ������� ������� �������� � ������X0(i)� ��� ��������� ���� ��������,
������������ � ����� �� ����������� ������� ��������, ������������� ����� � ���������.

��� ��������, ��� ����� ���������� ��������, ��������������� ����� ��������� ���-
(g)����� X (ε0, ..., εl) ����� Fl+1.

�������� ����������� 12 ��������� Til(l + 1) � T (l + 1) ���������, ������� ����������
l

(g)���������� Xj(i) ����� Fl+1 ��������, ���������� ����������������� ������� ������-
i=0 

��� T (l+1). �������������, ������� �� �������� X (ε0, ..., εl) ������������� � �������� ����
�������, ����� �������� ��������� � ������� ��������� T (l).

4. ���������-�������� ����������

����� AN � ����� ����������� ����� n, ������� ��� ������ N , ����� ��� ��� �����
������������������ {nα} ����������� ������� [a; b], �.�.

AN = ♯ {n : 1 6 n 6 N, {nα} ∈ Ia,b} , 

��� Ia,b = [a, b].
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� ���� ������� ����� ��� ������ ��������������� α ���������� ��������������� ���-
����

AN = (b− a)N + o(N). (20)

�� ������ ������� ���������� ���� ����������� (20) ����� ���� �������. � ���������,
���� α � ���������������� � ������������� ��������� �������� ���������� � ������
�����, �� [18], [3]

AN = (b− a)N + O(ln N). (21)

����� ����, �������� ������� ����� [1], ������������, ��� ���� ��� ����� ��������� Ia,b 
����������� ��������� b− a ∈ Z+ αZ, ��

AN = (b− a)N + O(1). (22)

��������� ����� AN (ε0, . . . , εl) � ����� ����������� �����, �� ������������� N , � ����-
��� � ������������� (2) ������������� ������ l + 1 �������� ε0, . . . , εl, �� ����

AN (ε0, . . . , εl) = ♯ n : 1 6 n 6 N,n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) . 

������� 3. ��� ������ ������������ N ����������� ��������������� �������

AN (ε0, . . . , εl) = cN + O(1), 

��� c � ���������� ���������� ���������, ��������� ������ �� (ε0, . . . , εl).

��������������. �������� ������� 2, ���� n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), ��

χ(n) ∈ [{−aτg}; {−bτg}] = Ja,b, 

������ a, b � ���������� ���������� ����� ��������������� �����. �������������,

AN (ε0, . . . , εl) = ♯ {n : 1 6 n 6 N,χ(n) ∈ Ja,b} . 

��������� ����� ��������� Ja,b ����������� Z + αZ, �������� ����������� χ(n) � ���-
���� ����� (22), �����

AN (ε0, . . . , εl) = |Ja,b|N + O(1). 

������ �������� ����������� ������� � ����������

c = |{−aτg} − {−bτg}|. 

��������� 1. ����� ρ (ε0, . . . , εl) � ��������� ������������� ����� ���������

F(g) (ε0, . . . , εl) 

�� �������� ������, �����

τg
l , ���� εl = 1,

ρ (ε0, . . . , εl) = 
τ l+1 
g + τg

l , ���� εl = 0. 

��������������. �������� ����������� ��������� ������������� ��������� ����� ��
�������� ������ � ���

AN (ε0, . . . , εl)
ρ (ε0, . . . , εl) = lim . 

N→∞ N 
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������������� ������������ ������� 3 � �������

|{−aτg} − {−bτg}|N + O(1)
ρ (ε0, . . . , εl) = lim = 

N→∞ N 

= |{−aτg} − {−bτg}|+ lim 
O(1) 

= |{−aτg} − {−bτg}|. 
N→∞ N 

(g) (g)��������� Til(l+1) ������� �� F �������� � F ������� ��������. � ���� ��������������l l+1 
l

(g)������� 2 ���� ��������, ��� ���������� ��������� ���������� Xj(i) ��������� � Fl+1 
i=0 

(g)���������, ������� ��� ����������� ������� [0; 1]. �������������, Fl �������� ���������
Til(l + 1) �������� ������������� ������� ��������, ����������� � ������ ���������

l

��������� Xj(i).
i=0 

�������� ����������� ��������� X0(l) ������������ ����� ����������� �������� � ���-
+ τ l+1���� ����� � ���� ������� �������� ��������� Til(l+1), ����� ������� ����� τg

l+2 
g ,

� ��������� Xj(l), ��� j = 1, 2, . . . , g � ����������� ������� �������� ��������� Til(l + 1),
����� ������� ����� τg

l+1 .
��������� ����� As,q (ε0, . . . , εl) � ����� ����������� �����, ������� ��� ������ N ,N 

������������� ��������� F(g) (ε0, . . . , εl) � ���������� ������� �������������� �������-
��� st + q, ��� s, t ∈ N, q ∈ Z, 0 6 q 6 s − 1, �� ����

As,q (ε0, . . . , εl) = ♯ n : 1 6 n 6 N,n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) , n = st + q .N 

������� 4. ��� �������������� s � ������ ������������ N ����������� ���������-
������ �������

N 
As,q 

N 
N (ε0, . . . , εl) = ρ (ε0, . . . , εl) + Ol ln . 

s s 

��������������. ����, ��� ������� n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) ������������ ����, ��� χ(n) ∈ 
∈ Ja,b, � ���������������� ��������������� n �������������� ���������� st + q, �����
����������, ���

As,q (ε0, . . . , εl) = ♯ {t : 1 ≤ st + q 6 N, {(st + q + 1)τg} ∈ Ja,b} .N 

√ 
g2+4−1

����� τg = � ������������ ����������������, ������ ����� τ ′ = sτg � τ ′′ = 2 g g 

= (q + 1)τg, ��� s, q ∈ N, ����� �������� ������������� ������������������.
����� A ′ = n : 1 6 n 6 N,nτ ′ + τ ′′ . �������� ������� �������� ����������N g g ∈ Ja,b 

������������ ���������������� � ������ ����� �������� �������������, �������� � ����-
��������. ��� ��������, ��� �������� ������� ���������� ������������ ����������������
� ������ ����� ����������. �������, � ���� (21),

A ′ N = |{−aτg} − {−bτg}|N + Ol(ln N). 

�� ���������� 1 6 st + q 6 N �������� 1 6 t 6 tmax, ������ N
s 6 6 tmax 6 Ns , ��� ���

0 6 q < 1.s ( )
As,q 

N N
(ε0, . . . , εl) = A ′ = |{−aτg} − {−bτg}| + Ol ln .N tmax s s 

����� �������� ��������������� ����������

ρ (ε0, . . . , εl) = |{−aτg} − {−bτg}| . (23)
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����� π (ε0, . . . , εl;n) � ���������� ������� �����, �� ������������� n � �������������
��������� F(g) (ε0, . . . , εl), � π(n) � ���������� ������� �����, �� ������������� n.

������� 5. ��������� F(g) (ε0, . . . , εl) �������� ���������� ����� ������� �����. ��-
��� ����

π(ε0, . . . , εl;n) = ρ (ε0, . . . , εl)π(n)(1 + o(1)). 

��������������. ����� pn � n-� ������� �����. �������� ������� �. �. �����������
[7] ��� ������ ��������������� α ������������������ {pnα} ���������� ������������ ��
������ ����, �� ����

♯{n : pn 6 N, {pnα} ∈ [a; b]} = (b− a)π(n)(1 + o(1)) 

��� ������ ������� [a; b] ∈ [0; 1). �������������, ������������������ {χ(pn)} ����� �����-
����� ������������ �� ���������� [0; 1) � ���� ���������������� τg.

��������, ��� χ(n) ∈ Ja,b, ���� n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl). ������, ���� p ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), ��
�������� ������� χ(p) = {(p+ 1)τg} ����� ����������� Ja,b, ������, � ������ �����������
���������������� � ��������� (23), ���������� �������� ��������� ���������.

��������� ����� sm (ε0, . . . , εl;n) ����� ������� ���������

n1 + n2 + . . . + nm = n, (24)

��� ni ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), i = 1, 2, . . . , l.

������� 6. ����������� ��������������� �������

m−1 sm (ε0, . . . , εl;n) = cm (ε0, . . . , εl, {nτg})n + Om,l n 
m−2 ln n , 

��� cm (ε0, . . . , εl, δ) � ��������� ���������� ���������� �������.

��������������. ����� rm (α, I1, . . . , Im, n) � ����� ������� ��������� (24) � �������-
������� �������� {niα} ∈ Ii, ��� Ii � ��������� ��������, i = 1, 2, . . . ,m.

� ������� [28], [29] �������� ��������� ��������������� �������

m−1 rm (α, I1, . . . , Im, n) = cm (I1, . . . , Im, {nα})n + Om n 
m−2∆(α, n) , (25)

��� cm (α, I1, . . . , Im, δ) � �������������, � �������� ����, �������, ����������� �� �������
ˆ

1 
cm (I1, . . . , Im, δ) = cm−1 (I1, . . . , Im−1, x) dx. 

m − 1 
Im(δ) 

����� Im(δ) = ιδ(Im), � ������� c1 (I1, δ) �������� �� ������� [0; 1) ���������

1, ��� δ ∈ I1, c1(I1, δ) = 
0, ��� δ /∈ I1, 

� ∆(α, n) = O(ln n), ���� α � ������������ ����������������. ����� ����, � ������ [29]
��������, ��� ������� cm (α, I1, . . . , Im, {nα}) �������� �������� ����������� ������� m−1.
����� ����, ��� ������� ���������� ��� m > 2.

�� ������� ni ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), �� ���� χ(n) ∈ Ja,b. ��������, ��� ���� χ(ni) = 
{(ni + 1) τg} ∈ Ja,b, �� {niτg} ∈ Ja−1,b−1, ������ I = Ja−1,b−1 � ��������� ������� �� ���-
������ ����������.
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��� ��������, ��� ��� ���������� ��������������� ������� ��� sm (ε0, . . . , εl;n) �����
��������������� (25) � ������ α = τg � ������������ ���������������� � I1 = . . . = Im = I.
�������

m−1 sm (ε0, . . . , εl;n) = cm (I, I, . . . , I, {nτg})n + Om,l n 
m−2 ln n , 

������ � ������� ����������� �������.
����� t (ε0, . . . , εl;n) � ����� ������� ������ ��������, �.�. ���������� ������� ������-

���
2 2 2 2 n1 + n2 + n3 + n = n, (26)4 

� �������������� �������� ni ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), i = 1, 2, 3, 4.

������� 7. ����������� ��������������� �������

0,9+δt (ε0, . . . , εl;n) = ρ4 (ε0, . . . , εl)Q(n) +Ol n , 

��� Q(n) ������������ ����� ����� ������� ������ �������� ��� ��������������� �������
ni ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), δ > 0 � ������������ ������������� �����.

��������������. ����� G(n) � ����� ������� ��������� (26) � �������������� ����-
���� a < {αni} < b, i = 1, 2, 3, 4. � ������ [10] � ������ ������������ ���������������� α 
������� ��������������� �������

0,9+δG(n) = (b− a)4Q(n) +O n . 

�� ������� ni ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), ������ χ(ni) ∈ Ja,b, �, �������������, {niτg} ∈ I ���
��������� ��������� I ��� �� ����� �����, ��� � Ja,b. ������������� ����������� ����
������������ � ���������� (23) � ������� ������������ ��������������� �������.

��������� �������� ��������� ������� � ���������� ����� ������� ���������

p1 + p2 + p3 = n, (27)

��� n � �������� ����������� ����� � p1, p2, p3 � ������� �����.
����� ν (ε0, . . . , εl;n) � ����� ������� ��������� (27) � �������������� �������� pi ∈ 

∈ F(g) (ε0, . . . , εl), i = 1, 2, 3.

������� 8. ����������� ��������������� �������

ν (ε0, . . . , εl;n) = Q3,1(n)σ(n, a, b) +Ol n 
2 lnC n , 

���
2 ∏ ∏n 1 1 

Q3,1(n) = 1 + 1− , 
2 ln3 n (p− 1)3 p2 − 3p+ 3 

p p|n ∑ sin3 πm(b−a)
2πim(τgn−1,5(a+b))σ(n, a, b) = e π3m3 , 

|m|<∞ 

� a, b � ��������� ���������� ���������� ����� �� ������ Z[τg].

��������������. � ������ [11] � ������ ������������ ���������������� α ��������
��������������� ������� ��� G3,1 � ����� ������� ��������� (27) � �������� a < {αpi} < b,
i = 1, 2, 3 

G3,1(n) = Q3,1(n)σ(n, a, b) +O n 2 lnC n . 
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�������� ������� ������� pi ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), ��� �������� χ(pi) ∈ Ja,b, �, �������������,
{piτg} ∈ I ��� ��������� ��������� I. �������� ���������������� ���� ������������ �
������� ������������ ��������������� �������.

�������� ���������� ������� � ���������� ����� ������� ���������

2 2 p1 + . . . + p = n, (28)5 

��� n ≡ 5 (mod 24) � p1, . . . p5 � ������� �����.
����� µ (ε0, . . . , εl;n) � ����� ������� ��������� (28) � �������������� �������� p2 i ∈ 

∈ F(g) (ε0, . . . , εl), i = 1, . . . , 5.

������� 9. ����������� ��������������� �������

3/2−0,00002 µ(ε0, . . . , εl;n) = Q5,2(n)σ1(n, a, b) +Ol n , 

��� Q5,2(n) � ����� ������� ������ ���������� ��� �������������� ����������� �� pi
2 ,

∑ sin5 πm(b−a)
2πim(τgn−2,5(a+b))σ1(n, a, b) = e π5m5 , 

|m|<∞ 

� a, b � ��������� ���������� ���������� ����� �� ������ Z[τg].

��������������. � ������ [11] � ������ ������������ ���������������� α ������-
�� ��������������� ������� ��� G5,2(n) � ����� ������� ��������� (28) � ��������
a < {αpi} < b, i = 1, . . . , 5 

3/2−0,00002G5,2(n) = Q5,2(n)σ1(n, a, b) +O n . 

�������� ������� ������� p2 ∈ F(g) (ε0, . . . , εl), �.�. χ p2 �, �������������,{ } i i ∈ Ja,b,
pi
2τg ∈ I ��� ��������� ��������� I. �������� ���������������� � ������ ����������-

���� ����������� � ������� ������������ ��������������� �������.
��������� ����� AP (ε0, . . . , εl) � ����� ����������� �����, ������� ��� ������ N ,N 

������������� ��������� F(g) (ε0, . . . , εl) � ���������� ������� ���������� ����������
k

n = P (t) � ������ ���������������� ��������������, ��� t ∈ N, P (t) = ait
i , ai ∈ Z,

i=0 
ai ≥ 0 ��� 0 ≤ i < k, ak > 0 �� ����

AP N (ε0, . . . , εl) = ♯ n : 1 6 n 6 N,n ∈ F(g) (ε0, . . . , εl) , n = P (t), t ∈ N . 

k

������� 10. ��� ������ �������������� ���������� P (t) = ait
i � ������ ������-

i=0 
���������� �������������� � ak > 0 � ������ ������������ N ����������� ���������-
������ �������

AP N (ε0, . . . , εl) ∼ ρ (ε0, . . . , εl) 
k N . 
ak 

��������������. ����� BP (N) � ���������� ����������� �����, �� ������������� N 
� ������������ � ���� N = P (t) ��� ���������� ������������ t. ����� ������, ���

BP (N) ∼ k N . 
ak 
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�������� ������� ����� [6], ��� ������ ���������� P ′ (t) � �������������� ������� ��-
����������� ������������������ ������� ����� {P ′ (t)} ���������� ������������ �� ������
����, �� ����

♯ t : 1 ≤ t ≤ K, {P ′ (t)} ∈ I ∼ |I|K 

��� ������ ������� I ∈ [0; 1). �������������, � ���� ���������������� τg, ������������������
{χ(P (t))} ����� �������� ���������� �������������� �� ������ ����, �� ����

♯ {t : 1 ≤ t ≤ K,χ(P (t)) ∈ I} ∼ |I|K. 

������� I = Ja,b � K = BP (N), ���������� �������� ��������� ���������.

5. ����������

� ��������� ������ �������� �������������� ������������� �������������� ��������-
���� ����� ��������� F(g) (ε0, . . . , εl). ������� ��������������� ������� ��� ����������
����������� ����� �� ���������� ���������, ��������������� ��� ��� ���� ��������,
���������� ������� ������ �������� � ������� ��������� n1

2 + n2
2 + n3

2 + n24 = n � ���-
��� �� F(g) (ε0, . . . , εl); ��������� �������� ��������� p1 + p2 + p3 = n � ������� ���-
��� �� F(g) (ε0, . . . , εl); ������ ���-������ p2 . . . + p2 = n � ������� ������ � ��������1 + 5 
2p ∈ F(g) (ε0, . . . , εl).i 
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