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� ���� ������ ���������� ����� ������ ���������� ������� ��������� ������� ��-
������������� (���������������) ������������� ����������������� ��������� (���),
������� ����� ���� ��������� � ������� ������� ������� ��������� ���������, ����-
������ �� ����������� ������� ������ ��������� �� �������������� �������������,
������� �������� ������������� ���������� �� ���������.

����� ����, � ���� ������ ������������ ������� � ���, ��� ���� ���������� �������
����������� ������ ����������, �� ������ ����������� (����������) ����� ������� ����-
���� (����������) �������� ������� ����������� ��������� ��������� (������������
���������). ����������� � ������� ���� ������� ���������� ���� ��������� � ��� ��-
��� ����� ������� ���������� �����, ���������� � ����������� ���������� ����-ba���
������ � ��a��������. ����� ���� �������� ������������ ������ ��������� �, �������� ��
������� ����� �����, ���� ����� �������. ��� ���������� ����� ����������� ����� ���-
������� ������� ���������������� ���������, � ��� �����, ������ � ������. ������
����� ������� ���������� ����� ����� ���� �� ����������. ������� ��� ����� ��������
������ ���������� �����, ������� ����� ��������� �������������� �������� �������
��������� ���������.

�������� �����: �������������� ���, ���������� �������, ���������� �����������
�������, ������������� ���������� �������, ��a��������.

������������: 22 ��������.

CLASSES OF FINITE ORDER FORMAL SOLUTIONS
OF AN ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATION

I. V. G����c����a (M��c��)

Ab���ac�

I� ���� �a��� �� ����c� �����a� c�a���� �� ����� ����� ����a� ��������� �� a� a���b�a�c
(��������a�) �����a�� ���������a� ���a���� (ODE), ��a� ca� b� ca�c��a��� b� ��� ������� ��
��� ��a�a� ����� �������� ba��� �� ����������� ��a���� ����� �� ��� ���a���� b� ��� N������
B���� �������.

B����� ��a� �� ���� �a��� �� ����� ��� ������� ��a� �� a ����a� �������� �� ��� ����c��� c�a��
������ ���� ��� ���� a�������a���� (��� ����ca����) �� ���� �������� �� a (����a�) �������� �� ���
���� a�������a���� �� ��� �����a� ���a���� (��a� �� ca���� ��� ����ca��� ���a����). Ca�c��a���
����a� ��������� b� ��a�� �� ����� ������� ���a�� �� ��c� ���� �����a� c�a���� �� ��� ����a�
��������� ��a� a�� ca���� ����-ba��� ������ a�� ��a�������� �� ��� ������� �a����. G���-ba��� ������
a�� ��a�������� a�� �a���� ��� �b��c�� a�� �� ����� �� ��� �a��� ���b�� �� ��b��ca����� ���� a��
�������� �������. S�c� ������ a���a� a���� ����a� ��������� �� ���������a� ���a����� ��c������
���a����� ��a� a�� ������a�� �� �����c�. O���� �����a� ������� �� ��� ca�c��a���� �� ��c� ������
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�� ��� ����� ���. T�������� �� �� ������a�� �� ����c� ��� c�a���� �� ����a� ��������� ��a� ca� b�
ca�c��a��� a���������ca��� b� ��� ������� �� ��� ��a�a� ����� ��������.

K�������: a���b�a�c ODE, ����a� ��������, ca�c��a���� �� ����a� ��������, c�a����ca���� ��
����a� ���������, ��a��������.

B�b�����a���: 22 ������.

�����������

D � �������� ������� ������������ ��������� ����������� �����, ��������� ��������
�������� ����;
D∞ � �������� ������� ������������ ��������� ����������� �����, ��������� ��������
�������� �������������;
R � ��������� ������������ �����, ����������� +∞ � −∞;
R∗ � C∗ � ��������� ������������ � ����������� ����� ��� ���� ��������������;
Z+ � R+ � ��������� ��������������� ����� � ������������ ����� ��������������;
O(D) � ��������� ����������� � ������� D �������;
C[x] � ��������� ����������� � ������������ ��������������;
C[x, 1/x] � ��������� ����������� ������ � ������������ ��������������;
C[[x]] � ��������� ���������� ����� ������� � ������������ �������������� � ������-
����� ����� x = 0;
C(x) � ��������� ������������ ������� � ������������ ��������������;
C((x)) � ��������� ���������� ����� ������ � �������� ������� ������ � ������������
�������������� � ����������� ����� x = 0;
i � ������ �������;
O∗(ϕ(x)) � �������, �� ������ �� ������������� ������������ ������������� ��������� �
������ ������� ϕ(x), �� �� ���������� ���������� ����� ��������� �� ��������� � ϕ(x)
�� ���� ���������� ������ ��������������� ������� (� ������� �� ������������ O (ϕ(x)),
������� ��������� o (ϕ(x))). ��������� �� ������������ O � o ��. � ��. 1 [1].

1. ��������

������������ � ������ [2] ������ ������� ��������� ��������� ��������� ��� �����-
�������� ������������ ���������������� ��������� ��������� �� ���������� �������
(��� ���������� ����������� �������), ������� ��� �������������� �����, ����������
��������� ������� � ������������ ������������ �������, ������� � ��������� ���������.
��������, ��� ��������� ����

f(x, y0, . . . , yn) = 0, yj = xjy(j), (1)

��� f(x, y0, . . . , yn) � ��� ������������� ������� � ��������� ������� U ⊆ Cn+2, ����������
(�����������) ������������� ������������ ���������������� ����������. ������� ���-
���� ������������� ������������ ���������������� ��������� �������� ��������������
������������ ���������������� ���������. (�����������) �������������� ������������
���������������� ��������� � ��� ��������� ���� (1), ��� f(x, y0, . . . , yn) ∈ C[x, y0, . . . , yn],
�. �. f(x, y0, . . . , yn) � ��� ������� ����� ���������� c ����������� ������������ ����-
����������. ����� � ������ ����� ��������������� ������ �������������� ������������
���������������� ��������� � �� ���������� �������. �������, ��� ��� �����������
����������� �������, �������� ��� ��������������� ����, ������ ���������� ����������
������������� ��������� ����� ����, �������� ��� ��������� (������� �������), � �����
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����������� ���������� ������������ ���������� � ������, � ������� ��� ������������ ��-
�������� ����������. ��������, ��� ���������� �������������� ��� � ��������������
������� �������� ���������� �������� ������������� ����������������� ���������, ��-
�� ����� ����������� ��� � ���������, ��������� ���������� ������� ���������, ��������
� ����������������� �����, ���������� ���������� ��� � �������� ��������������, �
�������� ��������� �� �� ����� ������� ��������������, ��� � ��� ��������� ����.

� �������� �������� ������� ������� ������� ��������� ��������� ��������� � �������-
����� ������������� ���������� �������. ���, ��� ������� ��������� ������� � �������
������� ������� ��������� ��������� [3] ���� ������� (� ��������� � ���������� ������
������) ��� ���������� ������� � ������������ ������ � �������� ����� ��� ���� ���������
���������� ���������, ������� ����������� �� ���� �����: ���������, ��������-���������-
������, �������, ������������ � ����������������. ��� ���������� ������� ���������-
���� ����������������� ��������� ���� ���� ����� � ������ ������ ����� ����� ��������
������ ����������. ��������, ��� ���������� ������� ������� ��������� ������� ����
���� ����� � ����������� ����� x = 0 ����� �������� � ����

∞
skck(x) x , (2)

k=0 

��� sk ∈ C, Re sk < Re sk+1, lim Re sk = +∞, � ������������ ck(x) ����������� ��������
�����:

k→∞ 

� c0(x) ∈ C∗, ��������� ck(x) ∈ C[xαi, x−αi], α ∈ R (��������� ����������),

� c0(x) ∈ C∗, ��������� ck(x) ∈ C[ln x] (��������-��������������� ����������),

� ��� ck(x) ∈ C((ln−1 x)) (������� ����������),

βi −βi], βi)� c0(x) ∈ C[x , x ��������� ck(x) ∈ C(x ⊂ C((xβi)), β ∈ R∗ (����������������
����������),

� ��� ck(x) ∈ C(x γi) ⊂ C((x γi)), γ ∈ R∗ (������������ ����������).

�� ����� ����, ���������� ������� sk ����� ��� ���� ���������� ������� ���� (2) ��-
����� ��������� �������, ����� ��������� ����������.

��� ��� ��������, ��� �������� ��������� � ������ ������ ������������ C((xβi)) � ���
��������� ���������� ����� ������ � �������� ������� ������ � ����� xβi = 0. ��� ����
����� β ���������� ��� ���� ck(x), �. �. ������ ����������� ck(x) � ��� ��������� ��� ��
������������ �������� xβi, ��� β ����� ���� ��� �������������, ��� � �������������
������������ ������.

�������, ��� ����� ���������� ������� ��������� ������� ��������� ���� ���������
������� ����� ������� ������ ���������� ���� ������������� ����� (��., ��������, [4]�
[8]). ��, � ������� �� ������� ��������� �������, ��� ��� ������� ��� ���������� ������� �∑∞φ(x) φ(x))k���� ���������������� ���������� c e + k=2 bk(x) (c e , ��� c ∈ C, bk(x) ∈ C((x)), 
φ(x) ∈ C[ln x]((x)) (��. [9]). ��� ���������� � ���� ������ �� ���������������, ���������
����� ����������� ������� ������.

� ���� ������ ��������������� ������������ ���� ���������� ������� ��������� ��-
����� ��������������� ������������� ����������������� ���������, ������� ����� ����
�������� � ������� ������� ������� ��������� ���������. � ������� 2 �������� ����� ��-
��� ���������� �������. � ���������, � ���� ����� ������ ���� � �������������� ck(x),
������� �������� ������� ��������� � ������������ ������� �� ��������� ������� �
������������ ������������ �������.
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��������, ��� ������ ������� ��������� ��������� ������������ �� ������ ���������
������� ������ ��������� �� �������������� �������������. ������������� ��������
����� �������������� ������������� ����������������� ��������� � ��� �������������
��������� �� ���������, ������� �������� ������� �� ������ � �����. ������ �������
��� ����� ������������� ������, ���������� ��� ������ ��������� � �������� ������-
������ ���������������� ���������. ��� ��������� �������� �������� � ������������
�������� ����������� � ��������� ���������� � �������� ����������� ��������� (������-
������ ���������). ���� ��������� � ������ ��������� ����������� ��������� �������� �
������� 4. ����� �������� ��. [2] � [3, ��. 1].

�� ��� ��� ��������� ���� ����� ������������, ��� ������ ����������� �����������
������� (2) (������ ���� c0(x)xs0 ���� (2)) �������� �������� ������������ ���������. ���
�������� ��� ��������� ���������� � ������������� ������������ ������� [2], �� �������
�������������� ��� ��������� �����, ������������� �����. �������������� ������ �����-
������ (������� 1 �� ������� 4) � �������� �������� ����������� ������. � �������� 2 � 3
����������� ���������� ����� ��������� ������� ���������� ������� ��������� �����-
��, � ������� ��������� ��������� ���� 5 ����� (����� 1 �� ������� 3). ������� 1 �������
4 ������������ ��� ����� ��������� ������� ���������� ������� ��������� �������, ��-
��������� � ������� 2. ����� ����� �������, ��� ���� ���������� ������ ������������� ����
����� �������, ����� ���������� ����� ���� ���� �����.

�������, ��� �������� �������� ��� ���������� �������������� ������������� ��-
������ ������� ������� �������. ����� ��������, ��� ������� ϕ(ξ) � ����� ξ = 0 �����
������� ord 0 ϕ(ξ) ∈ R, ���� ���������� ������

ln |ϕ(ξ)|
lim = ord 0 ϕ(ξ). (3)
ξ→0 ln |ξ|
ξ∈D 

�������� ������� ��������� ������� ������� ϕ(ξ) � ����� ξ = ∞. ������� ϕ(ξ) �
����� ξ = ∞ ����� ������� ord ∞ ϕ(ξ) ∈ R, ���� ���������� ������

ln |ϕ(ξ)|
lim = ord ∞ ϕ(ξ). (4)
ξ→∞ ln |ξ|
ξ∈D∞ 

�������� ����������� ������� ������� ����������� � ������ ����� �������, ��., �����-
���, ��. V � [11].

�������, ��� ����� �������, ������������ � ���������� �������� ��������� �������
��������� �������, ������� ��������� ������� c ������������ ������������ ������� �
���������. ����� �� ���� ������� �������� ��� ���������, ��� �� ������� � ���� � �����-
�������� ���������. ����� ����, ���� ������������������� ����� �� ���� ������� n ���,
�� ���������� �������, ������� ������� � ���� � � ������������� ����� ��������� (�������,
���� ������ ��� ������� �� ����� ������������ ����), �� ������ �� n ������ �������� �
���� � � ������������� �������� �������. ��������, ���������� ��������� ������� xα �
�� n-�� ����������� α(α− 1) · . . . · (α− n + 1)xα−n , α ∈ C \ Z. ��� ��� ����� �����������

αord0 x 
α = ord∞ x = Re α 

�

α−n) α−n)ord 0(α(α− 1) · . . . · (α− n + 1)x = ord ∞(α(α− 1) · . . . · (α− n + 1)x = Reα− n. 

������ ���� ������: �������� ����� ������ ���������� ������� ��������� �������
�������������� ������������ ���������������� ���������, ������� ����� ���� ���������
� ������� ������� ������� ��������� ���������.
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��� ������, ��� ���������� �������� ������ ���������� �������������� �����, ��-
����� �������� ������ �� ����, ���������� ϕ̂ (������ ���������) ������� ��������
������ ����������� ������ ����������� ���������� ξ, ��� ������� � ������ ξ = 0 
� ξ = ∞ ������� �� ����� ��������� � �������� ��������� ���� (������� ������� ���-
�������� ���� ����� ���� � ������� 2). ����� ����, ����� ����������� ���������� ϕ̂ � ��-
�������� ������������ ���������������� ��������� P0(u0, . . . , un) = 0 (��� uj = xj u(j),
P0(u0, . . . , un) ∈ C[u0, . . . , un]) ���������� ���������� ��� P0(ϕ̂0, . . . , ϕ̂n) (ϕ̂j = xj ϕ̂(j))
���� �� ������, ��� � �������� ���, ������� �� � � ��������� ������������ (����� ��-
����� ������� ��� ���� ������������� � ������ ξ = 0 � ξ = ∞ ����� ������� ����-
��������� ����������� ���� � ������� ��������� ����), � � � � ��� ��� ������������ �
��� ���� (����� ������� ������������� ���� ����� −∞, ��������� ���� ��� �������������
�������������� ���� � � ���� ������ �������, ��� ���������� ��� ������������� �����
���������). ����� ���������� ��������, ��� ���������� ������ �������� ������������ ��-
������������ �������� � �����������������. ��� ����� �� �������, ������������ � ����-
���������� �����, �� ����� ��������� ��������� ������� �� ������� ����� ����������-
������� � ������� ����������� �� �� ���� (��. ������� 1�3 � ������� 2). ���, ��������,
������� x � ln−1 x ������������� ������� 1. �� ������ �� ��� ������������� ������
������� 2, � ������ � ������ ������� 3. ����� ����, ��� ��� ���� ������� �����, � �������
4 ������������ ������� 1 ��� ���������� ������� (����������� ������) ��������������
������������ ���������������� ���������.

� ������ [12, ��. 1] ������������ ������ ������� 1 �� ������� 2 ��� ���������� �������,
������� �������� ������, ����������� ������������ ������� x � ln x. ��� ���� ������
��������������, � �� ������������ ����������� ������ ���������� ������� ����������-
������ ��������� ������������ �������������� �������� � �����������������.

2. � ������� ���������� ������� ���, ������� ����� ����
������� �������� ������� ��������� ���������

2.1. ���������� �������

���������� ������������������ �������

{ϕk0(ξ0)}∞ (5)k0=0, 

��� ξ0 � ��� ����������� ����������� ����������, ξ0 ∈ D, ϕk0(ξ0) ∈ O(D),
ϕk0+1(ξ0)

lim = 0, 
ξ0→0 ϕk0(ξ0) 
ξ0∈D 

�. �. ϕk0+1 = o(ϕk0).
���������� ���������� ���

∞

αk0 ϕk0(ξ0), αk0 = const ∈ C, (6)
k0=0 

��������������� ������� ������� (5).
����� ����� C0 
��������� �� �������� ������

��������� ����������� ������ ���� (6).

∞

C1 ϕk0 ϕk0 

Cj ���������� ����� j + 1 ����������
j = 1, . . . , N , N ∈ N. �� ������ ���� �������� ��������� �����

ξ0, . . . , ξj , ���

 
∈ C̃0= (ξ1)ϕk0(ξ0) , 

k0=0 
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ϕk0 

�� ������ � �����  
∈ C̃1=

∞

C2 
k0=0 

�. �. �., � �� N -�� ���� � �����

ϕk0

(ξ1, . . . , ξN )ϕk0(ξ0) 

(ξ1, ξ2)ϕk0(ξ0) , 
 ∞

CN = 
k0=0 

���

∈ C̃N−1ϕk0 ϕk0 

ϕk0(ξ0) ∈ O(D), ϕk0+1 = o(ϕk0), 

ξ0 ∈ D, ξi+1 = ξi+1(ξi), ξi+1 ∈ O(D), i = 0, . . . , N − 1. 

∞

ϕk0

, 

�������, ��� ��� (ξ1)ϕk0(ξ0) ������ C1 ����� �������� � ����
k0=0  

∞ ∞∑ 
k =0 k =00 1

 αk0k1ϕk0k1(ξ1)ϕk0(ξ0), 

∞

k0=0 

ϕk0

∞ ∞ ∞

k0=0 k1=0 k2=0 

�. �. �.
����� ��������� �������, ��������� � �������, ����� �������� � ��� �������, ����� ���

�� �������� � ��������, � ����� ���������� ���������� ������.
C����������� �������, ����������� ��� ����������� ����������� ������� ����������

����� C(ξ0), . . . , C(ξ0, . . . , ξN ), N ∈ N, ������� �������� ��������� ��������������
������������ ���������������� ��������� � ����� ���� ��������� � ������� �������
������� ��������� ��������� [2] (���������� �� ��������� ������������ ��������� ������-
����� �������������� �������������).

������� 1. ����� ������� ϕ(ξ) ���������� ��������������� ℓ ��� � �������� D �
D∞, ℓ ∈ N. ����� ����, ��� ��� � �� ����������� ����������� �����������

ord 0 ϕ(ξ) = ord ∞ ϕ(ξ) ∈ R, 

� ���� ϕ(ℓ)(ξ) ̸≡ 0 � ϕ(ℓ−1)(ξ) ̸≡ 0, ��

ord 0 ϕ
(ℓ)(ξ) = ord ∞ ϕ

(ℓ)(ξ) = ord 0 ϕ
(ℓ−1)(ξ)− 1 = ord ∞ ϕ

(ℓ−1)(ξ)− 1 ∈ R. 

������� 2. ����� ������� ϕ(ξ) ������������� ������� 1 � � �������� D � D∞ ���
ϕ(ℓ)(ξ) ̸≡ 0 ����� ����� ���������

��� (ξ1, ξ2)ϕk0(ξ0) ������ C2 � � ����

 αk0k1k2ϕk0k1k2(ξ2)ϕk0k1(ξ1)ϕk0(ξ0), 

 

ξℓ ϕ(ℓ)(ξ) 
= O ∗ (1). 

ϕ(ξ) 
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������� 3. ����� ������� φ(ξ) ������������� ������� 1 � � �������� D � D∞ ��� ���
����������� �����������

φ(ℓ)(ξ) ̸≡ 0, 

ξℓ φ(ℓ)(ξ) 
= O(1). 

φ(ξ) 

����� ����, �������� ������� ξ(φ) ���������� ��������������� ℓ ��� � ������� E ,
��� E � ��� ����� ����������� φ : D → E˜ , ˜ D ⊂ D∞, ��������� ˜D ⊂ D ��� ˜ D �����,
��� ��� ξ → 0 ��� ��� ξ → ∞, ξ ∈ D̃, ����������� φ(ξ) → 0, φ(ξ) ∈ E . � ����� �����
���������

lim φℓ ξ(ℓ)(φ) = lim ξ(φ). 
φ→0 φ→0 
φ∈E φ∈E 

��������� ��������� 1�3, ��������� ���������� ����������� ������ ���������� �����
C(ξ0), . . . , C(ξ0, . . . , ξN ).

���������� ��� ������ C0 ����� �������� � ������ C(ξ0), ���� ������� ϕk0 ������-
������� ������� 2.

���������� ��� ������ C̃j , j = 1, . . . , N , ����� �������� � ������ C(ξ0, . . . , ξj), ����

- ������� ϕk0(ξ0), . . . , ϕk0...kj (ξkj ) ������������� ������� 2,

- ������� ξi+1(ξi) ������������� ������� 3, i = 0, . . . , j − 1,

- ξi = o(ξi+1), ln |ξi+1| = o(ln |ξi|), 

- ϕk0 = o(ϕk0k1), . . . , ϕk0...kj−1 
= o(ϕk0...kj ) ��� ���� ϕk0 , . . . , ϕk0...kj , ����� ���, ���

������� ������������ ϕk0 . . . ϕk0...kj ���������.

����� ����� ��������, ��� ���� (������� ���) ������� � ������ C(ξ0), . . . , C(ξ0, . . . , 
ξN ).

2.2. ������� ����� ���������� �������

������ 1. ���������� ���   
∞ ∞ ck0k1 (ln

−1 x)k1 x k0 (7)
k0=0 k1=0 

������ C 
( 
x, ln−1 x 

) 
(����� ���� ��� ��������� � ������� ����������� � �������������

����������, ��������� � ������� [2] � [3]), ���

∞

ck0k1(ln
−1 x)k1 ∈ C[[ln−1 x]], 

k1=0 

x ∈ D, D � �������� ������ � �������� � ���� ��������� �������� � ��������� �������,
����� ����, �������� (0, 1] ⊂ D, � D∞ � ��� ���������, ���������� ��������� ��������� D.

�������� ������� �������������� ����������� ���� (7) ������ C (x, ln−1 x .

� ������� xk0 ������������� �������� 1 � 2. �������������,

k0 k0ord 0 x = ord ∞ x = k0. 
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���� k0 > ℓ, ����� ( )(ℓ) ( )(ℓ)
k0 k0ord 0 x = ord ∞ x = k0 − ℓ, ( )(ℓ−1) ( )(ℓ−1)

k0 k0ord 0 x = ord ∞ x = k0 − ℓ+ 1 

� ( )(ℓ) ( )(ℓ)ℓ k0 ℓ k0x x x x
lim = lim = 

k0 x→∞ k0 
x∈D 
x→0 x x

x∈D∞ 

= k0 (k0 − 1) · . . . · (k0 − ℓ+ 1) ∈ N. 

� ������� ξ1 
k1 , ξ1 = ln−1 x, ������������� �������� 1 � 2 ������������ ���������� ξ1.

����������� ����� ��, ��� ��� ������� xk0 . ������� �� �� ���������.

� ������� ln−1 x ������������� �������� 1 � 3. �������������,

ord 0 ln
−1 x = ord ∞ ln

−1 x = 0. 

����� ����, ( )(ℓ) ( )(ℓ)
ord 0 ln

−1 x = ord ∞ ln
−1 x = −ℓ, ( )(ℓ−1) ( )(ℓ−1)

ord 0 ln
−1 x = ord ∞ ln

−1 x = −ℓ+ 1, ( )(ℓ) ( )(ℓ)ℓ ℓx ln−1 x x ln−1 x 
lim = lim = 0, 

x→∞x→0 ln−1 x x∈D∞ 
ln−1 x 

x∈D 

lim tℓ (exp (1/t))(ℓ) = lim exp (1/t) , (8)
t→0 t→0 
t∈E t∈E 

��� t = ln−1 x, E = {Re t < 0} ��� x → 0 ��� E = {Re t > 0} ��� x →∞.

k0+1 x)k1+1 
� x = o(xk0), (ln−1 = o (ln−1 x)k1 ,

� x = o(ln−1 x), ln | ln−1 x| = o(ln |x|),

� xk0 = o (ln−1 x)k1 ��� ����� k0 � k1.

��� ����������� ������� �����������, �������������, ��� (7) ����������� ������
C x, ln−1 x .
������ 2. ���������� ���

∞

Rk0 x i x k0 (9)
k0=0 

������ C (x) , ��� Rk
(j

0 

) 
xi xj � ��� �������, ������������ ������������ ������� xi 

(j = 0, . . . , ℓ ∈ Z+) � ����������� � �������� D � D∞, D � ��� �������� ������
��������� �������� � ������ ������� � C∗ � �������� � ����, � D∞ � ��� ���������,
���������� ��������� ��������� D, ���� �������� � ������ ������� D ��������� ����,
��� ��� ��������� D � D∞ �� �������� � ���� ������ ����� xi = a ̸ 0 (���, ��� �� ��= 
�����, ln x = arg a− i ln |a|), ������������� �� ����� arg x = − ln |a|, a � ��� ����� ��� ����

i������������ ������� Rk
(j

0 

) 
x xj . �������, ��� ���� ��� ����� ���������� � ���������,

���������������� ��� ������������ ����������� � ������������� ����������, ������-
��� � ������� [2] � [3]. �������, ��� ������� xi = exp(−arg x) · exp(i ln |x|) ���������� � D 
� � D∞ (�������� arg x ����������, � �������� ������� exp(i ln |x|) ����� �� ���������
����������).

�������� ������� �������������� ����������� ���� (9) ������ C (x).
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� ������� Rk0 xi xk0 ������������� ������� 1. �������������,

i k0 i k0x= =ord 0 Rk0 x x ord ∞ Rk0 x k0. 

������� ������������ ������� ����� ����� �������� ���� ������� � � ����, � � ���-
����������, �������

i k0 iRk0 ord 0 Rk0ord 0 + k0,x x = x

i k0 iRk0 ord ∞ Rk0ord ∞ + k0,x x = x

�
i iord 0 Rk0 ord ∞ Rk0 0.x = x =

�������� � ����. ���������� ����������

��������� ������� Rk0 xi �� ���������� �� � ����, �� � ������������� � �������

iln Rk0 x
x→0 ln |x|
ξ∈D 

iord 0 Rk0 limx = .

D, ������ |xi|
�������������, ������

��������� � ���� ������ �������������� �����������,−exp( )arg x ∣∣i ����� ��������� � ���� ������ �������������� ���-
����� ����������

=
Rk0 x

i�������� � ������� D. ������ �������, ��� ������� ln Rk0 x
� ����, �. �. ord 0 Rk0 xi� ������� D ��� �������������� ���������� |x|

������� ������������, ��� ord ∞ Rk0 xi = 0.
0. ���-=

( 
Rk0 

)(ℓ)
i k0� ���� ����, ��� ̸≡ 0,x x

+ ln

ℓ

j=0 

αj R xi ,ln k0 
)(ℓ) ℓ

j=0 

(j) (j)k0−ℓ k0−ℓi iRk0 αj R= ln = lnx x x x xk0 k0 

���
j

αj = Cℓj (k0 − j + 1), 
t=1 

ℓ
(j) iCℓ � ������������� ������������, ������j ��������� � ���� ������αj R xk0 

j=0 

�������������� ����������� � �������� D � D∞ (��� ������� �� ����, ��� ������
i|
(j) 

exp(−arg x) ��������� � ���� ������ �������������� �����������, � �������
i xj �� ���������� �� � ����, �� � ������������� � �������� D � D∞) � � ����

|x
R

=

xk0 
�������� ����������� ��������� )(ℓ) )(ℓ)

i k0 i k0ord 0 Rk0 Rk0 k0 − ℓ,ord ∞x x = x x =

)(ℓ−1) )(ℓ−1)
i k0 i k0ord 0 Rk0 Rk0 k0 − ℓ+ 1,ord ∞x x = x x =

ℓ i k0x Rk0 x x
)(ℓ) 

= O ∗ (1). 
Rk0 (xi) xk0 
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( ) ( ( ) ) 
i k0+1 i k0

� Rk0+1 x x = o Rk0 x x . 

��� ����������� ������� �����������, �������������, ��� (9) ����������� ������
C (x).

����� 1. ��������� �� �������� ���� ����� ���������� �������, � ������, ������-
���, ��������-���������������, �������, ���������������� � ������������ ����������,
��������� � ���������� ������� C(x, ln−1 x) � C(x).

�������������� ����� 1 ���������� ���������� �������������� �������������� ���-
������� ����� �� �������� 1 � 2 � ������� C(x, ln−1 x) � C(x).

�������, ��� � ����������� ������� ���������� ���������� ����� ���������� �������
(���� � ��������� �� �������� ������) �������� �������� ������� �������. �������� �������
(���������������, ����������, �������������) ����� ����� ��� ����� ������� ������. ���-
��� ��������� ���� ������ ��������� ����������� ������� ��������� � ���� ������������
��������� ������� � ������������ ����������� ������� � ������� �������� ������� �����-
�����. �� ����� ����������� (������ ��������) ������������ ���������������� ���������
�� ������ ��������� �� ���� ��� ������ ������ (����� �������� ���������� � ��������� ��-
����� ����� ���������) � ���������� ��� ���������� ������� � ���� ������������ ���������
������� � ��� �� ����� ������������ ����������� ������� � ���������� ���� �� �������
�������� ������� � ����������� ���� (��� � ����������� ������ ������ ��� �������� �����, �
����������� �� ������������ ������). �� �� ����� ����� ����� � ��� ��������� ���������
����. �� ���� ������� ��������� ������� D � D∞ � ������� ��� ��������� ������������
���� ����� ����� ���� ��������� �������� � �������������� �������.

������ ��������� ���������� ���� ���������� ������� � ������� ����� � ������ ����-
���. �� ����� ����� ������� � �����, ���������� � ����������� ����������, ����-ba���
������ � ��a�������� (��., ��������, [13]�[16]). ������� ����������� ������� ����-ba��� ������
� ��a�������� ������� ���������� ��������� ����������. ��������� � ���� ������ ����-ba���
������ � ��a�������� �� �������� ��������� ������������, � � ������� [13]�[16] ����� ���-
�� ������� ����������� � ������ ������� �� ���������� � ��������, �� �� ��������� ��
�����������. G���-ba��� ������ � ��� ���� ������ ������ ���������� � ����������� ���� �
�������� ������� ������, ������ ���������� ���� � ��� ������� ����������� ����������,
������� � ��������� ����������� ���� �������� ���������� ����� ���������. T�a���������
��� ������ ������������� ���������� ����� ������, ������������ ������������ � ���-
��������� ��������� �������, ���������� � ��������� � �������� ������ ����������
�������. ��� ������ �������������� ������� ����� �������� ��������������� �����-
����������, �� ��������� ������������ ����� ��a��������, ������� ����� ��������� �������-
����� ���� (�. �. ����� ��a�������� ����� �� �������� ���������� ���������, ��� �������
����� ������������� ������ ��������), �� ���������� ����� �������� ����� ���������������
���������� ��������������� ����������������. �������� ��a�������� �������� �����

∞
−k −mx x e 

k,m=0 

−1 � e−xc ����������� x , x ∈ R, x → +∞. � ���� (��. [13])

∞ ∞∑ ∑ 
kx k −ex � e , x ∈ R, x → +∞, 

k=0 k=0 

�� �������� ��a�������� ��������� ������ ��� ������������ ���������� �������� �����-
���������� ���������������, � ������ � ����� ����������� ����� ����������. �������� ���-
������� ���������� � ����� ������������ ������� �������, ��������� ��� ���������� ��



∑ 

[ ] 

74 �. �. ���������

���� ���������� � ��������������� ���������� ��������� ������� ���������. ��������,
������ ��������� ������� ��� ��������� ��������� ���������� ��������� ������������� �
������������� �������� [17], � ��� ������� ����� ��������� ������ ������ � �������� ��-
���, �������� ��������� ���������� ����������, ����������� � ������� ������� �������
��������� ���������. �, ��� ��� ���� �������, ��� ���������� ����������� ������������
� ����������.

2.3. � ������� ����������� ���� ���������� �������

���������� ��� ϕ̌, ������������� ������ C(ξ0, . . . , ξN ), ������������ � ����

∞

ϕ̌ = αk0k1...kN 
ϕk0k1...kN 

(ξN ) . . . ϕk0k1 (ξ1) ϕk0(ξ0). (10)
k0,k1,...,kN=0 

�������� p(ϕ̌) ∈ R ���������� ����������� ���� (10) ������ C(ξ0, . . . , ξN ) ����� �������
������� ��� ������� ���������� ����� � ����� ξ0 = 0 (��� � ����� ξ = ∞, ��������� �������
������� ���������� ����, ���������� ������, ��������� � � ����, � � �������������), �. �.

p(ϕ̌) = ord 0(α0...0 ϕ0...0 . . . ϕ0) = ord ∞(α0...0 ϕ0...0 . . . ϕ0), α0...0 ̸= 0. 

����� ����, �������, ��� p(ϕ̌) = ord 0(ϕ0(ξ0)) = ord ∞(ϕ0(ξ0)). �������������,

ln |α0...0 ϕ0...0 . . . ϕ0|
p(ϕ̌) = lim = 

ξ0→0 ln |ξ0|
ξ0∈D 

ln |α0...0| ln |ϕ0| ln |ϕ00| ln |ξ1| ln |ϕ0...0| ln |ξN |
= lim + + + · · · + = 

ξ0→0 ln |ξ0| ln |ξ0| ln |ξ1| ln |ξ0| ln |ξN | ln |ξ0|
ξ0∈D 

ln |ϕ0|
= lim = ord 0(ϕ0(ξ0)) = ord ∞(ϕ0(ξ0)). 

ξ0→0 ln |ξ0|
ξ0∈D 

�������� �������� ���� ������ C(ξ0, . . . , ξN ) ����� ������� −∞.
��������, ��� ������� ��� ������ C(ξ0, . . . , ξN ) � ��� ��� ���� (10), ��� ��� αk0...kN 

= 0.

��������� 1. ��� ����������������� ����������� ����� ����, ���������� ��� � ��-
����� ������. ����������� ���� �� ��� ��������� �� ����������� �����, �������������
����� ����. �� �� ����� ������ �� �����, ��������� ��� �������� � ���������� ������-
���. ��������, �� �������� ��������� � ���������� ����� ����������������� ����. ���
���� ���� ����� ����������, ��� ��������� ��� ������� ������� � ������� ����������-
���.

3. �������������� ����������� ����������� ������ ����������-
�� �������������� �������� � �����������������

3.1. �������������� ����������� ������������ �����������������

dϕ̌
����������� 1. ���������� ��� , ���������� � ���������� �����������������

dξ0 
�� ξ0 ���� ϕ̌ ������� p(ϕ̌) ������ C(ξ0, . . . , ξN ):

1) ����� ����������� ������ C(ξ0, . . . , ξN ), �
2) ��� ������� ������ ��� ����� p(ϕ̌)− 1. 
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dϕ̌
��������� 2. � �������� ����������� 1 ������� ����������� ���� ����� ����-

dξ0 
��, ��� p(ϕ̌) − 1, ������ � ��� ������, ���� ��� ϕ̌ ���������� � ����������� ����� � ��
�������� ������ ������ �������� �������, �� ���� ��������� ������� ������� ���������

dϕ̌
p = p(ϕ̌)− 1. 

dξ0 

�������������� ����������� 1. ������� ������� ������ ����� ����������� 1. ���
�������� ��������� ����� ������������� ������ N = 1, �. �. ϕ̌ ∈ C(ξ0, ξ1).

������� ��� ϕ̌ � ����
∞

ϕ̌ = αk0k1 ϕk0k1(ξ1)ϕk0(ξ0). 

����������������� ��� �� ξ0 � ������� ���

k ,k =00 1

∑ 

∑ 

∞
dϕ̌ ϕk0(ξ0)αk0k1 Φk0k1(ξ1) , (11)=
dξ0 ξ0

k0,k1=0 

���
ϕ ′ k0(ξ0) ξ0 Φk0k1(ξ1) = ϕ ′ (ξ1) ξ1

′ (ξ0) ξ0 + ϕk0k1(ξ1)k0k1 ϕk0(ξ0) 

��� ϕ ′ (ξ0) ̸≡ 0 ��� ϕ ′ (ξ1) ̸≡ 0, �k0 k0k1

ϕk0k1(ξ1)Φk0k1(ξ1) = ξ1
′ (ξ0) ξ0, � αk0k1 = 0,

ξ1 

��� ϕk0(ξ0)ϕk0k1(ξ1) = const.
�������, ��� ��� (11) ����������� ������ C(ξ0, ξ1), �. �. ������� Φk0k1(ξ1) � ϕk0(ξ0) 

�������� ����������

1. Φk0k1+1 = o(Φk0k1),

Φ
(ℓ) 

(ξ1) ξ
ℓ

k0k1 1 (ℓ)2. = O ∗ (1), ���� Φ (ξ1) ̸≡ 0,
Φk0k1(ξ1) 

k0k1

(ℓ) (ℓ−1)3. ord0 Φ (ξ1) = ord0 Φ (ξ1) − 1 �k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)
ord∞ Φ (ξ1) = ord∞ Φ (ξ1) − 1,k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)���� Φ (ξ1), Φ (ξ1) ̸≡ 0,k0k1 k0k1 

4. ϕk0 = o (Φk0k1) ��� ���� ϕk0 � Φk0k1 , ����� ���, ��� ������� ������������ ϕk0Φk0k1 
���������.

�������� 1. ���������� ��������� Φk0k1+1/Φk0k1 . ��������� ������� ϕk0k1(ξ1) �
ϕk0(ξ0) ������������� ������� 2, � ������� ξ1(ξ0) ������������� ������� 3, ��  O∗ (ϕk0s(ξ1)) , ���� ϕ ′ (ξ0) ̸≡ 0,k0

(12)Φk0s(ξ1) = 
ξ ′ 1(ξ0) ξ0 
ξ1(ξ0) 

 O ∗ ϕk0s(ξ1) , ���� ϕ ′ k0(ξ0) ≡ 0, 
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s = k1, k1 + 1. �����
Φk0k1+1 ϕk0k1+1

O ∗ = . 
Φk0k1 ϕk0k1 

� ��������� ϕk0k1+1 = o(ϕk0k1), �� �������� 1 ���������.

�������� 2. ��������� ��������, ��� ���� Φk
(ℓ

0

) 
k1
(ξ1) ̸≡ 0, ��

Φ
(ℓ) 

(ξ1) ξ
ℓ 

k0k1 1 
= O ∗ (1). 

Φk0k1(ξ1) 

����������������� ℓ ��� �� ξ1 ������� Φk0k1 . ����� ��������, ��� �����������

Φ
(ℓ) 

(ξ1) ̸≡ 0. ��� ����, ���� ϕ ′ (ξ0) ̸≡ 0 ��� ϕ ′ (ξ1) ̸≡ 0, �� �������� ���������k0k1 k0 k0k1

ℓ
[ ( )(p) ] ∑ ( ϕ ′ (ξ0) ξ0(ℓ) (ℓ−p+1) )(p) (ℓ−p) k0Cp ξ ′ Φ (ξ1) = ℓ ϕ (ξ1) 1(ξ0) ξ0 + ϕ (ξ1) ,k0k1 k0k1 ξ1 k0k1 ϕk0(ξ0)p=0 ξ1 

� ���� ϕ ′ (ξ0) ≡ 0 � ϕ ′ (ξ1) ≡ 0, �� ���������k0 k0k1

(ℓ) ϕk0k1(ξ1) ( )(ℓ)
Φ (ξ1) = (−1)ℓℓ! ξ1

′ (ξ0) ξ0 .k0k1 ξℓ+1 ξ1 
1 

����� ������������� �������� ���-��-����� ����������� ������� ������� (��. [18])

p ( )mt∑ ∏ (t)(x)d pf(g(x)) p! 
f (m1+···+mp)(g) 

g
= ,

dxp 
p

m1!. . .mp! t! ∑ t=1 
tmt =p 

t=1 

p ∈ N, m1, . . . ,mp ∈ Z+. �������� ��� ������� � ������ ��������� ����, �������� ����-
������� )(p) p! )(m1+···+mp) 

p
(ξ

(t)
(ξ1))

mt 
0ξ1

′ (ξ0) ξ0 = ξ1
′ (ξ0) ξ0ξ1 ξ0m1!. . .mp! t! 

p∑ t=1 
tmt =p

t=1

� ( )(p) ( )(m1+···+mp) p (t)ϕ ′ ϕ ′ (ξ0) ξ0 ∑ p! (ξ0) ξ0 ∏ (ξ (ξ1))
mt 

k0 k0 0 = . 
ϕk0(ξ0) m1!. . .mp! ϕk0(ξ0) t!ξ1 p ξ0∑ t=1 

tmt =p
t=1

�������� ����� �������� ��������� ���� � �������� ��� ����, ��� ������� ϕk0(ξ0),
ϕk0k1(ξ1) ������������� ������� 2, � ������� ξ1(ξ0) ������������� ������� 3, �������� ��-
�������

ℓ−p+1 (ℓ−p+1) ℓ−p (ℓ−p)
ξ ϕ (ξ1) = O ∗ (ϕk0k1(ξ1)) , ξ ϕ (ξ1) = O ∗ (ϕk0k1(ξ1)) ,1 k0k1 1 k0k1 

m1+···+mp 
)(m1+···+mp)ξ

( 
ξ1
′ (ξ0) ξ0 = O ∗ (ξ1(ξ0)) ,0 ξ0 ( )(m1+···+mp)ϕ ′ (ξ0)ξ0m1+···+mp k0ξ = O ∗ (1) ,0 ϕk0(ξ0) ξ0 

p p∏( )mt ∏( )mt(t) (t)
ξp ξ (ξ1) = ξ (ξ1) ξ

t , (13)1 0 0 1 

t=1 t=1 
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���
p

lim ξ
mt(t) 

0 (ξ1) ξ
t 
1 = lim ξ

m0+···+mp 

0 (ξ1). 
ξ1→0 ξ1→0 

t=1 

����� �������, ��������, ��� �������  O∗ (ϕk0k1(ξ1)) , ���� ϕ ′ (ξ0) ̸≡ 0,k0

Φ
(ℓ) 

(ξ1) ξ
ℓ 

k0k1 1 = (14)
ξ ′ 1(ξ0) ξ0ϕk0k1(ξ1) , 

 O ∗ ���� ϕ ′ k0(ξ0) ≡ 0. ξ1(ξ0) 

�������, �� ������ (12) � (14) �������, ��� �������� 2 �����������.
�������� 3. ���������

(ℓ) (ℓ−1)
ord 0(Φ (ξ1)) = ord 0(Φ (ξ1)) − 1k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)��� Φ (ξ1) ̸≡ 0 � Φ (ξ1) ̸≡ 0, ����������� ���������k0k1 k0k1 

Φ (ξ1)
(ℓ−1) (ℓ) 

ln |ξ1|. (15)lim ln (ξ1)/Φ = limk0k1 k0k1ξ1→0 ξ1→0 

��� ���� ��������� (15) �����������, ���� ����������� ���������

Φ (ξ1) =
(ℓ−1) (ℓ) |ξ1| (= 0). (16)lim (ξ1)/Φ limk0k1 k0k1ξ1→0 ξ1→0

����������� ������� �������� ��� ξ1 →∞. �������� ������� (14) � ����� ����� �����-
���� (16), �����, ��� ������� Φk0k1 �������� ��������� 3.

�������� 4. ��������� �������� (12), �������� ���������, ��� ϕk0 = o(Φk0k1).
������ ����� ����������� 1 ��������, ��� (11) ����������� ������ C(ξ0, ξ1).
������� ������ ����� ����������� 1. ��������� ��� (11) ����������� ������ C(ξ0, ξ1),

�� ��� ������� ������������ �� ������� ���������� ����� ����, �. �.

dϕ̌
p = ord 0 (ακ0κ1 Φκ0κ1(ξ1)ϕκ0(ξ0)) , ακ0κ1 ̸= 0. 

dξ0 

�������� ������� (12), � ��, ��� ������� ξ1(ξ0) ������������� ������� 1, �������� �����-
����

ln
ακ0κ1 Φκ0κ1 ϕκ0 

ξ0 ln |ακ0κ1 | ln |Φκ0κ1 | ln |ϕκ0 |+ + 
ln |ξ0| 

− 1 =lim = lim
ln |ξ0| ξ0→0 ln |ξ0| ln |ξ0|

(ξ0)− 1 > ord 0 ϕ0(ξ0)− 1 = p(ϕ̌)− 1.

ξ0→0 

= ord 0 ϕκ0 ✷

3.2. �������������� ����������� ������������ ������������

����������� 2. ����� ϕ̌+ ψ̌ ̸= 0 ���������� ����� ϕ̌ � ψ̌ ������ C(ξ0, . . . , ξN ) 
�������� p(ϕ̌) � p(ψ̌) ∈ R �������������� �������� ���������� ����� θ̌ ������ C(ξ0, 
. . . , ξN ) ������� p(θ̌) ∈ R, ��� p(θ̌) > min (p(ϕ̌), p(ψ̌)).

��������� 3. � �������� ����������� 2 ������ ����������� p(θ̌) > min (p(ϕ̌), p(ψ̌)) 
����� �������� ��������� p(θ̌) = min (p( ˇ ψ)), ���� p( ˇ ̸ p(ψ̌) ��� ����ϕ), p( ˇ ϕ) = 
p(ϕ̌) = p(ψ̌), �� �� ��� ��������� � k0 = 0 � ���� ����� ���������������.
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�������������� ����������� 2. ����� ��� �������� ��������� ����� ���������-
���� ������ N = ϕ, ˇ1, �. �. ˇ ψ ∈ C(ξ0, ξ1).

ˇ������� ���� ϕ̌ � ψ � ����

ϕ̌ = 
∞∑ 
k0=0 

ϕ̃k0(ξ1)ϕk0(ξ0), ϕ̃k0(ξ1) = 
∞∑ 
k1=0 

αk0k1 ϕk0k1(ξ1), (17)

ψ̌ = 
∞∑ 
k0=0 

ψ̃k0(ξ1)ψk0(ξ0), ψ̃k0(ξ1) = 

∞∑ 
k1=0 

βk0k1 ψk0k1(ξ1), (18)

� �� ����� θ̌ � � ����

θ̌ = 
∞∑ 
k0=0 

θ̃k0(ξ1) θk0(ξ0), θ̃k0(ξ1) = 

∞∑ 
k1=0 

γk0k1 θk0k1(ξ1). (19)

���������� ����� ���� (19) ��������� �������:

θ0 =

 
ϕ0 ��� ψ0 = o(ϕ0), 

ψ0 ��� ϕ0 = o(ψ0), 

ϕ0 ��� ψ0 = O ∗ (ϕ0), 

���� k0 > 1, �� θk0 = ϕm0 ���  
ϕm0 = o(θk0−1),

ψp0 = o(ϕm0) ��� ∀ p0 �����, ��� ψp0 = o(θk0−1),

ϕm0−1 ̸= o(θk0−1) ��� m0 > 1,

��� 
ϕm0 = O∗(ψp0),

ϕm0 = o(θk0−1), �� ϕm0−1 ≠ o(θk0−1) ��� m0 > 1;

θk0 = ψp0 ���  
ψp0 = o(θk0−1),

ϕm0 = o(ψp0) ��� ∀m0 �����, ��� ϕm0 = o(θk0−1),

ψp0−1 ̸= o(θk0−1) ��� p0 > 1;  

θ̃k0 = ϕ̃m0 ���
θk0 = ϕm0 , 

ψp0 ̸= O ∗ (ϕm0) ��� ∀p0; 

θk0 = ψp0 , 
θ̃k0 = ψ̃p0 ���

ψp0 ̸ O ∗ (ϕm0 ∀ m0;= ) ���
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θk0 = ϕm0 ,ψp0θ̃k0 = ϕ̃m0 + ψ̃p0 ���
ϕm0 

 
ϕm0 = O ∗ (ψp0), �� ϕ̃k0ϕk0 ̸ −ψ̃k0ψk0 ,= 

���

θk00 = ϕm00 

��� ψp00 = o(ϕm00) ��� ϕm00 = O ∗ (ψp00), βp00 = 0; 

ψp0θk00 = ψp00 ϕm0 

��� ϕm00 = o(ψp00) ��� ϕm00 = O ∗ (ψp00), αm00 = 0; 

βp00 ψp0θk00 = ϕm00 + ψp00 αm00 ϕm0 

��� ϕm00 = O ∗ (ψp00) � αm00, βp00 ∈ C∗ ; 
���� k0 + k1 > 1, �� θk0k1 = ϕm0m1 ��� 

ϕm0m1 = o(θk0k1−1),

ψp0p1 = o(ϕm0m1) ��� ∀ p1 �����, ��� ψp0p1 = o(θk0k1−1),

ϕm0m1−1 ̸= o(θk0k1−1) ��� m1 > 1,

���  
ϕm0m1 = O ∗ (ψp0p1), βp0p1 = 0,

ϕm0m1 = o(θk0k1−1), �� ϕm0m1−1 ≠ o(θk0k1−1) ��� m1 > 1;

ψp0θk0k1 = ψp0p1 ���
ϕm0  


ψp0p1 = o(θk0k1−1),

ϕm0m1 = o(ψp0p1) ��� ∀m1 �����, ��� ϕm0m1 = o(θk0k1−1),

ψp0p1−1 ̸= o(θk0k1−1) ��� m1 > 1,

���
ϕm0m1 = O ∗ (ψp0p1), αm0m1 = 0, 

ϕm0m1 = o(θk0k1−1), �� ϕm0m1−1 ≠ o(θk0k1−1) ��� m1 > 1; 

βp0p1 ψp0ψp0p1 ���θk0k1 = ϕm0m1 + αm0m1 ϕm0   
ϕm0m1 = O ∗ (ψp0p1), 

ϕm0m1 = o(θk0k1−1), �� ϕm0m1−1 ̸= o(θk0k1−1) ��� m1 > 1, 

αm0m1 , βp0p1 ̸= 0. 

������ �������, ��� ��� (19) ����������� ������ C(ξ0, ξ1), �. �. ������� θk0k1(ξ1) �
θk0(ξ0) �������� ����������
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1. θk0k1+1 = o(θk0k1),

θ
(ℓ)

(ξ1) ξ
ℓ 

k0k1 1 (ℓ)2. = O ∗ (1), ���� θk0k1(ξ1) ̸≡ 0,θk0k1(ξ1)

(ℓ) (ℓ−1)3. ord 0 θ (ξ1) = ord 0 θ (ξ1) − 1 �k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)
ord ∞ θ (ξ1) = ord ∞ θ (ξ1) − 1,k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)���� θ (ξ1) ̸≡ 0 � θ (ξ1) ̸≡ 0,k0k1 k0k1 

4. θk0 = o (θk0k1) ��� ���� θk0θk0k1 ̸ const.= 

�������� ������, ��� ������� θk0(ξ0) � θk0k1(ξ1) �������� ���������� 1 � 4 � ����
��������� ���������������. �������, ��� ������� θk0k1(ξ1) �������� ��������� 2.

���������� ����������� ������

ψp0θk0 = ϕm0 , θk0k1 = ψp0p1 , ψp0 = O ∗ (ϕm0),ϕm0 

��� ��� �� ���� ��������� ������� �������������� �������� 2 ���� ��������, ���� ��������
������� �� ����� ������.

ψp0������������� ψp0p1 �� ξ1 ℓ ���, �������� ���������
ϕm0( )(ℓ) ℓ ( )(j)ψp0(ξ0) 

∑ 
j ψp0(ξ0)ψp0p1(ξ1) = C (ψp0p1(ξ1))

(ℓ−j) ,
ϕm0(ξ0) 

ℓ ϕm0(ξ0)ξ1 ξ1j=0 

��� j > 1 ( )(j) ( j (t)∑ )(m1+···+mj) ∏ψp0(ξ0) j! ψp0(ξ0) (ξ (ξ1))
mt 

0= ,
ϕm0(ξ0) m1! . . .mj ! ϕm0(ξ0) t!ξ1 j ξ0 t=1 

tmt =j
t=1

m1, . . . ,mj ∈ Z+. 

�������� ����� ������� ����������� ������������, ����������� ������� ������� �
�������� ��, ��� ������� ϕm0(ξ0), ψp0(ξ0) � ψp0p1(ξ1) ������������� ������� 2, ��������
���������

ℓ−jψ(ℓ−j)ξ (ξ1) = O ∗ (ψp0p1(ξ1)) ,1 p0p1 ( )(m1+···+mj) ( ) 
m1+···+mj ψp0(ξ0) ψp0(ξ0)ξ = O ∗ .0 ϕm0(ξ0) ξ0

ϕm0(ξ0) 

j (t)∏ (ξ (ξ1))
mt 

����� ����, ��� ��������� 0 ����������� ������� (13).
t! 

t=1 
����� ����� �����������( )(ℓ) ( ) 

ψp0(ξ0) ψp0(ξ0)ψp0p1(ξ1) ξ1 
ℓ = O ∗ ψp0p1(ξ1) . (20)

ϕm0(ξ0) ξ1 
ϕm0(ξ0) 
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�������������, ���������
(ℓ)
θk0k1(ξ1) ξ

ℓ 
1 
= O ∗ (1)

θk0k1(ξ1) 

�����������.
(ℓ) (ℓ−1)�������� ���������, ��� ��� θ (ξ1) ̸≡ 0 � θ (ξ1) ̸≡ 0 �������� 3 �����������, �. �.k0k1 k0k1 

����� ����� �����������

(ℓ) (ℓ−1)
ord 0 θ (ξ1) = ord 0 θ (ξ1) − 1k0k1 k0k1 

�
(ℓ) (ℓ−1)

ord ∞ θ (ξ1) = ord ∞ θ (ξ1) − 1.k0k1 k0k1 

�������������� ���� ����������� �� ��������, ��������� ��� ���������� ��������������
���������� �������� 3 ����������� 1 � ������ ������� (13).

����, �� ��������, ��� ��� θ̌ = ϕ̌+ ψ̌ ����������� ������ C(ξ0, ξ1).
�� ��������� ��������������� ������ ���� θ̌ �������� �������, ��� ��� ������� p(θ̌) ∈ R 

� ����������� ����������� p(θ̌) > min (p(ϕ̌), p(ψ̌)). ✷ 

3.3. �������������� ����������� ������������ ������������

����������� 3. ������������ ϕ̌ · ψ̌ ̸= 0 ���������� ����� ϕ̌ � ψ̌ ������ C(ξ0, . . . , 
ξN ) �������� p(ϕ̌) � p(ψ̌) ∈ R �������������� �������� ���������� ����� ϑ̌ ������
C(ξ0, . . . , ξN ) ������� p(ϑ̌) = p(ϕ̌) + p(ψ̌).

��������������. ����� ��� �������� ��������� ����� ������������� ������ N = 1. 

���������� ���� (17) � (18). �� ������������ ϑ̌ ������� � ����

∞ ∞

ϑ̌ = ϑ̃k0(ξ1)ϑk0(ξ0), ϑ̃k0(ξ1) = δk0k1 ϑk0k1(ξ1). (21)
k0=0 k1=0 

���
ϑ0 = ϕ0ψ0, δ00 ϑ00 = α00 β00 ϕ00ψ00, α00, β00 ∈ C∗ , 

 
ϕm0ψp0 = o(ϑk0−1), ��

ϑk0 = ϕm0ψp0 ��� k0 > 1 � ϕm0−1ψp0 ̸= o(ϑk0−1) ��� m0 > 1, 

ϕm0ψp0−1 ̸ o(ϑk0−1) ��� p0 > 1,= 

ϑk0k1 = ϕm0m1ψp0p1 ��� k0 + k1 > 1 � 

ϑk0 = ϕm0ψp0 ,

ϕm0m1ψp0p1 = o(ϑk0k1−1), ��

ϕm0m1−1ψp0p1 ̸= o(ϑk0k1−1) ��� m1 > 1,

ϕm0m1ψp0p1−1 ̸= o(ϑk0k1−1) ��� p1 > 1.

�������, ��� ��� (21) ����������� ������ C(ξ0, ξ1), �. �. ������� ϑk0k1(ξ1) � ϑk0(ξ0) 
�������� ����������
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1. ϑk0+1 = o(ϑk0) � ϑk0k1+1 = o(ϑk0k1),

(ℓ) (ℓ)
ϑ (ξ0) ξ

ℓ ϑ (ξ1) ξ
ℓ 

k0 0 k0k1 12. = O ∗ (1) � = O ∗ (1),
ϑk0(ξ0) ϑk0k1(ξ1)

(ℓ) (ℓ)���� ϑ (ξ0) ̸≡ 0 � ϑ (ξ1) ̸≡ 0,k0 k0k1

(ℓ) (ℓ−1)3. ord 0 ϑ (ξ0) = ord 0 ϑ (ξ0) − 1 �k0 k0 

(ℓ) (ℓ−1)
ord 0 ϑ (ξ1) = ord 0 ϑ (ξ1) − 1,k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)
ord ∞ ϑ (ξ0) = ord ∞ ϑ (ξ0) − 1k0 k0 

�
(ℓ) (ℓ−1)

ord ∞ ϑ (ξ1) = ord ∞ ϑ (ξ1) − 1,k0k1 k0k1 

(ℓ) (ℓ−1)���� ϑ (ξ1) ̸≡ 0 � ϑ (ξ1) ̸≡ 0,k0k1 k0k1 

4. ϑk0 = o (ϑk0k1) ��� ���� ϑk0ϑk0k1 ̸ const.= 

��� ������� ϑk0(ξ0) � ϑk0k1(ξ1) �������� 1 � 4 ��������� �������� ��������� �������-
��������. �������� ���������, ��� ��� ������� ϕ1(ξ) � ϕ2(ξ), ��������������� �������
2, ����������� ���������

(ϕ1(ξ)ϕ2(ξ))
(ℓ)ξℓ 

= O ∗ (1), (22)
ϕ1(ξ)ϕ2(ξ) 

���� ϕ1(ξ)ϕ2(ξ) ̸ const. �� ��������� (22) �������, ��� ������� ϑk0(ξ0) (ξ1) ������-= � ϑk0k1
�� ��������� 2.

�������� ����������� �������������� �������� 3 ����������� 1 � ������ ������� (22),
��������, ��� �������� 3 ����������� 3 ����� �����������.

����, ��� ϑ̌ = ϕ̌ · ψ̌ ����������� ������ C(ξ0, ξ1).
�� ��������� ��������������� ������ ���� ϑ̌ �������� �������, ��� ��� ������� p(ϑ̌) 

����� p(ϕ̌) + p(ψ̌). ✷ 

4. � ���������� ����� ������ C(ξ0, . . . , ξN), ���������� ���-
�������� ��������� ��������������� ���

���������� ���������� ��� ���� (10) ������ C(ξ0, . . . , ξN ). ��������� ��� �������
p(ϕ̌) = ρ0 ∈ R. 

����� ��� (10) �������� ���������� �������� (��. ��������� 1) ��������������� ����-
��������� ����������������� ���������

f(ξ0, y0, . . . , yn) = 0, (23)

dj
��� yj = ξ0 

j y 
j
, f(ξ0, y0, . . . , yn) � ��������� ����� ����������, �. �.

dξ0 

ϕ 
f(ξ0, ϕ̌0, . . . , ϕ̌n) ≡ 0, ϕ̌j = ξ0 

j d
j

j 

ˇ
, 

dξ0 
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� � ���� ����������� 1�3
f(ξ0, ϕ̌0, . . . , ϕ̌n) ∈ C(ξ0, . . . , ξN ). 

�������� ����������� 1
p(ϕ̌0) = ρ0, . . . , p(ϕ̌n) = ρ0. 

������� ���������� ��������� (23) ����

q20 q2nλ ξ0 
q1 y · . . . · y ,0 n 

��� λ ∈ C∗ , q1, q20, . . . , q2n ∈ Z+, ����� ��������� � ������������ ����� (��������� ����-
������ ������� ����� ����������) (q1, q2), q2 = q20 + · · · = q2n. �������� ������������ 2
� 3

p(ξq1 ϕq20 ϕq2nˇ · . . . · ˇ ) = q1 + q2ρ0.0 0 n 

����� ��������� {Qi = (q1
i , q2

i ), i = 0, . . . ,m} � ��� �������� ��������� (23), �. �. ���-
������, ���������� ��� ��������� ���������� ������� ���� ��������� ����� ���������, � R 
� ��� ������ (1, ρ0). ���������� ��� ��������� ��������� ������������ ⟨Qi, R⟩ = ci ∈ R. 
����� c = min ci. ����� ��������� ��������� (23) � ������ ���������� ����������-

i=0,...,m 

�� �������, ��� ⟨Qi, R⟩ = c ∈ R, ���������� ����������� ������ (��. [2]), ��������� ��
f̂(ξ0, y0, . . . , yn), � ���������

f̂(ξ0, y0, . . . , yn) = 0 (24)

� ����������� ����������. ��������� (24) �������� ��������������� ������������ ���-
������������� ����������, ��� ��������, ���

f̂(ξ0, y0, . . . , yn) = 
ρ0y=ξ0 u 

ξ0 
c P0(u0, . . . , un),

j (j)��� P0(u0, . . . , un) � ��� ��������� � ����������� ��������������, uj = ξ0 u .

������� 1. ���� ��������� (23) ����� ���������� ������� ϕ̌ ∈ C(ξ0, . . . , ξN ) ����
(10), ����� ����������� ��������� (24) ����� ����������� (����������) �������

y = ϕ, ϕ = ϕ̃0(ξ1, . . . , ξN )ϕ0(ξ0). (25)ˆ ˆ

��������������. ���� ρ0 ̸ 0, �� � ��������� (23) � ��� ���������� ������� ˇ= ϕ ����
(10) ������� ��������� ��������������

y = ξ0 
ρ0u. (26)

�������� ���������
F (ξ0, u0, . . . , un) = 0, (27)

� �������� u = Φ̌, ϕ̌ = ξ0 
ρ0 Φ̌, p(Φ)ˇ = 0. ��������� (27) ��� �� �������, ���������

�������� ξ0 � ������������ ��������. �������������, ����� ���������� �������������� (26)
������ ��������� ��������� (23) ����

q20 q2nβ ξq1 . . . y ,0 y0 n 

��� β ∈ C, q1, q20, . . . , q2n ∈ Z+, ��������� � ����� ��������� ����

˜ q̃20 q̃2nβ ξq1+q2ρ0u . . . u , (28)0 0 n 

��� β̃ ∈ C∗ , q̃20, . . . , q̃2n ∈ Z+, q̃20 + · · · + q̃2n = q2. �������������, ��� ��������� ������-
���� �������������� (26) ��� ����������� ����� f̂(ξ0, y0, . . . , yn) ��������� � ���������
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ξ0 
c P0(u0, . . . , un), ��� c � ��� ������� ���� �������� q1 + q2ρ0, P0(u0, . . . , un) � ��� �����-
���� � ����������� ��������������, uj = ξ0 

j u(j), � ��������� ��������� �������� � �����
��������� ���� (28) � q1 + q2ρ0 > c. ������� ��������� (27) ����� ���

ξ0 
c [P0(u0, . . . , un) + ξ0 

v1P1(u0, . . . , un) + · · · + ξ0 
vtPt(u0, . . . , un)] = 0, 

��� P0(u0, . . . , un), . . . , Pt(u0, . . . , un) � ��� ���������� � ����������� ��������������, ���-
�� v1, . . . , vn ∈ R+, v1, . . . , vn ̸= 0. �������� ��� ��������� �� ξ0

c , ������� ���������

P0(u0, . . . , un) + ξv1P1(u0, . . . , un) + · · · + ξvtPt(u0, . . . , un) = 0, (29)0 0 

������� ��������� g(ξ0), u0, . . . , un) = 0. �� ������ (29) � ����������� 1�3 �������, ��� ����-
��� p g(ξ0, Φ̌0, . . . , Φ̌n) > 0 .

�������
∞

ˇ ˇ ˜u = Φ, Φ = Φk0(ξ1, . . . , ξN ) Φk0(ξ0) 
k0=0 

��������� (29) ������� � ����

ˆ ˆ ˜u = Φ+ w, Φ = Φ0(ξ1, . . . , ξN ) Φ0(ξ0). (30)

��������� ������� (30) � ��������� (29), � ����� (�������� ��, ��� ��������� (29) ������-
������� �� u0, . . . , un) � ��������� ����� ����������� �������� ������ �� ������� ������
�������, ������� ���������

∂P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n) ∂P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n)P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n) + w0 + · · · + wn + 
∂u0 ∂un 

j j (j)+ · · · + ξv1P1(Φ̂0, . . . , Φ̂n) + · · · = 0, Φ̂j = ξ Φ̂(j), w = ξ w . (31)0 0 0 

�������� �������� ������� ������� ���������� ��������� (31), ����������, ��� ���-
������� ������� ������� � ���� � � ������������� ����� ����� ���� P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n),
��� ���� ������� ���� p(P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n)) ���� ����� ����, ���� ����� −∞ (���� P0(Φ̂0, . . . , 
Φ̂n) = 0). � ������� ��������� ��������� ��������� ��������� (31) ������ ����. �������-
������, ������� p(wj) > p(Φ̂j) = 0, ���������� P0(u0, . . . , un), . . . , Pt(u0, . . . , un) � ��
����������� �� u0, . . . , un (������� ���� ����������) ��� uj = Φ̂j ���� ����� ����, ����
����� �������, ������ ���� � ���� ����������� 2 � 3, � ����� vn > · · · > v1 > 0. ��
��������� ��� Φ̌ ��������� ������������� ��������� (29), �� ����� ���� ��������� ����-
�������� ������� � ��������� (31) ����� ����, �. �. P0(Φ̂0, . . . , Φ̂n) = 0. ����� � ���������
P0(u0, . . . , un) = 0 �������� �������������� � �������������� (26) � �������� ��������� ��
ξ0
c , ��������, ���

f̂(ξ0, ϕ̂0, . . . , ϕ̂n) = 0, ϕ̂j = ξj ϕ̂(j), ϕ̂ = ξρ0 Φ̂. ✷ 0 0 

�������, ��� �������� ����������� � ����������� ������ 1 �������. ��������� (23) ��-
��� �� ����� ����������� �������, ������� ���������� � ������� ������������ ���������
(24). �� ������ ������� ��������� ��������� ��������� ������������ ���������� �������
����������� ���������, ������� �� �������� ����������� �������������. � ������, ���-
�� ���� ������� ��������� (24) ���������� ������ ��, ������� ����� ������� ρ0. �����
ρ0 �����, ��� ������� (��� ��������, ���� x → ∞) ��������� ������������ q1 + q2ρ0 ��
���� q1, q2 ��������� (23) ����������� ������ �� ������ ��������� (24). ������ ����� ����-
��� ������������ ��������� ����� ������������ � ����, ������� �������� �����������
��������� ������� ���������.
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5. ����������

�������� ��������, ��������� � ����������������� ���������� ����� ������

C(ξ0, . . . , ξN ) 

�� ������� �� �� ����� ������. ����� ����, ���� ����� ���������� ��� ������������� ��-
������������� ������������� ����������������� ���������, �� ��� ���������� (������
����������� ����) �������� ���������� �������� ������������ ��������� (������� ���-
�������� ���������). ���������� ���� ������ �������� ������������� ����� ��� �������
������� ��������� ��������� [2], ����������� ��������� ���������� ���� �����������
������.

������� ��������� ����������� �� ��������� � ������ ������.
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