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� ��������� � ����������� ����������
��������� ����1

�.�. ��������� (�. ������)

���������

� ������ ����� ������� �������� ��������, ��������� � ��������� ��������������
������� ����� � ������������ �������“(�.�. ��� �����, ����� ������� � ����������-

” 
��� ������� ��������� ����������� ��������� ���������). � ��������� ������ ���������
������ ����� ����� � �������� �����.

���������� �������� ������������, ������������ ���������� ��������� ���� Fq, ���
q = pr, ��� Fp. ����� {a1, . . . , ar} � ����� ����� ������������. ����� ������ �������
x ∈ Fq ����� ������������ ������������� � ���� j

r 
=1 cjaj , ��� cj ∈ Fp; ������������

cj ����� ������� �������“. ����� D ⊂ Fp. ���������� ��������� WD ��� ���������
” 

x ∈ Fq, ��� ������� cj ∈ D ��� ���� 1 ≤ j ≤ r. ��� ���� �������� D \ Fp ����� �������
������������ �������“. � �������� ������ C.Da�����, C.Ma�����, A.S�a������ ���� ��-
” 
������, ��� ���� ��������� D ���������� ������, �� �� ���������WD ������� ��������.
� ������ ������ ����������� ����� ����� ������. ����������� ���������D1, . . . , Dr ⊂ Fp 
� ����� W = W (D1, . . . , Dr) � ��������� ��� ��������� x ∈ Fq, ��� ������� cj ∈ Dj ���
���� 1 ≤ j ≤ r. �������� ������ �� ���������� ��������� �� ��������� W , �� �������
�������� ��������� ��� �����������:

r

1) ���� ��� ���������� ε > 0 ��������� |Di| ≥ (2r − 1)rpr(1/2+ε), �� �����������
i=1 

��������������� ������ |W ∩Q| = |W | 1 + O(p−ε/2) ;2 
r

2) ��� |Di| ≥ 8(2r − 1)rpr/2 �� ��������� W ������� ��������� ��������.
i=1 

�������� �����: �������� ����, ��������, ����� ����������.

������������: 18 ��������.

ON SQUARES IN SPECIAL SETS OF FINITE FIELDS2

M. Gab������ (M��c��)

Ab���ac�

A �a��� �a�� �� ���b�� ������ ��a�� ���� a��������c ���������� �� ���b��� ���� ��������
������� (��a� �� ���b��� ���c� ������ �� a ���b�� ������ ���� a ���� ba�� b����� �� a �����
���). T�� ������� �a��� �������� ��� a�a��� �� ��c� a �����a� ���b��� �� ��� ����� ����.

W� c������� ��� ����a� ��c��� ��ac� ������ b� ��� �������� �� ��� ����� ���� Fq ���� q = pr 

���� Fp. L�� {a1, . . . , ar} b� a ba��� �� ���� ��ac�. T��� ����� ������� x ∈ Fq �a� a ������
���������a���� �� ��� ���� j

r 
=1 cjaj ���� cj ∈ Fp; ��� c���c����� cj �a� b� ca���� ��������.

L�� �� �� ��� ��� D ⊂ Fp a�� ��� WD b� ��� ��� �� a�� �������� x ∈ Fq ��c� ��a� a�� ��� ������
b����� �� ��� ��� D. I� ���� c����c���� ��� �������� �� Fp \D �a� b� ca���� �������� �������. I�
a ��c��� �a��� �� C.Da�����, C.Ma�����, A.S�a������ �� �a� b��� ����� ��a� �� ��� ��� D �� �����
�a��� ���� ����� a�� ���a��� �� ��� ��� WD. I� ���� �a��� ���� c����� ���b��� �� c���������.

������������� ��������� �� ���� ������ ����������� �������� ����� (������ 14-11-00702).
�T�� ���� �� ��������� b� ��� ��a�� ���� ��� R����a� Sc���c� F����a���� (P����c� 14-11-00702).
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L�� �� �� ��b���� D1, . . . , Dr ⊂ Fp a�� c������� ��� ��� W = W (D1, . . . , Dr) �� a�� ��������
x ∈ Fq ��c� ��a� cj ∈ Dj ��� a�� 1 ≤ j ≤ r. W� ����� a� �����a�� ��� ��� ���b�� �� ���a��� ��
��� ��� W , ���c� ������� ��� ��������� a���������:

r

i=1 
1 

r(1/2+ε) ��� ���� ε > 0, ���� ��� a��������c ������a |W ∩ Q|≥ (2r − 1)r|Di|1) �� p = 

−ε/2)|W | + O(p �� �a���;= 2 
r

i=1 

|Di| ≥ 8(2r − 1)rpr/2, ���� ����� ����� ������� ���a��� �� ��� ��� W .2) ��

K�������: ����� �����, ���a���, c�a�ac��� ����.

B�b�����a���: 18 ������.

1. ��������

��� ����� ������������� b ∈ N, b ≥ 2, ������ ����� n ∈ N ������������ �������
����������� � ������� ��������� � ���������� b:

r−1

n = cjb
j , 0 ≤ cj ≤ b− 1, cr−1 ≥ 1. 

j=0 

” 

r 

∑ 
�� ������ ������� (��., ��������, [1]�[12]) ��������� �������������� �������� ����� � ���-
��������� ������� , �.�. ��� �����, -����� ������ ������� ������� �� �������� ����.“ b

� [13] C. Da����� � A. S�a������ ����������� ������ ���� ������ � �������� �����. �����
F F F� ������� �����, � ���� �� ���������, � ����� ���≥ { }2p q = p r a . . . , a, ,1,q r q p

��������� ����� ��������� ��������� ��������� ���� . ������� �����∪ { }Q F Q Q 0=0 .q

F�������, ��� , ��� ��� � ������ �� �����≥ 3 2 Qp p = = 0.q 

� �������� ������ C. Da�����, C. Ma�����, A. S�a������ [14] ���� ��������, ��� ���� �����-
���� ���������� ������, �� �� ��������� ������� ��������.D WD 

D ⊂ Fp. �������
WD = {x1a1 + . . . + xrar |xi ∈ D} . 

������� A. ����� 2 ≤ |D| ≤ p− 1. �����

|WD|
2 

1 r 
|WD ∩Q0| − ≤ √ |D|+ p p− |D| . 

2 q 

√ 
( 5−1)p��� ������ ������������, ���� |D| ≥ (1 + op(1)).2 

� ������ [15] ������� ���� �������� ��������� ��� �����������, ����������� �������
�� �������� ��������� D, ������������� ������� ��������� �� ��������� WD.(√ )2−r1/2������� B. ����� 2r − 1 ≤ p , δ = p(2r − 1) . ����� ���

1/2 ����������� |WD ∩Q| ≥ 1. 

4 log r+8 

|D| ≥ (1 + δ)(2r − 1)p

r ≥ 20, C(r) = = 1 + o(1), r → ∞. ����� ��������������� C. exp r 
1 log p+4 log log p|D| ≥ C(r)p 2 exp ����������� |WD ∩Q| ≥ 1.r 

� ���������, �� ������� C �������, ��� ��� ������� r �� ��������� WD ���� ��������
log p��� ��� |D| > p1/2. �������, ��� ��� r ≫ , ����� ������ ��������� ���� ������� C, �log log p

����� � ������� B.
� ������ R. D����a��, C. E�������, I. E. S�a�������� [16], ���� ����������� ����� �����

������. ����� D1, . . . , Dr � ������������ Fp. �������

W = W (D1, . . . , Dr) = {x1a1 + . . . + xrar |xi ∈ Di} . 
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������ ������ [16] ��������, ��� �������������� ������� � [14] ����������� �� ������, �����√ 
( 5−1)p���������Di ��������, � ������, ��� min |Di| ≥ (1+op(1)) ����������� |W∩Q0| ≥ 1,21≤i≤r 

� ���������� ����� ������� �����������.
������� D ([16], ������� 3.5). ��� ������ ε > 0 ���������� δ > 0 �����, ��� ��� �����

�������� D1, . . . , Dr, ��������������� ��������

r
(1/2+ε)r2/(r−1)|Di| ≥ p

i=1 

�
εmin |Di| ≥ p

1≤i≤r 

1 
2 + O(p−δ)����������� |W ∩Q0|

�� �������� � ������� [16], ������� B ����� ����� ���� ���������� �� ������ ���������
|W |.=

�������� Di. � ��������� ������ ����� �������� ���������
�������. ����������� ������

|W ∩Q| − |W |
2 
≤ 1 |W |1−1/(2r)p 1/4(2r − 1)1/2 + |W |1/(2r)(1 p 3/4 r 3/2 + p 1/2) + 1 . (1)

2 4

�� ���� ������� �������� ������ ������� D, � ����� ������� � ����������� ��������
������������� ��������� �� ��������� W .

��������� 1. ����� ��� ���������� ε > 0 ���������

r
r(1/2+ε)|Di| ≥ (2r − 1)r p . 

i=1 

1 −ε/2)2 + O(p����� |W ∩Q| = |W |
�������, ��� ��������� 1 ��������� ������� D ��� ������������� r (��� ��� � ��� ��-

, ������ ���������� � ����� O ���������.

��������� ���������� min |Di| ≥ pε).
1≤i≤r 

��������� 2. �����
r

i=1 
|Di| ≥ 8(2r − 1)rpr/2. ����� |W ∩Q| ≥ 1. 

�������������� ������� ����� �������� � ������� 2; ��� ������������ �� ������ ����
���������� ������������ ����, ���������� D. Wa� � [17] � ���������������� � ������� ���
��� ���� A. W�������� � [18].

�����. ����� χ � ����������������� �������� ������� s � Fq � α, β ∈ Fq � ����-
��������� ����������� �������� Fq ��� Fp. �����

+ β)s−1 1/2≤ (2r − 1)p .χ (ξ + α)(ξ
ξ∈Fp 

��������� 1 � 2 ����� �������� � ������� 3.
����� ����������� �.�. �������� � ���������� �� �������� ���������� �����������.

2. �������������� �������

����� χ ��������� ������������ �������� ���� Fq; c������, ��� χ(0) = 0. ����� 0 ��
����������� ���������� Di. �����
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1 1 1 1 1|W ∩Q| = (1 + χ(x)) = |W |+ χ(x) = |W |+ χ(x). 
2 2 2 2 2 
x∈W x∈W x∈W 

���� �� 0 ∈ Di ��� ���� i, ��

1 1 1|W ∩Q| = (1 + χ(x)) = (|W | − 1) + χ(x). 
2 2 2 
x∈W\{0} x∈W 

����� �������, ������ ����������� �����������

|W ∩Q| − |W |
2 
≤ 1 1

+
2 2

χ(x)

∣∣∣∣ ,∣ (2)
x∈W 

χ(x)� ��� �������������� ������� ����� ������� ����� ���������� �������.
x∈W 

� bj = aj/a1. ����� b1 } � �����. �����1 � {1, b2, . . . , brD = D2 × . . . ×Dr =

χ(c1a1 + . . . + crar)χ(x) ≤
cj∈Dj , j≥2 

≤ |D1|1/2A1/2 , (3)
x∈W c1∈D1 

���

(c2,...,cr)∈D 

2 

A =
c1∈D1 

χ(c1 + c2b2 . . . + crbr) .

����� Ld � ��������� ��� ������� (c2, . . . , cr) ∈ D, ��� ������� ������� c2b2+. . .+crbr �����⊔ 
� ������� ������� pd � �� ����� �� � ����� ������� �������� �������. ����, ��� D = Ld,

d|r 
������ L1 {0}, ���� 0 ∈ Di ��� ���� 2 ≤ i ≤ ∅ �����. ��� d|r ��������� �������
fd(x) : D1 → C, fd(c) = χ(c + c2b2 + . . . + crbr). ��������, ��� l2-����� �������

r, � L1= =

(c2,...,cr)∈Ld )1/2 

|g(x)|2g : D1 → C ������������ ��� ∥g∥2 . ����� � ���� ����������� ������������=
x∈D1 

A
1/2 
,dA1/2 = (4)≤ ∥fd∥2fd =

d|r d|r d|r2 

���
2 

=
x∈D1 (c2,...,cr)∈Ld 

χ(x + c2b2 + . . . + crbr)Ad .

�� ����������� ��������� Ld ��� ����� ������ (c2, . . . , cr) ∈ Ld ������� c2b2 + . . . + crbr 
��������� ������� ������� pd. ��������, ��� ������ ����� ������� ����� �� ����� d �����-
������, � �������� ����� � ����� ������������� ���������, ��� d > 1 �����

′ ′ (c2,...,cr),(c2,...,c )∈Ldr

≤
x∈Fp 

′ ′ χ(x + c2b2 + . . . + crbr)χ(x + c2b2 + . . . + c br)rAd ≤ 

1/2≤ dp + (|Ld| − d)(2d− 1)p ≤ (2d− 1)p 1/2|Ld|2 + dp|Ld|. 
(c2,...,cr)∈Ld 
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����� ����, A1 ≤ |D1|√ 
����������� A+ B ≤ 

≤ p. ��������� J = √ {d|r : d > 1 �Ld ̸ ∅}. ����� ��� d ∈ J � ����= 
, ������� ��� ���� ������������� A � B, ��������A 1 + 2

B
A 

1/2 dp3/4 
A ≤ (2d− 1)1/2 p 1/4|Ld|+ .d 2(2d− 1)1/2 

�� ���� ������ � ����������� (4) �����

A1/2 ≤ p 1/4S1 +
1 3/4S2 + p 1/2 p ,
2

���

d
S1 = (2d− 1)1/2|Ld|, S2 = . 

(2d− 1)1/2 
d∈J d∈J 

��������, ��� |Ld| = |D2| . . . |Dr|, ��������
d|r 

1
d1/2 ≤S1 ≤ (2r − 1)1/2|D2| . . . |Dr|, S2 ≤ 3/2 r .

2 
d∈J 

(��������� ������ ����������� ��������������� ��� 2 ≤ r ≤ 7, � ��� r ≥ 8 �������� ��
1/2 ≤ 1 6

2 13/2 � d1/2 ≤ (r/2 + 1)3/2 ≤ 3/2���������� r .) ������,r r3 3
d≤r/2 

A1/2 ≤ p 1/4(2r − 1)1/2|D2| . . . |Dr|+
1 
p 3/4 r 3/2 + p 1/2 . 

4

���������� ��������� ����������� � (3), �������

χ(x)
1 3/4 3/2 1/2≤ |D1|1/2 p 1/4(2r − 1)1/2|D2| . . . |Dr|+ p r + p
4

=
x∈W 

1 3/4 3/2 1/2 = |D1|−1/2 p 1/4(2r − 1)1/2|W |+ |D1|1/2 p r + p . 
4

���������� ���������� ������

χ(x)
1 3/4 3/2 1/2≤ |Di|−1/2 p 1/4(2r − 1)1/2|W |+ |Di|1/2 p r + p
4

.
x∈W 

������� i ���, ����� ��� ������ ���� ���������. ���������� �������
1−1/2 1/2p1/4(2r − 1)1/2|W |+ x 3/4 3/2 1/2r + p , 1 ≤ x ≤ |W |. �����H(x) = x p4

1 3/4 3/2 1/2p r + p p1/4(2r − 1)1/2|W |4H ′ (x) = − ,
1/2 3/22x 2x

−1/2 (2r−1)1/2 −1/2� H ′ (x) = 0 ��� x = 4|W |p ≥ 2|W |p r−1 ≥ |W |1/2 ��� |W | ≥ 8pr/2(2r − 1)r .
r3/2+4p−1/4 

����� �������, ������� ������� H(x) ����������� ��� x ≥ |W |1/2 ≥ |W |1/r. �� �����
������� i ���, ��� |Di| ≥ |W |1/r; ��� ��� H ′ (x) < 0 ��� |W |1/r ≤ x ≤ |W |1/2, �� �����
������������� ������

χ(x) .
x∈W 

1 ≤ H(|W |1/r) = |W |1−1/(2r)p 1/4(2r − 1)1/2 + |W |1/(2r) p 3/4 r 3/2 + p 1/2 
4

�� ����������� (2) � ��������� ������ �������� ����������� �������.
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3. �������������� ���������

�������������� ��������� 1. �� ������� �������, ���

1 |W ∩Q| = |W | + O |W |−1/(2r)p 1/4(2r − 1)1/2 + |W |−(2r−1)/(2r)p 3/4 r 3/2 . 
2 

−1/4 −ε/2 ���� |W | ≥ (2r − 1)rpr(1/2+ε) ����� |W |−1/(2r) ≤ (2r − 1)−1/2p p

1 −ε/2 2−r 1−r/2 −(2r−1)ε/2|W ∩Q| = |W | + O p + r p p . 
2 

��� ��� r ≥ 2, �� ������ �������� ����������� ��������� 1.
�������������� ��������� 2. �� ��������� W ���� ��������, ���� ������ �����

����������� (1) ������ ������, ��� |W | − 1. ��� ����������� �������

1 |W |1−1/r |W |1/(2r) − p 1/4(2r − 1)1/2 > p 3/4 r 3/2 + p 1/2 + |W |−1/(2r). 
4

�������, ��� ��������� ����������� ��������� ��� |W | ≥ 8(2r − 1)rpr/2. �����( )1/(2r) 
|W |1/(2r) ≥ e 2(2r − 1)r pr/2 ≥ (1 + 1/r)(2r − 1)1/2 p 1/4 

�

1 |W |1−1/r |W |1/(2r) − (2r − 1)1/2 p 1/4 ≥ (2r − 1)1/2 p 1/4(2r − 1)r−1 p(r−1)/2 = 
r 

1 3 1 
= (2r − 1)r−1/2 p(r−1)/2+1/4 ≥ p 3/4 r 3/2 > p 3/4 r 3/2 + p 1/2 + |W |−1/(2r). 
r 4 4

����� ������������� ����������� �������� ��� r ≥ 3 � ����� ����������� ��� r = 2; ���������
����������� ������� �� ����������� 1

2p
3/4r3/2 > p1/2+(2r−1)−1/2p−1/4, ������� ��� ���� p ≥ 3,

r ≥ 2.
��������� ��������.

4. ����������

� ������ �������� ������ �� ���������� ��������� �� ��������� W , ������ ������ ��-
�������� �� ������ [16], � ����� ����������� ������� �� ������������� ��������� �� �����-
���� W .

���� ��������� �������� ���������� ������� B ���������� ������ ������ [15].
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