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������������ �������� ������, � ������� ����������� ������������� ����� ���-
�����, ������ �. �. ��������, ���������� �������������. ��� ������� ��������������
��������� ���� ��� �������� � ������������ ���������� � ������������ ������ ������-
������ ��������� ������� ������������, ������� �������� �������� ��� ����������
��������� �������������� ����� ��������������� �������.

��������� ���� ������ ������ �� ����� ��������, ��� ������� ����������, ���� ���
������������� ��������� (xy)(zt) ≡ 0.

� ������ ������ �� ������ ��������� ��������������� ���������������� ���������
����������� ������� � ��������� ��� ��������. � ���������, �� �������� �����������
��������� ������������ � ���������� �������� ������������ ����� ����� � �����.

�������� ��������, ��� ������������������ �������������� ���� ������������ �����-
��������� ����������� ���������, � �� ������������� ��������� ������������ �������
��� ���������� ��������� �������������� �����, ��� � ��������� ����� ��������.

�������� �����: ���������, ������������, �������������, �������������.

������������: 18 ��������.

ON VARIETIES WITH IDENTITIES OF ONE GENERATED
FREE METABELIAN ALGEBRA

A. B. V�������, S. P. M���c����� (U��a�����)

Ab���ac�

A ��� �� ����a� a���b�a� ����� a ���� ��� �� ���������� �a��� ��ac�, ��������� A.I. Ma�����, ��
ca���� a �a�����. I� ��� ca�� �� ���� c�a�ac�������c �� ��� �a�� ���� a�� ��� ������a���� ab��� ���
�a����� �� c���a���� �� ���������a� �a��� �� ���a������ ���� a���b�a �� ��� �a�����. W� ca� �����
��� ���������� �� �a����� b� ��a�� �� ��������a����� �� ���������a� �a�� �� ������ n a� ������ ��
��� ��������c ����� Sn. 

U���� ��� �a���a�� �� L�� a���b�a� �� �a� ��a� a� a���b�a �� ���ab���a� �� �� �a������ ���
�������� (xy)(zt) ≡ 0. 

I� ���� �a��� �� ����� ��� ���������� �� ���-a���c�a���� ���-�����a��� ���� ���ab���a� a���b�a
a�� ��� �ac����. I� �a���c��a�, ��� ������� ��� �� ��� �a������� ���� �������� ��ac����a� ���������
b������ ��� a�� ��� �a� c������c���.

N��� ��a� ��� ������c� �� c����������� �� ����� �a������� a��������ca��� ������ b� �����
c�������, a�� ��� b� ����� ��� ��������� �� ���� ������c�b�� ������ �� ��� ��������c �����
��a� �a� ��� a�� ����� b����� ��a�����.

K�������: ��������, �a�����, ���ab���a�, c����������.

B�b�����a���: 18 ������.
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1. ��������

�� ���������� ���� ������ �������������� ��������� ���� K �������������� ������
����. �� ������������� ��������������� ���������, �������� ������� � ������������
��������� ����� ������. ��������������� ���������������� ������ ������ �������� ��-
������ ������ ���� ���������� �. �. ��������� (��. [1]). ��� �������������� �������
����� ����� � ����� �. ��������� � �. �. ������� [2].

�������, ��� � ��������������� ������ ������ ��������� ��������� ���������� ����-
���� ���������������� ��������, � ��� �������� �����, ����� ��������� ����������� ���-
��������. ��� �����, ����� ������� ������������ ��������� �� ������� ������, ��� �����-
���� ��� ������. ������� ������, ����� ����� ��������� ���� �� ��������� ������, �� �����
������� ������ ��������. ��������������� ������������ �� ����� ���������� (a×b) ��� a×b,
������������� � a · b ��� ab.

��������� ���� ������ ������ �� ����� ��������, ��� ������� ����������, ���� ��� ���-
���������� ���������

(x × y)× (z × t) ≡ 0. 

� ��������, ������ ������ ��������� ���������� �������� ������������, ��������������
����������� ��������������� ��������� ����������� �������. ��������� ��� ������������
M1. �������, ��� ������� � ����� ������������ � ��� ���������������� ��� �����������
������� [3].

����� V � ��������� ������������ �������� ������, � Pn(V) � ������������ ���������-
��� ��������� ������������ ��������� ������� ����� ������������ ������� n �� ���������
���������� x1, x2, . . . , xn. ��������� cn(V) = dim Pn(V), ��� n > 1, � ����������� �����
�����������. ��� � ������������������ �������������� ������������ V, �������� ���� ���-
���������. ��� �������� ����� �� �������� ��� �������� �������������.

� ������ ��������������� ����� ������������ ������������� ������ V, ��� �������� �
������ [4], ��� ������������������ �������������� ���� ��������� ��������������� ������

t cn(V) = qn + O(n t−1), 

��� t � ����������� �����, � q � ������������� ������������ �����. �������� ���������� �
� ������ ������ �� ��� ���������� ������ (��. [4]). � ���������, �� ���� ���� ����� �������
������

t = lim log cn(V) (1)
n→∞ n 

���������� � ����� ������������ �����.
��������� ����� �������� � ����� ������ ���� ������� �������� � ������ [5], ��� ������-

�� ������ � �������� (1) ������ 3,5. �����, � ������ ������ �� ��������� [6] ��� ��������
������, � ������� t = 2, 5. ������� ��������, ��� �������� ������ (1) ������� �� ��������-
����� ������ ����, ��������� � ������������� ��������������� ������������M1, � �������
���������� ������� ���������� �������.

� ������ ����������������� ����� ������������ V ����� ������������ ������ �������-
n����������� cn(V), ������� ���������� ����������� ������������. � ������ ������������

������������� ������ ���������� ������ ���������� � �������� ��������������� ������ [7].
� ������ ������ �� ���� ��������� ������� ������� ���������� (��. [8], [9]), � ����� ����
���������� ����� ����� �������� (��. [10], [11]). � ����� ������ � ������ [12] ��� ����-
�� ��������������� ����� α > 1 ��������� ������������ ���������� α. � � ���� ������ ��
������������� ������ ����, ��������� � ������������� ��������������� ������������ M1,
� ������� ���������� ������� ���������� �������, � ������ [13] ������� ��������� �����-
������� � ������� �����������, ������ �������� �������. ����� �� ����������� ���������
������ �������� ��������� ���� �������.
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���������� ���� ������� ������� ������������ �������� ������� � ������������ M1.

2. ��������������� ��������� ���������

� ���� ������� �� ������ ��������� ����������� ���������� ���������������� ������-
��� (�.�., ������������� ������� � ����� �������� ���������), ����������� � �����������
��������.

����������� 1. ����� X = {x1, . . . , xn} � �������� �������� ���������. ��� �����-⋃ 
���� ��������� �������� W (X) = Wm(X) , ��������� �� ������������ �����������m>1 

���������:

k−1⋃ 
W1(X) = X � Wk(X) = (Ws(X)×Wk−s(X)) , ��� k > 2 . 

s=1 

������ ������������ �������� ��������� � W (X).

����� 1. w1 = w2 ∈ W (X) ���� � ������ ���� ��������� ��� �������:

1. w1 � w2 ∈ Wk(X) ��� ���������� k > 1;

2. ��� k = 1 ��������� w1 = w2 ����������� � X, � ��� k > 2 ���� ����������� �������-
��� wi = (ui×vi), ��� u1 = u2 � v1 = v2 � W<k(X).

��������������. ��������������� �������� �� ������������� ����������� W (X). ✷ 

����������� 2. ������ ������ Wk(X) ������� ����� ��������� ��������� W (X).
���� w ∈ Wk(X), ������� |w| = k. ��������� |(u×v)| = |u| + |v|, ��� ����� ����������
���������� ����������� ����������� W (X):

Ws(X)×Wt(X) = (Ws(X)×Wt(X)) ⊂ Ws+t(X). 

����������� 3. ����� ������������� ��������� ���������� ���� ����������, �����-
������ ���������� ��������� �������� B := W ({x}).

����� W (X) ���������� ������������ �� B ��������� �������� xi:

β : W (X) � B, ��� β(xi) = x, β((u×v)) = (β(u)×β(v)). 

���� w ∈ W (X), �� β(w) ∈ B �������� ��������� ���������� ���������������� ������ w.
��� b ∈ B ��������� ���������

W (b)(X) := {w ∈ W (X) | β(w) = b} = β−1(b). 

����� ��������� W (X) = 
⋃ 
b∈B W

(b)(X) �������� ��������������� ����������������� ���-
��������� W (X):

W ((b×b ′ ))(X)W (b)(X)×W (b ′ )(X) = (W (b)(X)×W (b ′ )(X)) = = W (b×b ′ )(X). 

��������� ��������� ������ �����: |β(w)| = |w|, �������⋃ 
W (b)(X) = (X).Ws s|b|=s 

(b) (b)����� Ws (X) = W (b)(X), ��� |b| = s, �� Ws (X) = ∅, �����.
����� ����� ���������� ��������������� ������� ��������� b ∈ B:

♯(B(b)) = ♯(W (b)({x})) = 1, ♯(W (b)(X)) = ♯(X)|b|. 



( ) 

⋂ 
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��������� 1. � ������������� ������ �� ���� ���� �� ������� ��������� ������⋃ 
������������� ���� ������������ �������� ������������ X∗ = Xs. �������� Xs 

+ s>1 

����� ��� (xi1 , . . . , xis), ������� ����� ���� �������� �� xi1 · · · xis, � ���� ������������
∼������� Xs×Xt ≃ Xs+t. � ���������� ������ {x}s = {xs}, � ������� ({x}∗ , ×) = (N, +),

� ��������� ��������� �������������� ������ ��������� � ��� ������. ��� �����������⋃ 
���������������� �� ������ X∗ = Xs, ������������ �� X∗ ����������� X0 = {∅},s>0 + 

����������� ������ ����� ����� ����, ��������� ���� ������� ������� X∗. � ���� �������
��������� ��������� ����������� ������ � �� �����. � ��������������� ������ ���������
��������� ��������� ����� �������.

��������� ������� ����������, ��� ���������� ��������� ��������� ����� ���������-
�� ��� ������������, � �������� � ������ ��������� ��������� ����� ���������. ��� ������-
���� ��������� ��� �������� ��������� ��������� ��������� ��������������� ��������.

������� 1. � ������� x1 × x2 � x2 × x1 ���� ��������� ��������� (x × x), �� ���
����������� x1 := x, x2 := x × x ���������� ������ ���������:
(x × (x × x)) ̸= ((x × x)× x).

� ������ x1×(x2×x3) � (x2×x3)×x1 ����� ������ ��������� ��������� (x×(x×x)) ̸= 
((x×x)×x), �� ��� ����������� x1 := x×x, x2 := x, x3 := x ���������� ����������
���� ((x×x)×(x×x)).

��������� 2. C�������� ��������� � ��������� ��������������� ��������� ������� �
������� �������� Cs : 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, . . . :

1 1 2s 
♯(Bs) = · · = Cs , ♯(Ws(X)) = Cs · ♯(X)s . 

2 2s − 1 s 

��� ������� ��������� �����������, ������� �� �������� ���������.

����������� 4. ��������� ��������� ⋃ 
1 I(X) = 1 I := W>2(X) = Ws(X) . 

s>2 

����� 1 I(X) � ��� ����� ��������� W (X), � ��� ������, ��� ��� ����������� ���������
�� �������� W (X) : 1 I ×W (X), W (X)× 1 I ⊂ 1 I.

����W (X) = W>1(X) �������� � ���� ������ ����� ������� � �� ��������� ��� 0 I(X) = 

0 I.
��� ��������� M ⊂ W (X) ��������� ⟨M⟩ � ��������� ��������� M � W (X), �� ����, �

���������� �� ��������� ����� W (X), ���������� M .
������ �� ����� ���������� ��������� ������ (��� ���� ����������� ����������� ��

�������� ������������):

2 I(X) = 2 I := ⟨1 I×1 I⟩ , 
s−1 s−1⋃ ⋃ 

sI(X) = sI := ⟨ tI×s−tI⟩ = ⟨tI×s−tI⟩ , ��� s > 2. 
t=1 t=1 

������ �� sI �������� ���������������� �������������� ���������� ������ ���������
W (X), �� ����� s �� ������� ����� � W>2(X). ������������� �������� sI �� �������
�������.

����������� ������ ���������� ��������� ���������� �� W (X):

W (X) = 0 I ⊃ 1 I ⊃ · · · ⊃ sI ⊃ s+1 I ⊃ . . . , sI = ∅. 
s>0 



⋃ ⋃ ⋂ 

∑ ∑ 
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��������� ���������������� ���������� ����������� ����:

sG(X) = sG := sI \ s+1 I , s > 0. 

����, ��� ⋃ ⋃ 
sI = tG , � ���������, W (X) = tG , 

t>s t>0 

� ��� ����������� �����������.

��������� 3. ��������� sG ������� �� ��������������� �������, ����� s ��-
���������� ������� ����� � W>2(X), � ��������� � � X. ��� ���������� ������-
��� ������ �������: ���� w ∈ sG(X), �� β(w) ∈ sG({x}). ��������, ������ �������
(((x× (x×x))×x)× ((x×x)×x))×x ����������� 2G � �������� ������ �������� �����
��� ��������� ���� (xi × xj).

����������� 5. ����� w ∈ W (X), ��������� w ���� (xi × xj) �� �������� ��������� �
w.

�� ���������� ���������� �������������� ������ ���������� sG � sI. ���� w ∈ sG, ��
w �������� s ������, � ��������. ����� ����, |w| > 2s, � � �����:

G(b) G(b) W (b) 
sG = s , ��� s = sG (X).m m m 

m>2s b∈B 

������������ ������ ����� ��� xi, � ��� ����������� X = 0G = 0G1
(x) .

��������� 4. ��������� {sG | s > 0} ������� �� W (X) ����������������, � ������:

sG×tG ⊂ s+tG ��� (s, t) ̸ (0, 0), �� 0G×0G ⊂= 1G. 

��������� ����� ����� ����� ������������ ������� ��������� W (X), �����������
��������� ��������� ������� � �� ����� (��� ♯(X) = n):

m sF (y, z) = ♯(G(X))(y, z) := ♯(sGm)y z = 
m>1 s>0 

2 2 3 3 = ny + n y z + 2n y z + · · · . 

����� 2. F (y, z) � �����������: ( )1 
21 4n2y2 

F (y, z) = 1− (1−2ny)· 1− · z . 
2 (1−2ny)2 

��������������. �������������� ����� ��� F = F (y, z), � ������� �������������� ����
����������� sG , ������� �� ��������:

X ∪ (W (X)×W (X)) = W (X) , 

2 2 2 2 ny + F (y, z)2 = F (y, z)− n y z + n y . 

������ ���������� ������������ ���������:

2 2 2 2F 2 − F + (n y z − n y + ny) = 0 . 



( ( )

( ) ( ) 

( ) 

( ) 

( ( ) 

( ( )) 
( ) 

∑ ∑ ( ) 

26 �. �. ���������, �. �. �������

����������� ������������ ����� ���������:

2 2 2 2 2D = 1− 4n y z + 4n y 2 − 4ny = (1 − 2ny)2 − 4n y z . 

������� ��� F ���� ��� �����������:

z . 

)1 
2 21 4n 2y

F± = 1± (1 − 2ny) · 1− ·
(1 − 2ny)22

�� F (0, z) = 0, �������� F = F− , ��� � ���������� ����� 2. ✷

��������� 5. ��� n = 1, ������� z = 1 ������� D = 1− 4y �∑ ( √ ) ∑1m mF (y, 1) = ♯(Bm)y = 1− 1− 4y = Cmy , 
m>1 2 m>1 

��� Cm � ����� ��������, ��������� ��������� ������� ����� m:

1 1/2 1 1 1 1 1 
Cm = − (−4)m = − · · · ( − 1)· . . . ·( − (m−1)) · (−4)m = 

2 m 2 m! 2 2 2 

1 1 
= · · ((2(m − 1) − 1) · (2(m − 2) − 1) · . . . · (2 − 1)) · 4m = 

2m+1 m!

1 1
= · · ((2m − 3) · (2m − 5) · . . . · 1) · 4m = 

2m+1 m! 

1 1 (2m − 2)! 
4m = · · · = 

2m+1 m! (2m − 2) · (2m − 4) · . . . · 2 

1 1 (2m − 2)! · 4m (2m − 2)! 1 1 2m 
= · · = = · · . 

2m+1 2m−1m! · (m − 1)! m! · (m − 1)! 2 2m − 1 m 

��� �� �������� �� ����� ����� �������� ��������� sGm(X).

������� 1. ��� m > 2, s > 1:

2m−2s♯(sGm) = Cs · 
m − 2 · · ♯(X)m , ��� m > 2s ; ����� ♯(sGm) = 0 . 
2s − 2 

��������������. �������� ����� ��������������� ��������� F (y, z):)1 

· z = · = 
∑ 2 2 ∑(−4)s(n y z)s2 2 2 2(n y z)s4n 2 1/2y

1− 1− 2· Cs · ,
(1−2ny)2 (1−2ny)2s (1−2ny)2ss 

s>0 s>1 

����� n = ♯(X) . �����, ��������:

2 21 ∑ (n y z)s 
F (y, z) = · 1− (1 − 2ny)· 1− 2 · Cs · = 

2 (1 − 2ny)2s 
s>1 

∑ 2 2 ∑ ∑Cs ·(n y z)s −2s+12 2 = ny + = ny + Cs ·(n y z)s · ·(−2ny)u = 
(1 − 2ny)2s−1 u 

s>1 s>1 u>0 

2s + u − 22 2 = ny + Cs · (n y z)s · · (2ny)u = 
u 

s>1 u>0 
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2s + u − 2 2s + u = ms = ny + Cs · · 2u(ny)2s+u z = = 
2s − 2 m > 2s 

s>1 u>0 

m − 2 
2m−2s m m s m s = ny + Cs · · · n y z = ♯(sGm) · y z ,

2s − 2 
s>1 m>2s m>1 s>0 

�������������, �������� ������� ���������:

2m−2s m♯(0G1) = n ; ♯(sGm) = Cs · 
m − 2 · · n , ��� s > 1 , m > 2s. 
2s − 2 

��������� ♯(sGm) � �������. ✷ 

����� 3. ����� s > 1, m > 2. ���������� �������� �������:

⌊m/∑2⌋ ( ) 
m − 2s m s ·2m−2s♯(Gm(X))(z) := ♯(sGm(X))z = n · Cs · z = 
2s − 2 

s>1 s=1 

⌊m/∑2⌋( )( ) ⌊m/∑2⌋ ( ) 
1 1/2 m−2 m−um = − · (2n)m · · ·(−z)s = n · Cm−u · ·(z−1)u ;
2 s 2s−2 u 

s=1 u=0 

⌊m/∑2⌋ ⌊m/∑2⌋ ( ) 
m − 2 

Cm = ♯(Bm) = ♯(sGm({x})) = Cs · · 2m−2s ;
2s − 2 

s=1 s=1 

∑ ( ) 
2 2)s(1−2ny) 1/2 (−4)s(n ym♯(sG(X))(y) := ♯(sGm(X))y = − · · = 

2 s (1−2ny)2s 
m>1 

2s 2sCs · n · y
= ;

(1 − 2ny)2s−1 

♯(sG2s({x})) = Cs , ♯(1Gm({x})) = 2m−2 . 

������ ����� ������ ��� s > 1, m > 2s:

1 2s m − 2 
2m−2s m♯(sGm) = · · · · n = 

2 · (2s − 1) s 2s − 2 

s m 
2m−2s m = · · n . 

(m − 1) · m s, s, m − 2s

������ 2. ������ ��� �������� ��������� x2 := (x × x):

2×x2 � B4 = {x , x×(x×x2), x×(x2×x), (x×x2)×x, (x2×x)×x},
♯(B4)(z) = z2 + 4z , ♯(B4) = C4 = 5 ;

� 1Gm({x}) = {x×(· · · ×(x×x2) . . .), x×(· · · ×(x2×x) . . .), . . . ,
(. . . (x2×x)× · · · )×x}.

��� ����������� ���������� ����� �������� ������������� �������� � ���������������
�������, ���������� � ���������� �������.
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����������� 6. ����� b ∈ B, ��������� L(b) := (x×b), R(b) := (b×x). �������� L 
� R � �������������� ��������� �������� B, � ������� �� ���������� ������������.
��������� �����������:

2 µ : {L,R} ∗ → B, µ(∅) = x , µ(w(L,R)) = w(L,R)(x 2). 

����� µ ���������� ����������� µ(L) = L(x2), µ(R) = R(x2). ����, ��� |µ(w)| = |w|+ 2 ,
� ����� �������, ��� deg µ = 2 .

����� 4. µ ������������ ������� {L,R}∗ �� 1G({x}).

��������������. ��������� µ ��������� ������� 2 ������������ ����� �������, �����-
����� ��������� � ������������ �����������

µ : {L,R}s → 1Gs+2({x}) . 

����������� ��������� ��������� �� s. ������ s = 0, 1 � ��������.
������� ������������� µ. ��������, ���� µ(w1(L,R)) = µ(w2(L,R)), �� |w1| = |w2| . �����

��� ����� w1 ̸ w2 ∈ {L,R}s, �� µ(w1) = µ(w2). ��� ���� s ����� ������� ���������� ��= 
������� � ����, ��� s > 2 .

�������� �������� ��������� ������������� ������� ������������� �����. � �������
X∗ = {x1, . . . }∗ ��������� w1 = w2, ���� � ������ ���� |w1| = |w2| � wi = xji · vi, ��� j1 = j2 ,
v1 = v2 .

����, � ����� �������� wi = Ui ·vi(L,R), ��� Ui ∈ {L,R}. �� �������������, ���� (U1, v1) 
� (U2, v2) � ��������, �� ��������������� ����� µ(w1) = (U1 ·v1(L,R))(x2) = U1(v1(L,R)(x

2)) 
����� µ(w2) = U2(v2(L,R)(x

2)) � B. �� �������� ��������� � ��������� B, �����: U1 = U2 �

v1(L,R)(x 
2) = µ(v1) = µ(v2) = v2(L,R)(x 

2) ∈ B . 

��� ���� ������������� ������ v1(L,R) � v2(L,R) ����������� �������, �� ����� �����
s − 1 < s. ���������� ������������ ���������� ������������� ����������� µ.

������� �������������� µ. ����� m ∈ 1G({x}). ��������, ���

1G({x}) = 1 I({x}) \ 2 I({x}) = 1 I({x})\⟨1 I({x})× 1 I({x})⟩ = 

= B>2\⟨B>2 × B>2⟩ . 

����� �������, m ∈ B>2 � m = u × v. ��� ����������� u � v �� ����� ������������
B>2 , ��������� ����� m ∈ ⟨B>2 × B>2⟩ = 2 I({x}) * 1G({x}). ������� ���� �� ��� �����
� B1 = {x}. ��� ��������������� ����������� ������� u = x. ���� |v| = 1, ����� v = x �
m = x2 = µ(∅) � ����������� ��������. ���� |v| > 2, ����� v ∈ B>2, ��

v ̸∈ ⟨B>2 ×B>2⟩ = ⟨1 I({x})× 1 I({x})⟩ = 2 I({x}) , 

��������� ����� ���� ��: m = x × v ∈ 2 I({x}) * 1G({x}). �������

v ∈ 1 I({x}) \ 2 I({x}) = 1G({x}) , |v| = |m| − 1 . 

�� ������������� ��������, ��� ���������� w(L,R) ∈ {L,R}∗ ���� ��������� v = µ(w). �
����� m = x × v = L(v) = L(µ(w)) = µ(L · w). ��� �����, �������� ��������� � ����� 4
��������. ✷ 

��� ������������� ��������� ���������� ������������� �������:

2m−2 2♯(1Gm({x})) = , ♯(1G(X))(y) = ♯(X)2 · y (1 − 2 · ♯(X) · y) . 
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3. ������������� ��������� �����������
�������

���������� ��������������� ����������� ������� KW (X), � �� �����������, ��� �����
��� ����� K �������� ��������������� ������ �� W (X), � ��������� ������������� ���-
������� �������� ��������� (W (X),×). ��� ����� ���� ������������ ������ �������:    

KW (X) ∼ KWm KWm = w , λw ∈ K .= (X) , ��� (X) λw  
m>1 w : |w|=m 

����� 5. ������� KW (X) �������� ��������� ���������� X � ��������� ���������-
������ (��������������) K-������. �� ����, ����� (����������) ����������� X � K-�������
A ���������� ������������ �� ������������ KW (X) � A.

��������������. ����� φ : X → A � ����������� � �� ����������� ������������� K-
�������. ����� ������� A ������������ �������������� � ������������, ��� φ � ����������
������� deg (φ) = deg (φ(x)) − 1 , x ∈ X.

��������� �� ����� ������� ��������� φ �� ������������������ �����������

φ ∗ : W (X)→ A : φ ∗ (u × v) = φ ∗ (u)× φ ∗ (v). 

�����, �� ���������� ��������� φ∗ �� ����������� Φ: KW (X)→ A , �������:

Φ λww := λwφ 
∗ (w) , 

w∈W (X) w∈W (X) 

����� � ������ ���� �������� ����� ��������� � ����� ��� λw = 0 .
�������, ��� Φ � ����������������, �, �������������, �������� ������������� K-

������. �������������,      ∑ ∑ ∑ 
Φ λuu× µvv= Φ λuµv u×v= 

u∈W (X) v∈W (X) u,v∈W (X) 

= λuµv φ 
∗ (u × v) = λuµv φ 

∗ (u)× φ ∗ (v) = 
u,v∈W (X) u,v∈W (X) 

= λuφ 
∗ (u) × µvφ 

∗ (v) = 
u∈W (X) v∈W (X)

= Φ λuu × Φ µvv . 
u∈W (X) v∈W (X)

����, ��� ����������� ����������� ������������ ����������. � �������������� ������ Φ 
�������� ����������, � ��� ������, ���

Φ(KWm(X)) ⊂ Aα(m) , ��� α(m) = m · deg (φ(x)) = m · (deg (φ) + 1) . 

��� ��������� ���������� ����� 5. ✷ 
��� �������� ������������ �������� ��������������� ������ �� ����������� ������-

��������� ����������� � �����������.

����������� 7. ����� x ∈ X, w ∈ W (X). ��������� ��������� x � ����� w, �
deg x(w), � �� ��������� ������������ ��������:
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� deg x(y) = [x=y], ��� y ∈ X;

� deg x(w) = deg x(u) + degx(v), ��� w = u × v .

����� �� ������������ ����������� ��������� (I������ b�ac���). ��� ��������������� ��-
���������� S:

0 , ���� S �����;
[S] = 

1 , ���� S �������.

��������, 0 6 degx(w) 6 |w| . ������������ ������ w ∈ W (X) ���������� �������������-
����� ���������� ��������� ���������� � ����:

Deg (w) = (deg x(w) , x ∈ X) : X → N0 = {0, 1, 2, . . . } . 

��������������� ���������������� ���������� �� X ���������� K-�������� ����������
��������������� ��������� ���������� �����������.

����� D : X → N0 , ��������� D-�������������� ���������� KW (X):

KWD(X) = K⟨w | Deg (w)=D ⟩ = λww , λw ∈ K . 
w : Deg (w)=D 

��� ����������� ���������������� ������ ����� ��� �����:

|Deg (w)| = deg x(w) = |w| , 
x∈X 

������� �������������� ����������� KW (X) �������� ����������� �� �����:

KWm(X) ∼ KWD(X) , ����� |D| = D(x)= . 
D : |D|=m x∈X 

����� ��������� ������������ ����� ���������: D ≡ 1 : X → N0 . ��������������� ���-
������� ���������� KW (X) ���������� ������������:

KW1(X) =: P (X) =: Pn(KW ) , ���� ♯(X) = n . 

� ������ ������������ ��������������� ������� ��� x ∈ X ������������ � ��������� ����-
������ �, ���� �� �������� �������� �� ������, � ����� ������� �������� ������������ ���-
������ X. ��������� ��������� �������� �� �������������� ������������������, �������:

dim K Pn(KW ) = Cn · n! 

��������� ��������������� �������������� ��������� K-������� A. ��������� ���-
�� Id (n)(A)✂KW (X) (�����, ��� ������, n = ♯(X)):

Id (n)(A) = ker {ϕ : KW (X)→ A} . 

�� ����� 5, ��������������� K-������� KW (X) �������� ��������� ���������� X = 
{x1, . . . , xn}. ������� ����������� ϕ : KW (X)→ A ���������� ��������� ���������� ϕ(xi) = 
ai ∈ A , ������� ����� ���� ������� �����������. �������������, Id (n)(A) ������� �� ����-
����������� ��������� Q(x1, . . . , xn) ∈ KW (X) , ������������ � A ��� ������ �����������
xi = ai:

ϕ(Q(x1, . . . , xn)) = Q(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) = Q(a1, . . . , an) = 0 . 

����� �������� ���������� ����������� ������� A. ��� �������� ������������������
����� KW (X) , ����������� �������������� ������� KW (X) , � ������������� ������-
����� xi = Ri(x1, . . . , xn) ∈ KW (X) . � ���������, ����� Id (n)(A) ����������� ������������
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������������ ��������� X: xi → xσ(i), ��� σ ∈ Sn. ����� ������������ ��������� ����� �
��������� ��������� ��������������� �������, ��������� β ◦ σ = β. ��� ����� ���������
�������� ��������������, ��� ������� ���������� ������������ ���� ����������� ��������-
����� ������ Sn:

Pn(KW ) Id (n)(A) , Pn(A) = Pn(KW ) Pn(KW ) Id (n)(A) . 

��� � ������������ ��������� � ������������ ���������� ������� n ������� A. ��� ����-
��� �������������� ��������� ���� ������������ ��������� A ������ �������� ���������-
������ ���������� ��������� ��� ��� �������������� ���������. ������ ���������������
������� A �������� ������������� ������������������ �������������� �������� A:

cn(A) = dim Pn(A) . 

�� ��������� ����������� �������:

Id (n)(KW ({x1, . . . , xn})) = 0 , cn(KW ({x1, . . . , xn})) = Cn · n! . 

�� ����������� ����� ������� �����������. � ([14], �2) �.�. ����� �������, ��� ����� ��-
�������� ��������������� ��������� ������� � ��������, � ����� ��, ��� ������� B ��������
������������������� ��������������� ��������� �������. � ������� B ����� ����� ��������
����� ���������, � ����� ������, ��� ��� ����� ����� ������������ ��� x2×x, (x2×x)×x,
((x2×x)×x)×x, . . . , � �� ������� ��������������� �������������� �����������. �� �����
��������������� �������� ��������� �����������.

����� 6. ��� ���� ����������� n � m :

� Id (n)(KB) = 0 ,

� Id (m)(KW ({x1, . . . , xn})) = 0 ,

� cm(KW ({x1, . . . , xn})) = Cm · m! .

��������� �.�. ������ � ������������� ��������� ��������� ��������� ����������� ���-
������ (���������) ��������� KW (X) � B. ��� ����� ���������� ����� ������������ ����-
��� ���� ���������. �� ������ ����� �������������� �������������� ����� 2, �����������
��� � ��������������� ������������� ������.

����� ��������������� ��������� ������� KW (X) �������� �������� ��������������⋃ 
���������� X= Xm. �� ������������������� � ���������� ��������� ������� �����-m>1 

���� ��� �����������:
KW (X) ∼ KWm(X) .= 

m>1 

���������� ��������� ����������� �������� ��������� KW (X):⋃ 
X (W (X)×W (X)) = W (X) . 

��� ������ ��������� ��������� ������� �������������� ����� ������������ ������������
�������

m mX(y) = ♯(Xm)y � KW (X)(y) = dimK KWm(X)y , 
m>1 m>1 

X(y) + (KW (X)(y))2 = KW (X)(y) , X(y) = KW (X)(y)−KW (X)2(y) . 

�������� ��� ����������� � ��������� ����������� KB, ��� ������� �����:

mKB(y) = B(y) = Cmy � B(y)−B2(y) = y . 
m>1 



( ) 
( ) 

32 �. �. ���������, �. �. �������

������ 3. �) C������ ����������� ��������� ������ K1 I({x}) ▹ KB, ��� ���������
�������. �������, ���

K1 I({x})(y) = 1 I({x})(y) = B(y)− 0G({x})(y) = B(y)− y . 

�������������, ����� �������� ������������ ������� ������������ ��������� 1X 
����� ������:

1X(y) = 1 I({x})(y)− 1 I({x})2(y) = (B(y)− y)− (B(y)− y)2 = 

2 2 5 = B(y)− y −B2(y) + 2yB(y)− y = 2yB(y)− y = y 2 + 2y 3 + 4y 4 + 10y + . . . 

�� ����, ��� m > 2 :

♯(1Xm) = 2Cm−1 − [m = 2] . 

����� ��������, ���

2 
1X = {x ; w × x , x × w , ��� |w| > 2 } . 

�) ������ ������� ����������� ��������� ������ K2 I({x}) ▹ KB, ��� ��������� �������.
�������, ��� � ���� ������:

K2 I({x})(y) = 2 I({x})(y) = B(y)− 0G({x})(y)− 1G({x})(y) = 

2y
= B(y)− y − . 

1− 2y 

��� ������������ ������� ������������ ��������� 2X ����� ������ �������� ���������
���������:

2X(y) = 2 I(y)− 2 I
2(y) = 2 I(y) · 2y + 2 I(y) · (1 − 2y)− 2 I

2(y) = 

2 

= 2 I(y) · 2y + B(y)− y − 
1−
y

2y 
· (1 − 2y)− 2 I

2(y) = 

2y − y
= 2 I(y) · 2y + B(y)− · (1 − 2y)− 2 I

2(y) = 
1− 2y 

= 2 I(y) · 2y + B(y)−B(y) · 2y − y + y 2 − 2 I
2(y) = 

= 2 I(y) · 2y + B2(y)−B(y) · 2y + y 2 − 2 I
2(y) = 

= 2 I(y) · 2y + (B(y)− y)2 − 2 I
2(y) = 2 I(y) · 2y + 1 I

2(y)− 2 I
2(y) = ( 

2 
)2 

= 2 I(y) · 2y + 2 I(y) + 
y − 2 I

2(y) = 
1− 2y 

2 
( 

2 
)2 

y y
= 2 · 2 I(y) · y + 2 · 2 I(y) · + . 

1− 2y 1− 2y 

��������� ��������� �.�. ������ � ��� �������, ����� ��������, ���

2X = {w × x , x × w ; w × u , v × w ; v × u | w ∈ 2 I({x}) ; v, u ∈ 1G({x})} . 
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�� ������ ������������ ��������� ��������� �������� ������� KB �� ���������-
��� ������������. � ���� ����� �� ���������� ��� ������� � ���������� ������� 0A = 
KB/K1 I({x}) � ������� 1A = KB/K2 I({x}) , ������� ���������������. ������ �� ��� �����
������� ���������, � ������� ��� ��������� ��������� ����� �������� ����� ������� 1:

c1(0A) = 1 ; cn(0A) = 0 , ��� n > 1 . 

������ ������� �������� ���������������� ����� � ������� ���������� �������������
���� � K1 I({x})/K2 I({x}), ��������� ���� ��� ������������ ��������� ����� ������� �����-
���. �� ������� ������������� ������������ �������� ������� 1A � �������� ������������
���������, ��� ����������� ������������� �������������� ������.

����������� 8. �������������� ���������� ��������� ����:

((a × b)× (c × d)) ≡ 0 . 

���� ������ ���� �� ������ ������ ��, ��� ������� � ������� ���������� ����������
��������, ������ ��� ����������� ����� ������ ��������� �� �������������� �����������
([15]). � ���� ������ ������� 0A � �������, �� �� �� ����� ������������ ��� ��������, ������
��� ��� ����� ���� ����������� ���� ��������.

������� 2. 1. 1A � ��������������-��������� ���������������� ����������;

2n−22. c1(1A) = 1 , c2(1A) = 2 � cn(1A) = · (2n − 1) ��� n > 2 ;

3. P( 1(1A⊕) ∼ ∼ K , P2(1A) ∼ S(1,1) , � ��� n > 2 ����� Pn = 2n−2 ·= S(1) = ) = S(2) 
⊕ 

(1A) ∼
S(n) 2 S(n−1,1) · .

��������������. ������ ����� ������� ������� �� ����, ��� 1A �������� ������� ������-
���������� ��������� ��������������� ������� KB. ����� ����������� ������������ KB 
�������� x � ��������������� K�������� C ������������ �� ������������ φ : KB → C.

�� ����������, ��� ������ �� 2 I({x}) ���������������� �������� ��������� ����
((m1×m2)×(m3×m4)) . �������, ���� C � ����������, �� φ (K2 I({x})) = 0 , � φ ������������
�� ������������ 1A → C.

�������� � ����������� ����������� ������� 2 ����� �������� �� ���� �����������
�����������, ����������� ������������ ��������� ������� 1A. ✷ 

��������� 6. � ��� ������������ ����������� � ����� ���������� ������ �� ���-
����, ������� ��� ����� ����������� �� 1A � ������������ ����� � �����, ��� �����
��������� ��������� ����������;

� ��� ��������� � 1A ������ w1 � w2 ����� ������� 1 �����, ���� � ������ ���� wt = 

1ut × 2ut, ��� lu1 = lu2 � ��������� ������, � ���� �� ���� ���� �� ��� (��� l = 1 ���
2) ����� x;

� � �������� ������ ������� 1A �� ������� ��� ��� ��������� ������ � ��� x � ��������-
����� ������ �� x.

����� 7. ����� ��� ������������ ������ ������ ��������� ��������� � ������ ��-
����� ���������� ����� ��� ��������� ������������ ����������� �� ������� 1A. �����
��� ������ ��� ��������� ����������� ���������� � 1A.
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��������������. ����� w 1, 2 � ������������ ������ �� x1, . . . , xn ������ ��������� �����-
����, ��� ������������ ����������� xi := ui ∈ 1A ������ � �������� �� ����.

����� wi �������� �� ����� ������ ������; ��� us, ����� ����� ���� ������ ������, �����
x, � ���������� ����� ����� �� ����� ������ ������; |w1| = |w2| = n, ��� n ����� �������
���������� �� ���������.

����, n ̸ 1, 2 � � ���� �������� ��� ������� ������ ��������� ���������. ������ n = 3= 
����� ����������. �������������, ������������ ������ ������ ��������� ��������� �����
����� ���:

a × (b× c) , (d× e)× f . 

��������� � 1A ������������ ����������� � ��� ������ (u ∈ 1G({x})):

x×(x×x) , x×(x×u) , x×(u×x) � (x×x)×x , (u×x)×x , (x×u)×x . 

��� ��� ������ �������� � 1A.
������� n > 4. ����� ��������� �����m ∈ 1A, |m| > 4 ����� ���m = µ×x ���m = x×µ,

��� µ ∈ 1A � ��������� ����� � |µ| = |m| − 1 > 3. �������, ���� m1 = ̸ 0 � ����������m2 = 
����������� x, . . . , x, u(x) � w1, w2, �����

m1 = µ1 × x = µ2 × x = m2 ��� m1 = x × µ1 = x × µ2 = m2 . 

�������������, �������� ������������ ������ ����� ����� ���

w1 = v1 × xi, w2 = v2 × xj ��� w1 = xi × v1, w2 = xj × v2 , 

��� v 1, 2 � ����� ������������ �� ������ ������� ������ ����� n− 1, ������ ��� ���������
����������� �������� µ1 = µ2 ̸= 0. ������ v 1, 2 ����� ������ ��������� ���������, ����
����� ���������� ��������� ����� �� ������ w1 � w2.

���� i = j, �� v1 � v2 ����� ���������� ������, � ���� ������ �������� �������������
�������, ���� �� �� ������������, ��� i ̸ j.= 

��������� w1 � w2 ����� ���������� ������ ���������� x1, . . . , xn, v1 ���������� �����-
��� xj � �� �������� xi, � v2 �������� � ���������� �������� xi � �� �������� xj . �������
��������� ��� ������: ��������� � v1 ������ xj ����� ���������� z, ������� ṽ1; ���������
� v2 ������ xi ����� ���������� z, ������� ṽ2.

������ ṽ1 � ṽ2 ����������� ����� n−1 ������ �������: z � xs, ��� s = 1, . . . , n, �� s ̸= i, j.
��� ����� ������ ��������� ��������� � ��� ����������� z := x, xs := us ���� ���������
������ �������� µ1 � µ2, ��� ������������ ������������� ���������� n. ����� 7 ��������.
✷ 

����� 8. ������������ ��������� ������� 1A � ��� ������������ ���������� �����-
������� �� ��������� ���������, � ��� ����������� ���������� � ��������� ����������-
���� ����� (����� X = {x1, . . . , xn}):

P (b)Pn(KW (X)) = Id (n)(1A) ,Id (n)(1A) ∼ (KW (X))
b∈B n 

P (b)=Pn(1A) ∼ n (1A) , b∈B 

(b) (b) (b)
��� Pn (1A) := Pn (KW (X)) Pn (KW (X)) Id (n)(1A) .

(b) ���������������. ������� ������������ ��������� ������� 1A ������� n ����� m
������������ ������ ��������� ��������� b ∈ B 

λ(b) (b) 
σ m ≡ 0 .σb∈B σ∈Sn 



∑ 
∑ 
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�� ����� 7, ��� ����������� �������� ������� 1A: mσ 
(b) → µσ, b ∈ 1A ��� ������ ���������

���������� b1, b2 ∈ B ������������ ��������� ������ µσ, b1 , µ τ, b2 �������� �, �����������-
��, ������� ���������� � 1A. ������� ��� ������ ����������� ������ ���� ��� ������� b ∈ B 
� ������� 1A ����������� ���������:

λ(b) σ µσ, b = 0 . 
σ∈Sn 

����� �������, �������� ��������� �������� ���������� ����� ��������� ���������:

λ(b) (b) ≡ 0 , b ∈ B. σ mσσ∈Sn 

� ������� ����������� ��������� ��������� ������� ��� �������� ������ Sn, �����������
����� 8 � ������������ ��������������� ����������� ��������. ✷ 

����� 9. �������� X = {x1, . . . , xn} , �����
(b) (b ′ ) ′ 1. KSn P (KW (X)) ∼ KSn Pn (KW (X)) ��� ���� b, b ∈ Bn ;n = 

2. Pn 
(b)
(KW (X)) ⊆ Id (n)(1A) ��� ���� b ∈ B, ���������� ����� ������ ������ ;

(b) ⋂ (b ′ ) ⋂ 
3. KSn P (KW (X)) =KSn Pn (KW (X)) Id (n)(1A) ��� ������������� b, b ′ ∈n Id (n)(1A)∼

Bn ;

4. Pn = 
(b)
(1A) ∼ 0 ��� ���� b ∈ B, ���������� ����� ������ ������ ;

(b) (b ′ ) ′ 5. KSn P (1A) ∼ KSn Pn (1A) ��� ���� ������������� b, b n = ∈ Bn .

��������������. ������ �������� Sn �� Pn 
(b)
(KW ({x1, . . . , xn})) . ����� σ ∈ Sn , b ∈ Bn ,

m(b) = (xi1 · · · xin)(b) ∈ Pn 
(b)
(KW (X)) . ����� �������� �� �������

(b))σ(m = (xσ(i1) · · · xσ(in))
(b) 

�� ���������� ������������ �� ����������� ����� ������������� Sn:

f : KSn → P (b)(KW (X)) , f(σ) = (xσ(1) · · · xσ(n))(b),n 

f(τ · σ) = (xτ(σ(1)) · · · xτ(σ(n)))(b) = τ (xσ(1) · · · xσ(n))(b) = τ(f(σ)) . 

����, ����� ������������� Pn 
(b)
(KW ({x1, . . . , xn})) ��� ������ ����������� ������ b ∈ Bn 

��������� ������ ����������� ������������� KSn , ��� ���������� ������ �����������
����� 9.

���� ��������� ��������� b ∈ Bn ������ m(b) ∈ KW (X) �������� ����� ������ ������,
����� �� ����� � ����� ������������ ����������� � ���� �� ������� B. �������������,
����� ����������� �� 1A � m(b) ����������. ������� KW (b)(X) ������� �� �������� 1A, ���
���������� ������ � ���������� ����������� ����� 9.

���� ��������� ������ b ∈ Bn ������������� ������ m(b) ∈ KWn(X) �������� ����
(��� �����) ������, �� ����� �� ����������, � �������, ��� ���������� ����������� xi = x ,
���������m(b)(x, . . . , x) = b ≠ 0 ∈ 1A . � ���������,KW1(X) �KW2(X) �� �������� ��������
������� 1A, � �� ������������ ���������� ��������� �������� ������������ ���������
��������� ��� ���� �����.

����� b ∈ B � ������������� ��������� ��������� ����� n > 3. ������������ �����
����� ������� ���������� �������������� � ����:

(b)m = Ui1 ◦ · · · ◦ Uin−2(xin−1 × xin) = Ui1 . . . Uin−2(xin−1 × xin) , 
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��� Ui ���������� �������� ��������� �� xi ����� � Lxi , ��� ������ � Rxi . �� ����� 4,
������������������ U = L,R ���������� ��������� b ∈ Bn .

��� n > 3 � k = 1, . . . , n−2 �� ������������ ������������� ������������ �����������
����� n ��������� �������� �������� ϕk , �������� ��������� ������ ��������� �����-
��� ���������� ��������� �������:

ϕk Ui1 . . . Uik . . . Uin−2(xin−1×xin) = Ui1 . . . U ik . . . Uin−2(xin−1×xin) , 

����� Lxi = Rxi , Rxi = Lxi . ��������, ϕ1 : x×(y×z) ←→ (y×z)×x . ����, ��� ϕk ��������
���������, ������������ ������������

ϕ−
k 
1 = ϕk ∈ GL P (b)(KW ({x1, . . . , xn})) ,nb∈ 1G({x}) 

������������� � ��������� Sn : ϕk · σ = σ · ϕk , ���������

ϕk σ(Ui1 . . . Uik . . . Uin−2(xin−1×xin)) = 

= ϕk Uσ(i1) . . . Uσ(ik) . . . Uσ(in−2)(xσ(in−1)×xσ(in)) = 

= Uσ(i1) . . . Uσ(ik) . . . Uσ(in−2)(xσ(in−1)×xσ(in)) = 

= σ(Ui1 . . . U ik . . . Uin−2(xin−1×xin )) = 

= σ(ϕk Ui1 . . . Uik . . . Uin−2(xin−1×xin) ) . 

��� ������������� ��������� ������� ����� n > 3 ����������� ���� � ����� ����-
������ ������������ ������������������� ϕk , k = 1, . . . , n−2. ������� ��� ����������
Pn 

(b)
(KW ({x1, . . . , xn})) ��� b ∈ 1Gn({x}) ���������, ��� ������������� ������ Sn. ����

���� �������� ������� ������� ������� ����������� ����� 9 � ���� ���� ��������, ���
��� ���������� ��������� ������ ����������� ������������� KSn. �������, ��� ���-
����� ϕk ��������� ������������ ��������� ������� 1A . �� ����� ��������� ����������
�������� � ������ ����������� ����� 9.

�������������, ���������� ������������ ��������� ������� 1A ������� n > 3 ��������-
����� ��������� ��������� b :

f (b) (b)= λσmσ ≡ 0 . σ∈Sn 

(b)����� mσ � ������������ ����� �� ���������� x1, . . . , xn ���������� ������� b, �����-
(b) ( )(b)

���, mσ = xσ(1) × · · · × xσ(n) . ������� f (b) ≡ 0 � ������� 1A ��������, ��� ��� �����
����������� � xi �������� ������� ������� 1A ��������� ����������� ����������. ��������
������ 1A ����� ����� ��������� ����� � �����, �������� �������. � ������ ���������
������ x, ��������� ��������� u � ��� ������������� ������ |u| > 2.

(b)��� ����������� u ��� ������ mσ , ��� ����������� �� ��������� �����������, ���������
����� ����� ����� ������ ������, � ����� ��������� � 1A . �� ����������� ������� �����

(b)��������� ��� ����������� u1 � u2 � ������ mσ , ��� �� �� ������������� � ��������� ����-
���. ����� �������, ���� � ������������� ������ ����� ������ ��������� �������� ���� u,
�� ��������� ��� ��������� �������� ���������� f (b) � �����������, � ������� ������� ��
�������� λσ �� ���������.

������������� ������� �� (λσ, σ ∈ Sn) ����� ��������� ��� ����������� � x1, . . . , xn 
������� (x, . . . , x, x) ��� (x, . . . , x, u) � � �����-�� �������.

f ( b 
′ ) ≡���� ���� � ��������, ��� �� ��������� f (b) ≡ 0 � 1A ������� ��������� ϕk(f (b)) = 

0. � ��� ����� ���������� ����������, ��� ���� �����-�� ����������� ���������� ���� ����
�������� f (b), �� ��� ������� � f ( b 

′ ).
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���������� ������������� ����������� x1 = · · · = xn = x � f (b):

λσ · (x × · · · × x)(b) = λσ · b = 0 . 
σ∈Sn σ∈Sn 

��������� b ∈ 1Gn({x}) � ������������� ������, �� ������������ � 1A , �������� ���������

σ∈Sn 
λσ = 0. ��, � ������� ϕk(b) = b ′ ≠ 0 � 1A , �� �� ��������� ���������� ��� �����������

����������� � f ( b 
′ ):

x)( b 
′ ) b ′ λσ · (x × · · · × = λσ · = 0 . 

σ∈Sn σ∈Sn 

�������� ����������� ������� (x, . . . , x, u) � f (b) = σ∈Sn 
λσmσ 

(b) . ��������� ����� ���������
(b)������� ������-���������, ���� ������� u ����� ��� ������ mσ ,� ����� ����������� λσ 

( b ′ )� ������������ ���������� �� ���������. �� � ���� ������ u �������� ��� ������ mσ �
�������� ���. � ����� λσ �� ��������� � ��������, ��������� �� ��������� f ( b 

′ ) ≡ 0.
(b)��� ����������� ������ �������� ���� u ������ ������ ������������� ������ mσ � x �

�� ��� ��������� ��� ������� ������� �������� ����� ������� 1A .
������� ��� ����������. ����� mσ 

(b) 
= Ui1 · · · Uin−2(xin−1 ×xin ), � ������� u �������������

� xin−1 . ����� ���������� �������� ����� 1A ���� Ux · · · UxRx(u). ��� ����������� u � xin 

���������� Ux · · · UxLx(u).
(b) ( b ′ )�������, ��� ��� ��� �� ������������ � ϕk(mσ ) = mσ ���������� �������� ������

���� Ux · · · Ux · · · UxRx(u) ��� Ux · · · Ux · · · UxLx(u), �������������� (Ux ����� �� k��� �����).
����� �������, ����� ������������� ����������� � f (b) �������� ���������� ���������

(��������) ������� 1A ��������� ���:

d

λσ vj = 0 , 
σ∈Sn, m

(
σ
b)→vj

j=1 

��� vj � ��������� �������� ������ 1A ���� Ux · · · Ux(R,L)x(u). � ��� ����� ������� ��������
������� �� λσ :

(b) λσ = 0 , j = 1, . . . , d . 
σ∈Sn, mσ → vj 

�� �� ����������� � ϕk(f (b)) = f ( b 
′ ) ��������� ��� �������� ����������:

d
′ λσ v = 0 ,( b ′ ) ′ jσ∈Sn, mσ → vjj=1 

��� v ′ = ϕk(vj) � ��������� �������� ������ 1A. ��� ����� �� �� ����� ������� ��������j 

��������� �� λσ :

( b ′ ) λσ = 0 , j = 1, . . . , d ,′ σ∈Sn, mσ → vj 

(b) ( b ′ )��������� ������� mσ → vj � mσ → vj �����������. ����, ϕk ��������� ������������
��������� 1A, � ����� 9 �������� ���������. ✷ 

4. ���������� � ��������� ������� KSn 

�������� KSn-��������� ��������� ������������ �������� ������� 1A � ��� ������-
������ ��������� Pn(1A) �� ������� � ���������� ������ ����� �������������� λσ ��
�������������� ����� 9.
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����� ���� ��������, ��� ��������� ������� 1A � ��� ������������ ���������� �������
n ��� ������ ������������� ����������� ������ �������� ���������� ������������� ���-
����������� ������ Sn . ������� ����� �� ����������� �����-������ ����������� ������,
� ��������, �����������������, � � ���� �������� ������ �� ��������� ������������� ���
����������� ��������� �� �����:

Rn−2(x 2) = (. . . ((x × x)× x)× · · · × x) =: xxx · · · x .x 

����, ������� ������������ ��������� ������ ���� (������������� ��������� ���������)
������� 1A ������� n > 3 :

λσ · xσ(1)xσ(2) · · · xσ(n) ≡ 0 . 
σ∈Sn 

��� ���� ��������� �����, ������������� ��������� �� λσ ����� ���������� ��� ������-
����� � {x1, x2, . . . , xn} ������� ������� ���� {x, x, . . . , x} ��� {u, x, . . . , x}, ��� u ∈ 1A>1 .
����������� ������ {x, x, . . . , x} ����� ��������� λσ = 0 , � ���� ���������, ��� ���σ∈Sn 

������� �� ����������� ����������� ������ {u, x, . . . , x}, �������, � ���� �������, ������� ��
���� � ������ ����� ���������� xi ������������� ����� u . ��������� ��� ������.

����� u ������������� ������ xj , � ������ ������ xi ������������� x. � �����, ����������
��� ������������ ������, ��� xj ����� ��� ������ (�� ����, ��� ����� ����������� � ���
������ ���� �������). ��������� ����������� ���������� � ������������� � 1A ���������
����:

Rn−2 Rn−2λσ · (u × x) + λσ · (x × u) = 0 .x xσ∈Sn , σ(1)=j σ∈Sn , σ(2)=j 

���� �������� ����� u ∈ 1A>1, �� �������������� ������

Rn−2 Rn−1 Rn−2 Rn−2(u × x) = (u) � (x × u) = Lx(u)x x x x 

������� ���������� � 1A . �������������, ��� ������� j = 1, . . . , n �� �������� ���� �����-
��� ��������� �� λσ , �� ��������� �� ������� � ������� �������������� ������ u ∈ 1A>1 :

λσ = 0 , λτ = 0 . (2)
σ∈Sn , σ(1)=j τ∈Sn , τ(2)=j 

����� ����� ����������� ���� ��������� �����������:

n n

λσ = λ ς = λτ . 
σ∈Sn , σ(1)=j ς∈Sn τ∈Sn , τ(2)=j 

j=1 j=1 

������ �� ������, ��� � ��������� �� ������������������ ��� ������������. ������� ���
(b)������������� b ∈ Bn �������� dim Pn (1A) = 2n − 1.

����������� 9. ����������� ����������� n. ����� ��� 1 6 i 6 n ���������:

St(i) := {σ ∈ Sn | σ(i) = = Sym{1, . . . , i, . . . , n} ∼ Sn−1 ,i } ∼ = 

ξi := σ , s := τ . 
σ∈St(i) τ∈Sn 

����� St(i) � ��������� Sn, � ξi � s � �������� KSn. ��� σ ∈ St(i) � τ ∈ Sn �����
��������� ������������ � σ · ξi = ξi , τ · s = s , � �������

2ξi 
2 = (n − 1)! · ξi , ξi · s = s · ξi = (n − 1)! · s , s = n! · s . 
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����� 10. ������� c � ����������� ������������ ����� n �� Sn .

1. ����� ����������� τ ∈ Sn ���������� �������������� � ����

a bτ = c · σ1 = σ2 · c , ��� σ1, σ2 ∈ St(i) � 0 6 a, b < n ; 

2. ������� ���������� s = ca · ξi = ξi · cb ;
a =0,...,n−1 b=0,...,n−1

3. �e, c, . . . , cn−1� � ������ ����� �������������� ����� (� ������) ������� �������
Sn : St(i) ;

4. ��� ����� τ ∈ Sn ���� ����������� ���������� 0 6 ak , bk < k , ����� ���:

τ = (12 . . . n)an · (12 . . . n−1)an−1 · . . . · (12)a2 = (12)b2 · . . . · (12 . . . n)bn . 

��������������. ����� ca · σ = cb · ς , ��� σ, ς ∈ St(i) � 0 6 a 6 b < n . �����

b−a c = σ · ς−1 ∈ St(i) � 0 6 b− a < n , 

������� a = b � σ = ς . ����� �������, ��������� ���� ca · σ � ������� ������������� �
��������. � �� ����� ���������� n · (n − 1)! = n! ����� ������� ������ Sn. ������� ���

a a�������� Sn ���������� ��������� � ���� c · σ . �������� τ−1 = c · σ, ������� �����������
σ−1������������� τ = · cn−a . ��� ���������� ������ ����������� ����� 10. ���������

����������� ���� ����� ��������������� ������� �� �������. ✷ 
��������� � ���������� (2). ������ ������ �����������:

{σ ∈ Sn | σ(1) = j } , ��� j = 1, . . . , n . 

������ �� ��� � ��� ��������� St(1) , � ��������� � ��� ����� ������� ������ Sn �� ���-
������ St(1):

{σ ∈ Sn | σ(1) = j } = (12 . . . n)j−1 · {σ ∈ Sn | σ(1) = 1 } . 

����������, ������ ����������� {τ ∈ Sn | τ(2) = j }, ��� j = 1, . . . , n , �������� ���������
St(2) � ����� ������� ������ Sn �� ���:

{τ ∈ Sn | τ(2) = j } = (12 . . . n)j−2 · {τ ∈ Sn | τ(2) = 2 } . 

��� ����������� � ������ ��� � �������� ������������ �������� 1A. ��������, ���
����� ��������� ������������� ������������� ��������� ��������� ����������� � �����-
������ ������ �������� Sn � ��������� ������� KSn :

λσ · (xσ(1)xσ(2) · · · xσ(n))(b) −→ λσ · σ . 
σ∈Sn σ∈Sn 

������ ������ � ��������� ������� �������� � ([16]). ������ ������������� ������-
���� ��������� ������.

����� 11. ����� H � ��������� �������� ������ G. ��������� η ∈ KG � ����� ����
��������� H. ����� LAnnKG(η) := {z ∈ KG | z · η = 0} ������� �� �������� ����������
����

λ g · g | λ g·h = 0 ��� ���� g ∈ G . 
g∈G h∈H 
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��������������. ������� {s1, . . . , sd} � ������ ������������� ���� ����� ������� ����-
��� G : H. ���� h1 ∈ H, ����� ��� ���� i = 1, . . . , d ����� ���������:

si · h1 · η = si · h1 · h = si · h1 · h = si · h ′ = si · η . 
h∈H h∈H h ′ ∈H 

�������������, ��� z = λ g · g ��������:g∈G (∑ ) ∑d ∑ 
z·η = λ g · g ·η = λsi ·h · si·h · η = 

g∈G i=1 h∈H ∑d ∑ ∑d (∑ ) 
= λsi·h · si · η = λsi·h · si · η = 0 . 

i=1 h∈H i=1 h∈H 

�������� g ∈ G, �������� � ���������� si · η �������� ��� ������ i, ��������� ����� �
������ ����� ������� ������� G : H. ������� ������ {s1 · η, . . . , sd · η} � ������� ����������
� KG, � ��������� z · η = 0 ����������� h∈H λsi·h = 0 ��� ���� i = 1, . . . , d . ��� ����������
����� 11, ��� ��� ����� g ∈ G ����� ���� ������ �������������� ������ ������ ��������
������ G : H. ✷ 

����, ��������� KSn��������� ������������ ������������ �������� ������� 1A ��-
Rn−2���������������� ������� l = x (x × x) ∈ B ��� n > 3. ������������ ���������

σ∈Sn 
λσ · (xσ(1)xσ(2) · · · xσ(n))(l) �������� ���������� ��������������� ������� 1A, ���� �

������ ���� � ��������� ������� KSn ����������� ���������:(∑ ) (∑ ) 
λσ · σ · ξ1 = 0 , λσ · σ · ξ2 = 0 , 

σ∈Sn σ∈Sn 

��� ξi = τ ∈ KSn. ���������� ���� ����.τ∈St(i)

Rn−2����� 12. ��� l = x (x×x) ∈ B ��� n > 3 ��������� ��������� ����� KSn�������
:

Pn (KW ({x1, . . . , xn})) = LAnnKSn(ξ1, ξ2) , 
(l) 

Id (n)(1A) ∼
(l)
(1A) ∼Pn = KSn /LAnnKSn(ξ1, ξ2) . 

�� ����� 9, ������������ ��������� � ������������ ���������� ������� 1A ��� ���-
��� ������������� �������� ��� ����� KSn������� ���������. �������

KSn Pn(1A)
∼ (KSn /LAnnKSn(ξ1, ξ2))

2n−2 

= . 

��� ���������� �������������� ������� 2 �������� ��������� �������� ������ KSn�
������ KSn/LAnnKSn(ξ1, ξ2) .

�������, ��� ����� ��������� � KSn ��������� {ξ1, ξ2} ��������� � ����� �����������
������� ������ (ξ1, ξ2) · KSn ✁ KSn , ������������� ξ1 � ξ2 . ���� ������ ����� ����������
������ ���������, � ������� ����������� ��������������� ����������� ������� KSn �
������������, ��� ���������� �������� ������� ����������� ����� 13 ����. �� ������
��������� ����������� 9.

����������� 10. ��� ������������ n � 1 6 i ≠ j 6 n ���������:

St(i, j) = | σ(i) = i, σ(j) = = Sym{1, . . . , i,̂ ={σ ∈ Sn j } ∼ ̂ j, . . . , n} ∼ Sn−2 , 

ξi,j = σ . 
σ∈St(i,j) 

����, ��� St(i, j) = St(i) ∩ St(j) < St(i), St(j) , � � KSn �����������:

ξi,j · ξi = ξi · ξi,j = (n − 2)! · ξi , ξi,j · ξj = ξj · ξi,j = (n − 2)! · ξj . 

��� ������ k ��������� k ∈ {1, . . . , n}: k ≡ k (mod n), k = 1 + n·{(k−1)/n}.
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����� 13. ��������� ����������� n � 1 6 i ≠ j 6 n , �����

1. ���� γ � ����������� ������������ ����� n − 1 �� St(i), ��

n−2

γk · ξj = σ · [σ(j) ̸= i ] = s − (ij) · ξj ; 
k=0 σ∈Sn 

2. ���� i− d = j, �� ξi · (12 . . . n)d · ξj = (n − 1)! · (12 . . . n)d · ξj ;

3. ���� i− d ̸ j, �� ξi · (12 . . . n)d · ξj = (n − 2)! · (s − (ij) · ξj) ;= 

4. ���� d ̸ 0, �� ξi · (12 . . . n)d · ξi = (n − 2)! · .= (s − ξi)

��������������. 1. ��������� ��� ������ k ����� γk(i) = i, ��� ������ τ ∈ St(j) �����-
���� γk · τ(j) = ̸ i . �������������,γk(j) = 

n⋃−2 

γk ·St(j) ⊂ {σ ∈ Sn | σ(j)̸ = Sn \ {σ ∈ Sn | σ(j)=i} = Sn \ (ij)·St(j) .=i}
k=0 

��� ���� ♯(Sn \ (ij) · St(j)) = n!− (n − 1)! = (n − 1) · (n − 1)! .
����� σ, τ ∈ St(j) � γk · σ = γl · τ , ����� γk−l = τ · σ−1 ∈ St(j). ������� γk−l = e, γk = γl 

� σ = τ . ����� �������, ����� ������� ������ γk · St(j) �� ������������ ��� ���������
k = 0, . . . , n−2 �

n⋃−2 

♯( γk · St(j)) = (n − 1) · ♯(St(j)) = (n − 1) · (n − 1)! . 
k=0 

�������������,

n−2n⋃−2 ∑ 
γk · St(j) = Sn \ (ij) · St(j) � γk · ξj = s − (ij) · ξj . 

k=0 k=0 

2. �������, ��� ��� 1 6 l 6 n ���� ����������

(n . . . 21) · St(l) · (12 . . . n) = St( l − 1 ) , 

������� ����������� ���������

(n . . . 21) · ξl · (12 . . . n) = ξ � ξl · (12 . . . n) = (12 . . . n) · ξ l−1 .l−1 

��� i− d = j �������� ���������

ξi ·(12 . . . n)d ·ξj = (12 . . . n)d ·ξ ·ξj = (12 . . . n)d ·ξ2 = (n−1)!·(12 . . . n)d ·ξj .i−d j 

3. ��� i−d ̸ j= ������� γ � ���� ����� n−1 �� St( i−d ) �, ��������� ������ ������������
����� 4.1, ������� ���������

n−2 n−2

ξ ·ξj = γk ·ξ ·ξj = γk ·(n−2)!·ξj = (n−2)!·(s − ( i−d j )·ξj) ,i−d i−d , j
k=0 k=0

�� ������� �������

ξi·(12 . . . n)d ·ξj = (12 . . . n)d ·ξ i−d ·ξj = (n−2)!·(12 . . . n)d ·(s − ( i−d j )·ξj) = 
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= (n−2)!·((12 . . . n)d ·s − (12 . . . n)d ·( i−d j )·ξj) = (n − 2)!·(s − (ij)·ξj) , 

������ ��� ���� �������� ����� ������� ������� Sn : St(j) 

(12 . . . n)d · ( i−d j ) · St(j) ⊆ (ij) · St(j) . 

4. ��� d ̸ 0 �������� i−d = i �, �������� �����������, ����� ���������= ̸

ξi ·(12 . . . n)d = (12 . . . n)d ·ξ ·ξi = (n−2)!·(12 . . . n)d ·(s − ( i−d i )·ξi) =·ξi i−d 

= (n−2)!·(s − (12 . . . n)d ·( i−d i ) · ξi) = (n − 2)!·(s − ξi) , 

������ ��� (12 . . . n)d · ( i−d i ) ∈ St(i) . ����� 13 �������� ���������. ✷ 
������� ����������� ���������� E ������� ������ (ξ1, ξ2)·KSn ������� KSn . �����

1 6 a 6 n, ����� ����� ������� Sn ����������� ������ �� ������ ������� ������� Sn : 
St(a) ���� St(a)·(1, 2, . . . , n)k, ��� 0 6 k < n. ��� ���� ξa · τ = ξa, ���� τ ∈ St(a). �������
E ∈ (ξ1, ξ2) · KSn ����� ����������� � ����:

n−1 n−1

E = ξ1 · xk · (12 . . . n)k + ξ2 · yu · (12 . . . n)u , 
k=0 u=0 

��� x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1 ∈ K. ���������� E � ���������� ������� � ������ ���������
(ξ1, ξ2)·KSn ������� KSn , � ������������� ����������

E · ξ1 = ξ1 , E · ξ2 = ξ2 , 

�������� �������� ������� �� ���������� x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1. ��������� ������ ��-
�������

n−1 n−1

ξ1 = E·ξ1 = ξ1· xk ·(12 . . . n)k ·ξ1 + ξ2· yu ·(12 . . . n)u ·ξ1 = x0·ξ12 + 
k=0 u=0 

n−1 n−1

+ xk ·ξ1 ·(12 . . . n)k ·ξ1 + y1 ·ξ2 ·(12 . . . n)·ξ1 + ξ2 · yu ·(12 . . . n)u ·ξ1 . 
k=1 u=0, u̸=1 

� ������� ����� 13, �������� ��� n > 2 

n−1

ξ1 = E·ξ1 = x0 ·(n−1)!·ξ1 + xk ·(n−2)!·(s−ξ1) + y1 ·(n−1)!·(12 . . . n)·ξ1 + 
k=1 

n−1 n−1

+ yu ·(n−2)!·(s−(21)·ξ1) = x0 ·(n−1)!·ξ1 + (n−2)!·(s − ξ1)· xk + 
u=0, u̸ k=1=1 

n−1

+ y1 · (n−1)! · (12) · (2 . . . n) · ξ1 + (n−2)! · (s − (21) · ξ1) · yu = 
u=0, u̸=1 

n−1

= (n−2)! × x0 · (n−1) · ξ1 + (s − ξ1) · xk + y1 · (n−1) · (12) · ξ1+ 
k=1   

n−1   n−1 n−1

+ (s − (21) · ξ1) · yu = (n−2)! ×  xk + yu · s+   
u=0, u̸ k=1 ̸=1 u=0, u=1 ( ) ( ) } 

n−1 n−1

+ n · x0 − xk · ξ1 + n · y1 − yu · (12) · ξ1 . 
k=0 u=0 
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��� ������� ������������� ������ ������ ��� n = 2 � n > 2. � ������ ������ ξ1 = ξ2 = e,
∼ ∼s = e+(12), (ξ1, ξ2)·KS2 = e·KS2 = KS2 � ��������

e = (x1 + y0 + 2x0 − x0 − x1) · e + (x1 + y0 + 2y1 − y0 − y1) · (12) = 

= (x0 + y0) · e + (x1 + y1) · (12) , 
E = e · (x0+x1 ·(12)) + e · (y0+y1 ·(12)) = (x0+y0) · e + (x1+y1) · (12) = e . 

�� ������ ������ ξ1, ξ2 ̸ e , � s �������������� � ����� ������� ����������� ���������= 
KSn:

s = ξ1 + (12) · ξ1 + (13) · ξ1 + · · · + (1n) · ξ1 . 

������� � ��������� E · ξ1 = ξ1 ������ ��� ��������� (13) · ξ1 ����� ���:  
n−1 n−1

(n − 2)! ·  xk + yu  = 0 , 
k=1 u=0, u̸=1 

� ��� ��������� (12) · ξ1 � ξ1, ��������������:

n−1 n−1

(n − 2)! · n · y1 − yu = 0 � (n − 2)! · n · x0 − xk = 1 . 
u=0 k=0 

��� ��������� ����������, ���� ���������� ����� ����������

X = x0 + x1 + · · · + xn−1 , Y = y0 + y1 + · · · + yn−1 . (3)

����� ���������� ��������� ��������� ���:

X − x0 + Y − y1 = 0 , n · y1 − Y = 0 , n · x0 −X = 1/(n−2)! . (4)

���������� ��������� ��������� E · ξ2 = ξ2 :

n−1 n−1

ξ2 = E·ξ2 = ξ1 · xk ·(12 . . . n)k ·ξ2 + ξ2 · yu ·(12 . . . n)u ·ξ2 = y0 ·ξ22 + 
k=0 u=0 

n−1 n−2

+ yu · ξ2 · (12 . . . n)u · ξ2 + xk · ξ1 · (12 . . . n)k · ξ2 + 
u=1 k=0 

n−1

+ xn−1 · ξ1 ·(12 . . . n)n−1 ·ξ2 = y0 · (n−1)!·ξ2 + yu · (n−2)!·(s − ξ2) + 
u=1 

n−2

+ xk · (n−2)! · (s − (12) · ξ2) + xn−1 · (n−1)! · (12 . . . n)n−1 · ξ2 = 
k=0 

n−1 n−2

= y0 ·(n−1)!·ξ2 + (n−2)!·(s − ξ2)· yu + (n−2)!·(s − (12)·ξ2)· xk + 
u=1 k=0 

n−1

+ xn−1 · (n−1)! · (n . . . 21) · ξ2 = (s − ξ2) · yu + y0 · (n−1) · ξ2+ 
u=1 
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n−2

+ (s − (12) · ξ2) · xk + xn−1 · (n−1) · (12) · (n . . . 31) · ξ2 · (n−2)! = 
k=0{( ) ( ) 

n−1 n−2 n−1

= (n − 2)! × yu + xk · s + n · y0 − yu · ξ2 + 
u=1 k=0 u=0 

n−1

+ n · xn−1 − xk · (12) · ξ2 . 
k=0 

������ n = 2 ����� ����� E = e, � ��� n > 2, � ������� ����������� (3), �������� ��������
���������:

X − xn−1 + Y − y0 = 0 , n · xn−1 −X = 0 , n · y0 − Y = 1/(n−2)! . (5)

��� n > 2 ��������� (3, 4, 5) ���������� ��������������� �������, �� ��� ���������� E 
��� ���������� �������� ��� ������� �������. ������ ������� �����:

x0 = (n − 1)/n! , x1 = −(n − 1)/n! , x2 = · · · = xn−1 = 0 , X = 0 ; 

y0 = 1/(n−1)! , y1 = · · · = yn−2 = 1/n! , yn−1 = −(n−2)/n! , Y = 1/(n−1)! . 
��������� ������� ����������:

n−2

E = ξ2 · 
1 · n · e + (12 . . . n)u − (n − 2) · (12 . . . n)n−1 + 
n! 

u=1 

n − 1 n − 1 
+ ξ1 · · (e − (12 . . . n)) = · ξ1 · (e − (12 . . . n)) + 

n! n! 
n−1

n − 1 1 1 
+ · ξ2 · (e − (n . . . 21)) + · ξ2 · (12 . . . n)u = · s + 

n! n! n! 
u=0 

n−1 n−1 
+ · ξ1 · (e − (23 . . . n)·(1n)) + · ξ2 · (e − (n . . . 431)·(23)) = 

n! n! 
1 n − 1 n − 1 

= · s + · ξ1 · (e − (1n)) + · ξ2 · (e − (23)) . 
n! n! n!

� ������� ����� 13 ����� ���������, ��� ��������� �������� KSn:

n−1
1 1 1 · s = · ξ2 · (12 . . . n)u = · σ , 
n! n! n! σ∈Sn 

u=0 

n − 1 n − 1 
E1 = · ξ1 · (e − (12 . . . n)) = · ξ1 · (e − (1n)) , 

n! n! 
n − 1 n − 1 

E2 = · ξ2 · (e − (n . . . 21)) = · ξ2 · (e − (23)) 
n! n! 

�������� ������� �������������� ������������� � ������������ E. ����, ��� s �������-
�� ����������� ������������� S(n) ������ Sn. ����������� ���������� s/n! �������������
��������� ���� |1, 2, . . . n|.

����������� E1 � E2 �� ����������, �� ���������� � ������������� ����������
|n, n−1, . . . 2|1| � |3, 4, . . . n, 1|2|, ��������������. ��� ��������� ���������� ������������
(n−1)������� ������������� S(n−1,1) ������ Sn ([17], �. 185�192). �� ����,

E ∼ ∼KSn · = KSn · E1 ⊕KSn · E2 ⊕KSn · s = S(n−1,1) ⊕ S(n−1,1) ⊕ S(n) . 

��� ��������� �������������� ������� 2 ������� ����������� ����������� ����� ���-
����.
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����� 14. ������� ����������� ����� KSn-�������

KSn/LAnnKSn(ξ1, ξ2)
∼ KSn/LAnnKSn ((ξ1, ξ2) · KSn) ∼= = 

∼ ) ∼ (E) ∼= KSn/LAnnKSn (E · KSn = KSn/LAnnKSn = KSn · E . 

��������������. ������ ��� ����������� �������� ���� ����. ��������� ����������
������� �� ������� � �������������. �������������, ��������� ����������� ����� KSn -
�������:

µ : KSn 
·E−→ KSn , µ(a) = a · E . 

����� ��������:

∼ ∼ (E) ∼Ker µ = LAnnKSn(E) , Im µ = KSn · E , KSn/LAnnKSn = KSn · E , 

� ������� 2 ��������� ��������. ✷ 

5. ��������� ��������� �������� 1A 

��������, ��� ������ x, x2 = x×x, U1 . . . Us(x
2), ��� Ui = Lx , Rx ��� s > 1, ��������

������� ��������������� K�������� 1A = KB/K2 I({x}). ����� U1 . . . Us ����� ������� ��-
����� ��������� ������������� K�������� K⟨Lx , Rx⟩. ������ ������ ����� �������������
�������� ����� ������� 1A. ���������� ������ �����,� ������� ������� K⟨Lx, Rx⟩,� ������
x2 ∈ 1A. ����� ������������ ������������ �� ����������� ������� 2 ����������� ��������-
������ K������������:

τ : K⟨Lx , Rx⟩ → 1A>2 , τ αm · m = αm · m(x 2) , 

����� m ∈ {Lx , Rx}∗ � ������������� ����� � �������� {Lx , Rx}.

����������� 11. ����� M ⊆ {Lx , Rx}∗. ��������� J(M) � ���������� ����� �������
K⟨Lx , Rx⟩ , ������������ M :

′ ′′ ′′ J(M) = K⟨m · m · m | m ∈ M, m ′ ,m ∈ {Lx , Rx} ∗ ⟩ . 

�������, ��� ����� ��������� ������ M = ∅ � M = {∅}. � ������ � J(M) = {0}, � ��
������ � J(M) = K⟨Lx , Rx⟩.

����� 15. ������������ M τ := τ(J(M)) � ����� ������� 1A .

��������������. ���� M = ∅, �� M τ = {0}, � ����������� ��������.
����� M ̸ ∅, ����� M τ � ����� 1A , ��������� ���������� ��� ����� ��� ������ ����-= 

����� �� �������� 1A>2 � ����������� ����� � ������ ��������� �� x :

x × (m(u)) = (Lx · m)(u) , (m(u)) × x = (Rx · m)(u) . 

✷ 

����������� 12. ������������ �������� 1A �� �������� � �����-�� ��������-
������� K�������� 1A/M

τ .
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���� ���� � �������� ��� �������������� ��������.

��������� ������� 1A ������������ ��������� ���������� B, � ����� M τ ��������� ��-
���������� ����, ��������������� ������������ ������ ����������� ��������� ����������:

1A/M
τ ∼ (1A/M

τ )(b) .= 
b∈B 

������� B������������� �������������� ��������� ������������� ������� 1A/M
τ . ����,

��� ������� ��������� ����������� (♯(X) = n):

Id (n)(1A) ⊆ Id (n)(1A/M τ ) , 

P (b)(KW (X)) Id (n)(1A) ⊆ P (b)(KW (X)) Id (n)(1A/M
τ ) .n n 

������� ����������� ����������� ������������� ������ Sn :

P (b)(1A) � P (b)(1A/M
τ ) .n n 

����� 16. ���� b = w1 · m · w2(x
2) ∈ 1 In ⊂ Bn , ��� wi ∈ {Lx , Rx} ∗ , m ∈ M �����

P (b)(KW (X)) ⊂ Id (n)(1A/M τ ) .n 

��������������. �������� ������������ ����� ���������� ���� ���� u = U1 · . . . · 
Un−2(xn−1×xn), ��� Ui = Lxi ��� Rxi , ��������� ��������� β(u) = b . ����� b � ��������
����� 1A . ��������� �������� ������������ ����������� �� 1A � u . ���� ��� ����� ���-
�������� � ������� x1, . . . , xn−2 �������� ���� �� ���� ����� ������� ���� ������, ���������
� 1A ���������. � �� �� ������ ��� ������������� ����������� ������� ������� � ����-
��� xn−1 � xn . ������� �������������� � 1A ����� ���� ������ ����������� x � �������
x1, . . . , xn−2 � � ���� �� xn−1 , xn . � ���������� ������� ����� ����������� ����� �����
v, � ��������� �������� ����� ������� 1A . ��������� ����������� ������� �� ���� v = x 
��� m̃(Lx, Rx)(x

2), � �� ������ ������ �� ���� � ������������� �� ������ ��� ������� � ����-
�� u. � ����������� �� ����� ������� w1 ·m·w2(x

2), w1 ·m·w2 ·Lx ·m̃(x2) ��� w1 ·m·w2 ·Rx ·m̃(x2),
��������������. ��� ��� ������ ����� � ������ M τ ✁ 1A. ������� ����� ������������ ��-
������ ����������� �� 1A/M

τ � u ���������� � 1A/M
τ ,� �� ���� u �������� ������������

���������� 1A/M
τ .

��������� ������������ ������ ��������� ��������� b ���������� �� u �������������
x1, . . . , xn. ���������� ����������� � ��� �������� ������� ������� 1A �� �� �����, ��� �
� u. ����� 16 ��������. ✷ 

��������� 7. ��� ��������� M �� ��� ������������ ��������� 1A/M
τ ����������

��������� � ����� 16 ��������. ��������, M = {LL,LR}. ����� ����������� ���������
p (a, b, c) = a×(b×c)−a×(c×b) ���������� � 1A ��� ����������� a = b = c = x. � ���������
� 1A ���������� ���������� ��� ������������ ������������ ����:

a = b = x, c = w(x 2) ��� a = c = x, b = w(x 2) , ��� w ∈ {Lx , Rx} ∗ . 

� � ���� ������ ��������� ����� ±(Lx ·Lx ·w(x2)−Lx ·Rx ·w(x2)) ∈ M τ . ����� �������, ���-
������ p(a, b, c) ���������� ������� x × (x × x) � ��������� ������� 1A/M

τ .

��� ��������� ����� 16 ����������� � ��� �������������� ������������ ����� u = 
U1 · . . . · Un−2(xn−1 ×xn), ��� Ui = Lxi ��� Rxi , ���������� ������� β(u) = b ∈ 1 In , ���������
U(x1, . . . , xn−2)(xn−1 × xn). ����� b = U(x, . . . , x)(x2), � ����� ��� ������������� ��������
������� b �����:

PU (x1, . . . , xn) = aσ · U(xσ(1), . . . , xσ(n−2))(xσ(n−1) × xσ(n)) . 
σ∈Sn 
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�������� ���������� ����������� � ���� �������� ������� ������� 1A. ����������� � ����-
���� �������� ������������ �� �� �������������. �� ������������ ����������� ���������
������������� x1 = · · · = xn = x :

PU (x, . . . , x) = aσ · U(x, . . . , x)(x×x) = aσ · b , 
σ∈Sn σ∈Sn 

� ����� ����������� ���� xi = u ∈ 1 I, � ��� ��������� xj = x . ��� ����� ���������-
�� ��� ��������� ����� PU (x, . . . , u, . . . , x), � ������� ����� u �������� ������ ���������
U(xσ(1), . . . , xσ(n−2)) , �������� ����������, � ��������� ����������� ����������� ���������
(����� � ������ σ ∈ Sn):

i 
PU (x, . . . , u, . . . , x) = aσU(x, . . . , x)(x × u)+

σ(n)=i 

+ aσU(x, . . . , x)(u × x) = aσ · U(x, . . . , x) · Lx(u)+
σ(n−1)=i σ(n)=i 

+ aσ · U(x, . . . , x) · Rx(u) . 
σ(n−1)=i 

�������, ��� ��� ���� u ∈ 1 I � ���������� ��������� ��������� ������ �������� ������
U(x, . . . , x)·Lx(u), U(x, . . . , x)·Rx(u) ������� 1A , �������� �� ������ b . ������� �����������
����� � ������������ ���������� ������� 1A/M

τ .

����� 17. �������� b = U(x, . . . , x)(x2), �����

1. ���� U(x, . . . , x) ∈ J(M), �� Pn 
(b)
(1A/M

τ ) = 0 ;

2. ���� ��� U(x, . . . , x) · Lx � U(x, . . . , x) · Rx ̸∈ J(M), ��

P (b) P (b)(1A/M
τ ) ∼ (1A) ; = n n 

3. ���� ��� U(x, . . . , x)·Lx, U(x, . . . , x)·Rx ∈ J(M), �� U(x, . . . , x) ̸∈ J(M), �� ������

KSn Pn 
(b)
(1A/M

τ ) ∼ S(n) � ���������;= 

4. ���� U(x, . . . , x)·Rx ∈ J(M), �� U(x, . . . , x)·Lx ̸∈ J(M), ��� ��������, �� ������

KSn Pn 
(b)
(1A/M

τ ) ∼ S(n−1,1) ⊕ S(n) � n������;= 

��������������. 1. ����� ����� U(x, . . . , x)·Lx, U(x, . . . , x)·Rx ∈ J(M), � �������
PU (x1, . . . , xn) ∈ Id(n)(1A/M τ ) ��� ���� aσ. ���� ������ �������� � ����� 16.

2. � ���� ������ PU (x1, . . . , xn) ∈ Id(n)(1A/M τ ) ��� ��������� �������� �� ����������-
�� aσ:

aσ = 0 , aσ = 0 , ��� i = 1, . . . , n . 
σ(n−1)=i σ(n)=i 

��� � ������� (2) �� 4 �����. ��� ������ (2n − 1)������� ������

P (b)(1A) ∼ · .KSn n = 2 S(n−1,1) ⊕ S(n)

3. � ���� ������ U(x, . . . , x) · Lx(u), U(x, . . . , x) · Rx(u) ∈ M τ ��� ����� aσ. ��� ����

1 6 i 6 n � ������� u ∈ 1 I ��������� PU (x, . . . , u
i 
, . . . , x) ���������� � ������� 1A/M

τ .
�� ��� ��������� PU (x, . . . , x) ���������� ������������� ����� ���� aσ. ��� ������������
������� �� ������������ ��������� 1A/M

τ ������� b. �� ����, σ∈Sn 
aσ · σ = LAnnKSn (s),

∼� ������� Pn 
(b) 

= KSn · s S(n) � ���������.(1A/M
τ ) ∼ = 
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4. �������� U(x, . . . , x) · Rx ∈ J(M), �� U(x, . . . , x) · Lx ̸∈ J(M). ����� ���������

PU (x, . . . , u
i 
, . . . , x) ���������� � 1A/M

τ ��� ���� i = 1, . . . , n, ���� ����������� ������� ��
n ������� ����������� ��������:

aσ = 0 , i = 1, . . . , n (6)
σ(n)=i 

�� ���� ������� ������� ��������� σ∈Sn 
aσ = 0 � PU (x, . . . , x) = 0. ����� �������, ������-

������ ��������� ������� 1A/M
τ ������� b ������������ �������� (6). �� �������� �����

11, ��� ������� ����������� ��������� � ������� KSn:

aσ · σ · ξn = 0 , ��� ξn = τ 
σ∈Sn τ∈St(n) 

������� �������������� ����� 14, ������� ����������� KSn��������:

(b)
Pn (KW ({x1, . . . , xn})) Id (n)(1A/M

τ ) ∼ LAnnKSn ) ,= (ξn

Pn = KSn / LAnnKSn = KSn · ξn . (b)
(1A/M

τ ) ∼ (ξn) ∼

��� �������� KSn������� Pn 
(b)
(1A/M

τ ) ��������� ���������� ξn/(n − 1)! �� �����������
����������. ��������� s ∈ KSn · ξn, ���������� ������������� ����������:

1 1 1 · ξn = · s + · (n · ξn − s) . 
(n − 1)! n! n! 

���������� ����� 10, ��������� c = (12 . . . n):

n−1 n−1 n−1∑( ) ∑ ( ) ∑ 
i in·ξn − s = ξn − c ·ξn = ξn · e − c = ξn ·(e − (n−i n)) = 

i=0 i=1 i=1 

n−1

= ξn ·(e − (n−1 n)) + ξn ·(e − (n−i n−1) · (n−1 n) · (n−i n−1)) = 
i=2 

n−1

= ξn ·(e − (n−1 n)) + ξn ·(e − (n−1 n) · (n−i n−1)) = 
i=2 

n−1

= ξn ·(e − (n−1 n)) · e + (n−i n−1) . 
i=2 

� ������� KSn ��������� ξn · (e − (n−1 n)) · h = n · ξn − s ̸= 0, ������� �������

· h
KSn · ξn · (e − (n−1 n)) −→ KSn · (n · ξn − s) � �����������. 

��, �������� ([17], �. 185�192), ���������� (n−1) · ξn · (e − (n−1n))/n! ���������� � �������-
������ ��������� |n−1, . . . 2, 1|n|. �� ��������� ������������ (n−1)������� �������������
S(n−1,1) ������ Sn. ������� ������� �����������

s) ∼ ∼KSn · (n · ξn − S(n−1,1) , P
(b) = ξn = S(n−1,1) ⊕ S(n)= (1A/M

τ ) ∼ KSn · .n 

��������, ����� U(x, . . . , x) · Lx ∈ J(M), �� U(x, . . . , x) · Rx ̸∈ J(M) ������� �����������
����. ������� ����� 17 �������� ���������. ✷ 

���� ��������� ���� � �������� �������������� �������� K�������� 1A/M
τ , �� ���� �

������������������ cn(1A/M τ ) = dimK Pn(1A/M
τ ) � ����������� �� ������ �������������
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������� M ⊆ {Lx , Rx}∗. � ���� ������� ������������ ������� ������� ������������� K�
�������

A(M) = K⟨Lx , Rx⟩/J(M) = K⟨Lx , Rx |M ⟩ . 

������� A(M) �������� ������������ � ��������������:

A(M) ∼= An(M) , ��� An(M) = K ⟨w(Lx , Rx) | ���(w) = n ⟩ . 
n>0 

� ��� ������� ������������������ an(M) = dimK An(M) , ��������� ������������� ������
w ∈ {Lx , Rx}∗ ������� n, ��������� �� ��������� ������� �� M .

��� ������������������ ��������������� ���������� (��. ������� 2):

2n−2 an(M) 6 an(∅) = 2n � cn(1A/M
τ ) 6 cn(1A) = · (2n − 1) , ��� n > 2 , 

������� ������ ������������ ������� (���) ���������:

n nA(M)(t) = an(M) · t , C(1A/M
τ )(t) = cn(1A/M

τ ) · t . 
n>0 n>0 

��������, � ���������� ������������� ������� ��������:

1nA(∅)(t) = 2n · t = ; 
n>0 1− 2t 

2 2n−2 2n−1C(1A)(t) = t + 2t + ·(2n − 1) · tn = ·(n + 1) · tn− 
n>2 n>0 

1 t 1 3 1 + 2t − 4t2 
2n−2 n 2−3 · · t + + − t = − + = 

n>0 4 2 2·(1 − 2t)2 4·(1 − 2t) 4 

6t − 1 1 + 2t − 4t2 t − 2t2 + 6t3 − 4t4 
= + = . 

4·(1 − 2t)2 4 (1 − 2t)2 

������� ����������� ������������, ������������� �������� 1A/M
τ ������������ ��-

����������������� (an(M)). �� ������ ������� ���� ������ ����������� � ���������� ���-
���������� � ������������� ��������.

���������� ������� R = K⟨x, y | T ⟩ = K⟨x, y ⟩/(T ), ��� T ⊆ {x, y}∗ � ����� �������. ���
∼ ∼������������ �� �������: R ∼= ⊕n>0Rn , R0 = K. ��������� R+ = ⊕n>0Rn � ��� ������������

����� � ����� ���������� ������ R·x, R·y, LAnnR(x), LAnnR(y). �� ���� ��������� ������-
��� R(t), R+(t), R·x(t), R·y(t), LAnnR(x)(t), LAnnR(y)(t), ��������������, � ������������
���� ����� � rn, rxn, ryn, lannR(x)n, lannR(y)n .

����� 18. ������� �����������:

∼1. R+ = R · x ⊕R · y ;

2. R·x(t) +R·y(t) = R+(t) = R(t)− 1 ;

3. R·x(t) = t·{R(t)− LAnnR(x)(t)} , R·y(t) = t·{R(t)− LAnnR(y)(t)} .

��������������. 1. ������ �������� ������������ ������� ������ � �������� �������-
��� ������� � ��� ���������� ��������, � ������� ��������� ������ �������� ��� �����. ���
��������������� ������� �� ����� �.�. ������� � ���������� ��� �������������� ������,
� �.�. ��������� ������, � ���� ����� ����� ������� � ��������� ������������� �������
������� ������������ ����������.
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� ��������������� ������� R = K⟨x, y | T ⟩ ��������� ������ � ��� ��, ������� ��
�������� ��������� �� T . ������ ������������� ������� ������������ ���� �� x, ���� ��
y, � ����� ������� ����������� ���� R · x, ���� R · y. ������� ������������ R+ � R · x⊕R · y 
���������, � ���� ���������� ���������� � ����� ���������� �� �������� R.

2. ���������� �� ������� ����������� ��������� ������� ���������� ���������. ��-
∼����� ��� ���� n: (R+)n = (R · x)n ⊕ (R · y)n , ������ ������� ��������� ����� ���������

��������������� �������������� �����������.
·x

3. ������� R��������: R −→ R·x ����������� ������� �� ���(x) = 1. ����� ������� ���
(����������) ��������� �������������� R��������, ���� ����� �������������� ��������-
������ ������� ��������� �������: ���� V ∼ ⊕Vn = , ��� V [m]n ∼ Vn+m .= , ����� V [m] ∼ ⊕V [m]n = 
��� ��������� ��� ��������� ��������������� ������� ���������� ���:

n −m n+m −mV [m](t) = dimK(V [m]n)·t = t · dimK(Vn+m)·t = t ·V (t) . 
n n 

���������� ������ ������������������ �������������� R��������:

·x
0 −→ LAnnR(x) −→ R −→ R·x[1] −→ 0 . 

�� ������������� ��������� ������������ �������:

LAnnR(x)(t)−R(t) +R·x[1](t) = LAnnR(x)(t)−R(t) + t−1 ·R·x(t) = 0 , 

R·x(t) = t·{R(t)− LAnnR(x)(t)} . 

������ ��������� �������� ����������� ������������ ����������. ����� 18 ��������. ✷ 

������� 3. � ���������� ������������ ������� �����������:

1. cn+2(1A/M
τ ) = an(M) + (n + 1) · an+1(M) ��� n > 1 ;

2. C(1A/M
τ )(t) = t + t2 · {c2(1A/M τ )− a0(M)− a1(M) +A(M)(t) + 

+ A(M) ′ (t)} .

��������������. 1. ��� n > 1 ����� ������������ Pn+2(1A/M
τ ) �������� ������������

���������� ����:

PU (x1, . . . , xn+2) = aσ · U(xσ(1), . . . , xσ(n))(xσ(n+1) × xσ(n+2)) , 
σ∈Sn+2 

��� U(xσ(1), . . . , xσ(n)) � ���������� ����� ��� ������ ��������� �� xσ(i) ������������� ��-
������������ ������ U(x, . . . , x) ∈ {Lx , Rx}n. �������� ������������� �������� 1A/M

τ 

������� n+2 , ��������� ����� 17.

���� U ∈ J(M)✂K⟨Lx , Rx⟩, �� PU (x1, . . . , xn+2) � ��������� ������� 1A/M
τ . ���������

���� PU � ������ ������������ Pn+2(1A/M
τ ) ���.

���� ��� U · Lx � U · Rx ̸∈ J(M), ����� �������� ���� PU ������ � ����� ������������
Pn+2(1A/M

τ ) � ���������� 2(n + 2) − 1 = 2n + 3. � ����� U � �������� ����� ���������-
���������

K⟨Lx , Rx |M⟩n/(LAnn(Lx) + LAnn(Rx))n . 

���� U ̸∈ J(M), �� ��� U · Lx � U · Rx ∈ J(M), ����� �������� ���� PU ������ � �����
������������ Pn+2(1A/M

τ ) � ���������� 1. � � ���� ������ U � �������� ����� ������������
LAnn(Lx , Rx)n ⊆ K⟨Lx , Rx |M⟩n .
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���� U · Lx ̸∈ J(M), �� U · Rx ∈ J(M) (��� ��������), �� �������� ���� PU ������ � �����
������������ Pn+2(1A/M

τ ) � ���������� n + 2. ����� U � �������� ����� ��������������-
���� LAnn(Lx)n/LAnn(Lx , Rx)n (��� LAnn(Rx)n/LAnn(Lx , Rx)n).

�������� ��������� ����, �������� ���������:

cn+2(1A/M
τ ) = (2n+3)· dimK(K⟨Lx, Rx |M⟩/(LAnn(Lx)+LAnn(Rx)))n + 

+ 1· dimK LAnn(Lx, Rx)n + (n+2)· dimK(LAnn(Lx)/LAnn(Lx, Rx))n + 

+ (n+2)· dimK(LAnn(Rx)/LAnn(Lx, Rx))n . 

����� ������ ��������� ������������� �� ������ ������������������:

(
−→ K⟨Lx 

1
1)(1,−1)

0 −→ LAnn(Lx , Rx) −→ LAnn(Lx)⊕ LAnn(Rx) , Rx |M⟩ −→

−→ K⟨Lx, Rx |M⟩/(LAnn(Lx) + LAnn(Rx)) −→ 0 . 

������, ��������� ����������� ������������, �� ����������� �� �������� dim � ��������
���������:

cn+2(1A/M
τ ) = (2n + 3) · (lann(L,R)n − lann(L)n − lann(R)n + an(M))+ 

+ (n + 2) · (lann(L)n − lann(L,R)n) + (n + 2) · (lann(R)n − lann(L,R)n)+

+ lann(L,R)n = ((2n + 3) + 1 − 2(n + 2)) · lann(L,R)n + (2n + 3) · an(M)+

+ (−(2n + 3) + (n + 2)) · (lann(L)n + lann(R)n) =

= (2n + 3) · an(M)− (n + 1) · (lann(L)n + lann(R)n) .

�������� �������, ��������� ����� 18. �� ���� ������� ���������:

t·{2R(t)−LAnnR(x)(t)−LAnnR(y)(t)} = R·x(t)+R·y(t) = R+(t) = R(t)−1 . 

��� n > 1 ���������� ������������ ����� ��������� ��� tn :

2 · rn−1 − lannR(x)n−1 − lannR(y)n−1 = rn . 

�������, ����������� � ����������� ������� K⟨Lx , Rx |M⟩, �������:

lann(L)n + lann(R)n = 2 · an(M)− an+1(M) , 

�, ������������, ������������� cn+2(1A/M
τ ) ��������� ������� ���:

(2n+3)·an(M)−(n+1)·(2an(M)−an+1(M)) = an(M)+(n+1)·an+1(M) . 

2. �������� ��� ��������� �������������� �������� ������� 1A/M
τ :

2 nC(1A/M
τ )(t)− t − c2(1A/M τ ) · t = cn(1A/M

τ ) · t = 
n>3 

n+2 2 n = cn+2 (1A/M
τ ) · t = t · (an(M) + (n+1) · an+1(M)) · t = 

n>1 n>1

2= t · {A(M)(t)− a0(M) + (A(M)(t)− a0(M)− a1(M) · t) ′ } = 

2 2 = t · {A(M)(t) +A(M) ′ (t)} − (a0(M) + a1(M)) · t . 
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������ �������� ������ ����������� ������� 3, ������� ����� ���������, ���� ��������
����������� ������ 1 ∈ M . �����

A(M) ∼= 0 , A(M)(t) ≡ 0 ; = 0A , C(1A/M
τ )(t) ≡ t1A/M

τ ∼ . 

���� �� 1 ̸∈ M , ����� a0(M) = 1 � c2(1A/M τ ) = 2, � ������� ��� ����� ������:

2C(1A/M
τ )(t) = t + t · {1− a1(M) +A(M)(t) +A(M) ′ (t)} . 

✷ 

����, ����������� �������������� �������� 1A/M
τ ������������ ������ ������������

��������� ������������� ������� A(M).

��������� 8. �� ����������� �������:

1. ���� an(M) ≍ nα ���������� �����, �� cn(1A/M τ ) ≍ nα+1 � ���������� ����� ;

2. ���� an(M) ≍ λn ����������������� �����, �� cn(1A/M τ ) ≍ λn � ������ �� ��������-
��������� ����� .

������ 4. ([13]) ����� M = {Lx · Lx}, �����

6A(M)(t) = 
1 + t 

= 1 + 2t + 3t2 + 5t3 + 8t4 + 13t5 + 21t + . . . ,
1− t − t2 

�� ������� 3 ������������� cn(1A/M
τ ) ����� ������� ���������������� ����, ���������

��� n > 3 ����� ����� ���������:

cn+2(1A/M
τ ) = Fn + (n+1)·Fn+1 = Fn+2 + n·Fn+1 , 

√ 
cn(1A/M

τ ) ≍ φn , ��� φ = 1 + 5 ≈ 1.618 . 
2 

���� ������ ���������� ���������.

������ 5. ����� n > 1 � M = {(Lx)n}, �����

A(M) ∼ K⟨L,R | Ln⟩ ∼ K⟨L | Ln⟩ ∗ K⟨R⟩ .= = 

���� ��������� ������������ ������:

12K⟨L | Ln⟩(t) = 1 + . . . + tn−1 , K⟨R⟩(t) = 1 + t + t + . . . = ,
1− t 

� ��� �� ���������� ������������ ������������ �������� ([18], c. 50):

1− t − . . . − tn 
(A(M)(t))−1 = (K⟨L | Ln⟩(t))−1 + (K⟨R⟩(t))−1 − 1 = ,

1 + . . . + tn−1 

1 + . . . + tn−1 

A(M)(t) = . 
1− t − . . . − tn 

����� �������, ��� ��������� A(M) ����������, � am(M) � �������������� �����������
����.
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6. ����������

���������� ���������:
tn+1 − t 

tn + . . . + t = = 1 , (7)
t − 1 

��������� r(n) � ��� ������������ ������������� ������. ����, r(n) 6 1.

���� r(n) = 1, �����: n = 1, A(M) ∼ (1A/M
τ ) = m.= K⟨R⟩, am(M) ≡ 1, cm

� ������������� ������� n > 1 ����� 0 < r(n) < 1. �������� ������, ��� ��������� (7)
�� ����� ������� ������. ������� am(M) � �������� ���������� ��������� � �����������
��������� � ������ ��������� (7). ����� z � �����-��, �������� �����������, ������ �����
���������, �������� �� r(n). ����� �� ���������������. ��� ���������������, ��������
����������� w �� ������� |w| 6 r(n) �������:

n|w + . . . + w| < |w n|+ . . . + |w| 6 (r(n))n + . . . + r(n) = 1 . 

������� |z| > r(n) � ������������������ am(M) ≍ r(n)−m � ����� ���������������� ���� �
���������� r(n)−1 > 1.

������� r(n) � r(n + 1). ��� � ������������� ����� ���������:

(r(n))n + . . . + r(n) = 1 , 

(r(n + 1))n+1 + (r(n + 1))n + . . . + r(n + 1) = 1 . 

������� r(n) ��������� �������: r(n) > r(n + 1). ��� ����� n ����� r(n) ��������� � r �
�������������� ������� ���������:

r 1n . . . + r + . . . + r = = 1 =⇒ r = . 
1− r 2 

�� ��������, ��� 1 > r(n) > 1/2 , � am(M), cm(1A/M τ ) ����� ������� ����������������
���� c ���������� 1 < 1/r(n) < 2 , ������ �������� � 2 ��� ����� n.
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