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Аннотация

В статье рассматривается задача дифракции цилиндрической звуковой волны на упру-
гом многослойном цилиндре, находящемся в однородной идеальной сжимаемой жидкости.

Первичное поле возмущений представляет собой цилиндрическую гармоническую зву-
ковую волну, излучаемую линейным источником. Полагается, что оси источника и рассе-
ивателя не являются параллельными и не лежат в одной плоскости.

Получено аналитическое решение задачи.
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Abstract

In this paper, the problem of diffraction of a cylindrical sound wave on an elastic multilayer
cylinder located in a homogeneous ideal compressible liquid is considered.

The primary disturbance field is a cylindrical harmonic sound wave emitted by a linear
source. It is assumed that the axes of the source and the diffuser are not parallel and do not lie
in the same plane.

The analytical solution of the problem is obtained.
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1. Введение

Исследованию дифракции звуковых волн на упругих однородных изотропных цилиндрах,
находящихся в идеальной жидкости, посвящено большое количество работ. В большинстве из
них рассматривался круговой цилиндр бесконечной длины, находящийся в безграничном про-
странстве. Например, случай нормального падения плоской гармонической волны на цилиндр
рассматривался в [1], а случай наклонного падения — в [2, 3]. Задачи рассеяния сферической
и цилиндрической звуковых волн сплошным упругим цилиндром решены в [4, 5]. Рассеяние
плоской волны при нормальном падении на двухслойный упругий цилиндр рассмотрено в [6].
В [7] решена задача о рассеянии произвольно падающей плоской волны дискретно-слоистым
цилиндром, состоящим из системы коаксиальных упругих однородных цилиндрических слоев.

Ряд работ посвящен исследованию дифракции звуковых волн на непрерывно-неоднород-
ных упругих телах. Например, в работах [8, 9] решена задача о рассеянии плоских звуко-
вых волн, падающих нормально на радиально-неоднородный изотропный упругий цилиндр.
Рассеяние наклонно падающей плоской звуковой волны упругим цилиндром с непрерывно-
неоднородным упругим покрытием рассмотрено в [10]. Задачи дифракции сферической и ци-
линдрической волн на упругом цилиндре с неоднородным покрытием решены в [11, 12].

Во всех известных работах по дифракции цилиндрических волн на телах цилиндриче-
ской формы полагалось, что что ось источника, генерирующего звуковую волну, и ось вра-
щения цилиндра являются параллельными. С математической точки зрения непараллельное
расположение линейного источника относительно оси вращения цилиндра сильно усложня-
ет дифракционную задачу. В работах [13 – 15] получены решения задач дифракции при
произвольном расположении линейного источника в пространстве относительно цилиндра.
В [13] рассмотрен самый простой случай, когда рассеиватель являлся абсолютно жестким. В
[14, 15] цилиндр полагался упругим и имеющим радиально-неоднородное упругое покрытие.
Радиально-неоднородное упругое покрытие можно моделировать системой тонких однород-
ных упругих слоев.

В настоящей работе решается задача дифракции цилиндрической звуковой волны на упру-
гом многослойном цилиндре при произвольном расположении линейного источника, когда оси
источника и рассеивателя не являются параллельными и не лежат в одной плоскости.

2. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечный круговой цилиндр, состоящий из системы коаксиальных цилин-
дрических слоев радиусов 𝑟𝑗 (𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁). Внешний радиус цилиндрического тела —
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𝑟𝑁 , при 𝑗 = 0 имеем сплошной упругий цилиндр радиуса 𝑟0. Каждый 𝑗 - й однородный изо-
тропный упругий слой имеет плотность 𝜌𝑗 и модули упругости 𝜆𝑗 и 𝜇𝑗 . Окружающая тело
жидкость является идеальной, ее равновесная плотность — 𝜌 и скорость звука — 𝑐.

Пусть из внешнего пространства на цилиндр падает гармоническая цилиндрическая звуко-
вая волна, излучаемая бесконечно длинным линейным источником. Рассмотрим случай, когда
оси источника и рассеивателя не лежат в одной плоскости.

Определим акустическое поле, рассеянное телом.

3. Математическая модель задачи

Свяжем с цилиндром прямоугольную декартову 𝑥, 𝑦, 𝑧 и цилиндрическую 𝑟, 𝜙, 𝑧 системы
координат. При этом ось 𝑧 является осью вращения цилиндра, 𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑧 = 𝑧.
Начало координат 𝑂 на оси 𝑧 выберем так, чтобы из точки 𝑂 исходил общий перпендикуляр
к оси 𝑧 и линейному источнику. Длину этого перпендикуляра обозначим через 𝑑. Ось 𝑥 на-
правим так, чтобы указанный перпендикуляр лежал на этой оси. Осуществим параллельный
перенос вдоль оси 𝑥 в точку 𝑂 прямой, на которой лежит линейный источник. Пусть получен-
ная прямая будет общей осью прямоугольной декартовой 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 и цилиндрической 𝑟1, 𝜙1, 𝑧1
систем координат с началом в точке 𝑂. При этом ось 𝑥1 совместим с осью 𝑥. Обозначим через
𝜃 угол между осями 𝑧 и 𝑧1 (рис.).

Потенциал скорости падающей цилиндрической волны в системе координат 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 имеет
вид

𝜓0 = 𝐴𝐻
(1)
0 (𝑘𝑅) exp(−𝑖𝜔𝑡), 𝑅 =

√︁
(𝑥1 − 𝑑)2 + 𝑦21,

где 𝐴 — амплитуда волны; 𝑘 = 𝜔/𝑐 — волновое число в окружающей жидкости; 𝜔 — круговая

частота; 𝑡 — время; 𝐻(1)
0 — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода нулевого порядка.

В дальнейшем временную зависимость exp(−𝑖𝜔𝑡) опускаем.

Рис. 1: Геометрия задачи

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-
лебаний описывается уравнением Гельмгольца [16]

Δ𝜓 + 𝑘2𝜓 = 0,
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где 𝜓 — потенциал скорости полного акустического поля.
В силу линейной постановки задачи потенциал 𝜓 представим в виде 𝜓 = 𝜓0 + 𝜓𝑠, где

𝜓𝑠 — потенциал скорости рассеянного акустического поля, являющийся решением уравнения
Гельмгольца

Δ𝜓𝑠 + 𝑘2𝜓𝑠 = 0. (3.1)

Скорость частиц v и акустическое давление 𝑝 в жидкости определяются по формулам

v = grad𝜓, 𝑝 = 𝑖𝜌𝜔 𝜓. (3.2)

Рассмотрим теперь уравнения, описывающие распространение малых возмущений в упру-
гих цилиндрических слоях.

Представим вектор смещения u(𝑗) частиц 𝑗 - го слоя в виде

u(𝑗) = gradΨ(𝑗) + rotΦ(𝑗) (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁),

где Ψ(𝑗) и Φ(𝑗) — скалярный и векторный потенциалы смещения в 𝑗 - ом слое; divΦ(𝑗) = 0.
В случае гармонического движения потенциалы смещения являются решениями скаляр-

ного и векторного уравнений Гельмгольца [16]

ΔΨ(𝑗) + 𝑘
(𝑗)2
𝑙 Ψ(𝑗) = 0, ΔΦ(𝑗) + 𝑘(𝑗)2𝜏 Φ(𝑗) = 0 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁), (3.3)

где 𝑘(𝑗)𝑙 = 𝜔/𝑐
(𝑗)
𝑙 , 𝑘

(𝑗)
𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏

(𝑗) и 𝑐(𝑗)𝑙 =
√︀
(𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)/𝜌𝑗 , 𝑐

(𝑗)
𝜏 =

√︀
𝜇𝑗/𝜌𝑗 — волновые числа и

скорости продольных и поперечных упругих волн в 𝑗 - ом слое соответственно.
Представим вектор Φ(𝑗) в виде [17]

Φ(𝑗) = rot(𝐿(𝑗)𝑒𝑧) + 𝑘(𝑗)𝜏 𝑀 (𝑗)𝑒𝑧,

где 𝐿(𝑗) и 𝑀 (𝑗) — скалярные функции пространственных координат 𝑟, 𝜙, 𝑧; 𝑒𝑧 — единичный
вектор оси 𝑧. Тогда векторное уравнение (3.2) заменится двумя скалярными уравнениями
Гельмгольца относительно функций 𝐿(𝑗) и 𝑀 (𝑗)

Δ𝐿(𝑗) + 𝑘(𝑗)2𝜏 𝐿(𝑗) = 0, Δ𝑀 (𝑗) + 𝑘(𝑗)2𝜏 𝑀 (𝑗) = 0 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁). (3.4)

Граничные условия на внешней поверхности тела заключаются в равенстве нормальных
скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенстве на ней нормального напряжения и
акустического давления, отсутствии касательных напряжений.

𝑟 = 𝑟𝑁 : −𝑖𝜔𝑢(𝑁)
𝑟 = 𝑣𝑟, 𝜎(𝑁)

𝑟𝑟 = −𝑝, 𝜎(𝑁)
𝑟𝜙 = 0, 𝜎(𝑁)

𝑟𝑧 = 0. (3.5)

При переходе через границу раздела 𝑗 - го и 𝑗 + 1 - го упругих слоев (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1)
должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и
тангенциальные напряжения.

𝑟 = 𝑟𝑗 : 𝑢
(𝑗)
𝑟 = 𝑢

(𝑗+1)
𝑟 , 𝑢

(𝑗)
𝜙 = 𝑢

(𝑗+1)
𝜙 , 𝑢

(𝑗)
𝑧 = 𝑢

(𝑗+1)
𝑧 ,

𝜎
(𝑗)
𝑟𝑟 = 𝜎

(𝑗+1)
𝑟𝑟 , 𝜎

(𝑗)
𝑟𝜙 = 𝜎

(𝑗+1)
𝑟𝜙 , 𝜎

(𝑗)
𝑟𝑧 = 𝜎

(𝑗+1)
𝑟𝑧 .

(3.6)

Соотношения между компонентами тензора напряжений 𝜎
(𝑗)
𝑟𝑟 , 𝜎

(𝑗)
𝑟𝜙 , 𝜎

(𝑗)
𝑟𝑧 и компонентами

вектора смещения u(𝑗) в 𝑗 - ом слое записываются в виде [18]

𝜎(𝑗)𝑟𝑟 = 𝜆𝑗

[︃
𝜕𝑢

(𝑗)
𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

(︃
𝜕𝑢

(𝑗)
𝜙

𝜕𝜙
+ 𝑢(𝑗)𝑟

)︃
+
𝜕𝑢

(𝑗)
𝑧

𝜕𝑧

]︃
+ 2𝜇𝑗

𝜕𝑢
(𝑗)
𝑟

𝜕𝑟
,
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𝜎(𝑗)𝑟𝜙 = 𝜇𝑗

(︃
1

𝑟

𝜕𝑢
(𝑗)
𝑟

𝜕𝜙
+
𝜕𝑢

(𝑗)
𝜙

𝜕𝑟
− 𝑢

(𝑗)
𝜙

𝑟

)︃
, 𝜎(𝑗)𝑟𝑧 = 𝜇𝑗

(︃
𝜕𝑢

(𝑗)
𝑧

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢

(𝑗)
𝑟

𝜕𝑧

)︃
.

Компоненты вектора смещения u(𝑗), записанные через функции Ψ(𝑗), 𝐿(𝑗) и 𝑀 (𝑗) в цилин-
дрической системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧, имеют вид

𝑢(𝑗)𝑟 =
𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝑟
+
𝜕2𝐿(𝑗)

𝜕𝑟𝜕𝑧
+
𝑘
(𝑗)
𝜏

𝑟

𝜕𝑀 (𝑗)

𝜕𝜙
,

𝑢(𝑗)𝜙 =
1

𝑟

𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝜙
+

1

𝑟

𝜕2𝐿(𝑗)

𝜕𝜙𝜕𝑧
− 𝑘(𝑗)𝜏

𝜕𝑀 (𝑗)

𝜕𝑟
, (3.7)

𝑢(𝑗)𝑧 =
𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝑧
+
𝜕2𝐿(𝑗)

𝜕𝑧2
+ 𝑘(𝑗)2𝜏 𝐿(𝑗).

Используя приведенные выше формулы, выразим компоненты тензора напряжений 𝜎(𝑗)𝑟𝑟 ,
𝜎
(𝑗)
𝑟𝜙 и 𝜎(𝑗)𝑟𝑧 через функции Ψ(𝑗), 𝐿(𝑗) и 𝑀 (𝑗):

𝜎(𝑗)𝑟𝑟 = −𝜆𝑗𝑘(𝑗)2𝑙 Ψ(𝑗) + 2𝜇𝑗

[︃
𝜕2Ψ(𝑗)

𝜕𝑟2
+
𝜕3𝐿(𝑗)

𝜕𝑟2𝜕𝑧
+
𝑘
(𝑗)
𝜏

𝑟

𝜕

𝜕𝜙

(︃
𝜕𝑀 (𝑗)

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑀 (𝑗)

)︃]︃
,

𝜎(𝑗)𝑟𝜙 =
2𝜇𝑗
𝑟

𝜕

𝜕𝜙

(︃
𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝑟
− 1

𝑟
Ψ(𝑗) +

𝜕2𝐿

𝜕𝑟𝜕𝑧
− 1

𝑟

𝜕𝐿(𝑗)

𝜕𝑧

)︃
−

−𝜇𝑗𝑘(𝑗)𝜏

(︃
𝜕2𝑀 (𝑗)

𝜕𝑟2
− 1

𝑟

𝜕𝑀 (𝑗)

𝜕𝑟
− 1

𝑟2
𝜕2𝑀 (𝑗)

𝜕𝜙2

)︃
, (3.8)

𝜎(𝑗)𝑟𝑧 = 𝜇𝑗

(︃
2
𝜕2Ψ(𝑗)

𝜕𝑟𝜕𝑧
+ 2

𝜕3𝐿(𝑗)

𝜕𝑟𝜕𝑧2
+ 𝑘(𝑗)2𝜏

𝜕𝐿(𝑗)

𝜕𝑟
+
𝑘
(𝑗)
𝜏

𝑟

𝜕2𝑀 (𝑗)

𝜕𝜙𝜕𝑧

)︃
.

Таким образом, в математической постановке задача состоит в нахождении функций
𝜓𝑠(𝑟, 𝜙, 𝑧), Ψ(𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧), 𝐿(𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧) и 𝑀 (𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧) (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁), являющихся решениями
уравнений (3.1), (3.3), (3.4) и удовлетворяющих граничным условиям (3.5), (3.6), а также
дополнительным условиям: условиям излучения на бесконечности [16] для потенциала 𝜓𝑠 и
условию ограниченности для функций Ψ(0), 𝐿(0) и 𝑀 (0).

4. Аналитическое решение задачи

Воспользуемся интегральным соотношением [19]

𝐻
(1)
0

(︂
𝑘
√︁

(𝑥1 − 𝑑)2 + 𝑦21

)︂
=

1

𝜋

∞∫︁
−∞

1

𝜂
exp [𝑖𝜉𝑦1 + 𝑖𝜂|𝑥1 − 𝑑|] 𝑑𝜉, 𝜂 =

√︀
𝑘2 − 𝜉2. (4.1)

Прямоугольные координаты в системах координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 и 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1 связаны между собой
соотношениями

𝑥1 = 𝑥, 𝑦1 = 𝑦 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃, 𝑧1 = −𝑦 sin 𝜃 + 𝑧 cos 𝜃.

Потенциал 𝜓0 в цилиндрической системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧 будет иметь вид

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝑧) = 𝐴𝐻
(1)
0

(︁
𝑘
√︀
(𝑟 cos𝜙− 𝑑)2 + (𝑟 sin𝜙 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃)2

)︁
.
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Тогда с учетом (4.1) получаем

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
𝐴

𝜋

∞∫︁
−∞

1

𝜂
exp [𝑖𝜉(𝑟 sin𝜙 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃) + 𝑖𝜂|𝑟 cos𝜙− 𝑑|] 𝑑𝜉. (4.2)

Чтобы поле падающей волны при 𝑟 → ∞ было ограниченным, необходимо выполнение
условия Im 𝜂 ⩾ 0. Таким образом, 𝜂 =

√︀
𝑘2 − 𝜉2 при −𝑘 ⩽ 𝜉 ⩽ 𝑘 и 𝜂 = 𝑖

√︀
𝜉2 − 𝑘2 при |𝜉| > 𝑘.

При 𝑟 cos𝜙 < 𝑑 (значит и на поверхности цилиндра 𝑟 = 𝑟𝑁 ) |𝑟 cos𝜙 − 𝑑| = 𝑑 − 𝑟 cos𝜙.
Поэтому в этом случае будем иметь

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
𝐴

𝜋

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝑑 𝜂)

𝜂
exp(𝑖𝜉𝑧 sin 𝜃) exp [𝑖𝑟(𝜉 sin𝜙 cos 𝜃 − 𝜂 cos𝜙)] 𝑑𝜉. (4.3)

Заменим в выражении 𝜉 sin𝜙 cos 𝜃 − 𝜂 cos𝜙 величины 𝜉 и 𝜂 величинами 𝛽 и 𝛾 с помощью
соотношений

𝜉 cos 𝜃 = 𝛽 sin 𝛾, 𝜂 = −𝛽 cos 𝛾.

Тогда вместо (4.3) получим

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
𝐴

𝜋

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝑑 𝜂)

𝜂
exp(𝑖𝛼𝑧) exp [𝑖𝛽 𝑟 cos(𝜙− 𝛾)] 𝑑𝜉, (4.4)

где 𝛼 = 𝜉 sin 𝜃, 𝛽 =
√︀
𝑘2 − 𝜉2 sin2 𝜃, 𝛾 = arctg

(︂
−𝜉 cos 𝜃

𝜂

)︂
.

Используя известное разложение [20]

exp [𝑖𝛽 𝑟 cos(𝜙− 𝛾)] =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑖𝑛𝐽𝑛(𝛽 𝑟)𝑒

𝑖𝑛(𝜙−𝛾),

где 𝐽𝑛 — цилиндрическая функция Бесселя первого рода порядка 𝑛, (4.4) запишем в виде

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
𝐴

𝜋

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝑑 𝜂)

𝜂
exp(𝑖𝛼𝑧)

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑖𝑛𝐽𝑛(𝛽 𝑟)𝑒
𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉. (4.6)

С учетом условий излучения на бесконечности, функцию 𝜓𝑠 будем искать в виде

𝜓𝑠(𝑟, 𝜙, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝛼𝑧)

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐴𝑛(𝜉)𝐻
(1)
𝑛 (𝛽 𝑟)𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉, (4.7)

а функции Ψ(𝑗), 𝐿(𝑗) и 𝑀 (𝑗) (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁) — в виде

Ψ(𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝛼𝑧)
∞∑︁

𝑛=−∞

[︁
𝐵

(𝑗)
1𝑛 (𝜉)𝐽𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟) +𝐵

(𝑗)
2𝑛 (𝜉)𝑁𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟)

]︁
𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉,

𝐿(𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝛼𝑧)
∞∑︁

𝑛=−∞

[︁
𝐶

(𝑗)
1𝑛 (𝜉)𝐽𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟) + 𝐶

(𝑗)
2𝑛 (𝜉)𝑁𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟)

]︁
𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉, (4.8)
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𝑀 (𝑗)(𝑟, 𝜙, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝛼𝑧)
∞∑︁

𝑛=−∞

[︁
𝐷

(𝑗)
1𝑛 (𝜉)𝐽𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟) +𝐷

(𝑗)
2𝑛 (𝜉)𝑁𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟)

]︁
𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉,

где

𝑘
(𝑗)
1 =

√︁
𝑘
(𝑗)2
𝑙 − 𝛼2, 𝑘

(𝑗)
2 =

√︁
𝑘
(𝑗)2
𝜏 − 𝛼2,

𝐻
(1)
𝑛 = 𝐽𝑛 + 𝑖𝑁𝑛 — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛; 𝑁𝑛 — цилин-

дрическая функция Неймана порядка 𝑛.
Коэффициенты 𝐴𝑛(𝜉), 𝐵

(𝑗)
1𝑛 (𝜉), 𝐵

(𝑗)
2𝑛 (𝜉), 𝐶

(𝑗)
1𝑛 (𝜉), 𝐶

(𝑗)
2𝑛 (𝜉), 𝐷

(𝑗)
1𝑛 (𝜉) и 𝐷

(𝑗)
2𝑛 (𝜉) разложений (4.7)

и (4.8) подлежат определению из граничных условий.
Для выполнения условия ограниченности функций Ψ(0), 𝐿(0) и 𝑀 (0) необходимо положить

𝐵
(0)
2𝑛 (𝜉) = 𝐶

(0)
2𝑛 (𝜉) = 𝐷

(0)
2𝑛 (𝜉) ≡ 0.

Получимрешениерассматриваемой задачи,воспользовавшись матричным методом [21, 22].
С учетом выражений (3.7), (3.8) и (4.8) представим компоненты вектора смещения u(𝑗) и

компоненты тензора напряжений 𝜎(𝑗)𝑘𝑙 в виде

(𝑢(𝑗)𝑟 , 𝑢(𝑗)𝜙 , 𝑢(𝑗)𝑧 , 𝜎(𝑗)𝑟𝑟 , 𝜎
(𝑗)
𝑟𝜙 , 𝜎

(𝑗)
𝑟𝑧 )

𝑇 (𝑟, 𝜙, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

exp(𝑖𝛼𝑧)
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉)𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝛾)𝑑𝜉, (4.9)

где

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉) = (𝑢

(𝑗)
1𝑛 (𝑟, 𝜉), 𝑢

(𝑗)
2𝑛 (𝑟, 𝜉), 𝑢

(𝑗)
3𝑛 (𝑟, 𝜉), 𝜎

(𝑗)
1𝑛 (𝑟, 𝜉), 𝜎

(𝑗)
2𝑛 (𝑟, 𝜉), 𝜎

(𝑗)
3𝑛 (𝑟, 𝜉))

𝑇 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁).

Рассмотрим для каждого 𝑗 - го слоя два вектора: 𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉) и 𝐾(𝑗)

𝑛 (𝜉), где

𝐾(𝑗)
𝑛 (𝜉) = (𝐵

(𝑗)
1𝑛 (𝜉), 𝐵

(𝑗)
2𝑛 (𝜉), 𝐶

(𝑗)
1𝑛 (𝜉), 𝐶

(𝑗)
2𝑛 (𝜉), 𝐷

(𝑗)
1𝑛 (𝜉), 𝐷

(𝑗)
2𝑛 )

𝑇 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁).

Связь между этими векторами определяется формулой

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉) = 𝑇 (𝑗)

𝑛 (𝑟, 𝜉)𝐾(𝑗)
𝑛 (𝜉) (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁), (4.10)

где 𝑇 (𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉) — матрица шестого порядка с элементами 𝑡(𝑗)𝑘𝑙 (𝑟, 𝜉), 𝑟𝑗−1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑟𝑗 (𝑟−1 = 0).

С учетом выражений (3.6),(3.7), (4.8) и (4.9) получаем

𝑡
(𝑗)
1𝑞 = 𝑘

(𝑗)
1 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
1 𝑟), 𝑡

(𝑗)
1,𝑞+2 = 𝑖𝛼𝑘

(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟), 𝑡

(𝑗)
1,𝑞+4 =

𝑖𝑛

𝑟
𝑘(𝑗)𝜏 𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟),

𝑡
(𝑗)
2𝑞 =

𝑖𝑛

𝑟
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟), 𝑡

(𝑗)
2,𝑞+2 = −𝑛𝛼

𝑟
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟), 𝑡

(𝑗)
2,𝑞+4 = −𝑘(𝑗)𝜏 𝑘

(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟),

𝑡
(𝑗)
3𝑞 = 𝑖𝛼𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟), 𝑡

(𝑗)
3,𝑞+2 = 𝑘

(𝑗)2
2 𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟), 𝑡

(𝑗)
35 = 𝑡

(𝑗)
36 = 0,

𝑡
(𝑗)
4𝑞 = −𝜆𝑗𝑘(𝑗)2𝑙 𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟) + 2𝜇𝑗𝑘

(𝑗)2
1 𝑍𝑛

′′(𝑘
(𝑗)
1 𝑟), 𝑡

(𝑗)
4,𝑞+2 = 2𝑖𝜇𝑗𝛼𝑘

(𝑗)2
2 𝑍𝑛

′′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟),

𝑡
(𝑗)
4,𝑞+4 =

2𝑖𝑛

𝑟
𝜇𝑗𝑘

(𝑗)
𝜏

[︂
𝑘
(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟)− 1

𝑟
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟)

]︂
, 𝑡

(𝑗)
5𝑞 =

2𝑖𝑛

𝑟
𝜇𝑗

[︂
𝑘
(𝑗)
1 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
1 𝑟)− 1

𝑟
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
1 𝑟)

]︂
,

𝑡
(𝑗)
5,𝑞+2 = −2𝑛𝛼

𝑟
𝜇𝑗

[︂
𝑘
(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟)− 1

𝑟
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟)

]︂
,

𝑡
(𝑗)
5,𝑞+4 = −𝜇𝑗𝑘(𝑗)𝜏

[︂
𝑘
(𝑗)2
2 𝑍𝑛

′′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟)− 1

𝑟
𝑘
(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟) +

𝑛2

𝑟2
𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟)

]︂
,
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𝑡
(𝑗)
6𝑞 = 2𝑖𝛼𝜇𝑗𝑘

(𝑗)
1 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
1 𝑟), 𝑡

(𝑗)
6,𝑞+2 = 𝜇𝑗

(︁
𝑘(𝑗)2𝜏 − 2𝛼2

)︁
𝑘
(𝑗)
2 𝑍𝑛

′(𝑘
(𝑗)
2 𝑟),

𝑡
(𝑗)
6,𝑞+4 = −𝑛𝛼

𝑟
𝑘(𝑗)𝜏 𝜇𝑗𝑍𝑛(𝑘

(𝑗)
2 𝑟).

Здесь 𝑍𝑛 = 𝐽𝑛 при 𝑞 = 1 и 𝑍𝑛 = 𝑁𝑛 при 𝑞 = 2, штрихи означают дифференцирование по
аргументу. Элементы 𝑡

(𝑗)
𝑘𝑙 должны быть снабжены индексом 𝑛, который для простоты записи

опускаем.
Рассмотрим произвольный 𝑗 - ый слой (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁). На его границах при 𝑟 = 𝑟𝑗−1 и

𝑟 = 𝑟𝑗 из (4.10) получаем соотношения

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉) = 𝑇 (𝑗)

𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉)𝐾
(𝑗)
𝑛 (𝜉), 𝑆(𝑗)

𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉) = 𝑇 (𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉)𝐾

(𝑗)
𝑛 (𝜉).

Воспользовавшись постоянством вектора 𝐾(𝑗)
𝑛 (𝜉) внутри 𝑗 - го слоя, находим

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉) = 𝑇 (𝑗)

𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉)
[︁
𝑇 (𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉)

]︁−1
𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉). (4.11)

Подставляя выражения (4.9) в граничные условия (3.6) при 𝑟 = 𝑟𝑗−1 (заменяя в (3.6)
индекс 𝑗 на 𝑗 − 1 ), будем иметь

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉) = 𝑆(𝑗−1)

𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Тогда соотношение (4.11) перепишется в виде

𝑆(𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉) = 𝑃 (𝑗)

𝑛 (𝜉)𝑆(𝑗−1)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁), (4.12)

где

𝑃 (𝑗)
𝑛 (𝜉) = 𝑇 (𝑗)

𝑛 (𝑟𝑗 , 𝜉)
[︁
𝑇 (𝑗)
𝑛 (𝑟𝑗−1, 𝜉)

]︁−1
.

Последовательное применение формулы (4.12) позволяет связать значение вектора

𝑆
(𝑗)
𝑛 (𝑟, 𝜉) на границе жидкой и упругой сред 𝑟 = 𝑟𝑁 со значением этого вектора на границе
𝑟 = 𝑟0:

𝑆(𝑁)
𝑛 (𝑟𝑁 , 𝜉) = 𝑃𝑛(𝜉)𝑆

(0)
𝑛 (𝑟0, 𝜉), 𝑃𝑛(𝜉) = 𝑃 (𝑁)

𝑛 (𝜉)𝑃 (𝑁−1)
𝑛 (𝜉) · · · · · 𝑃 (1)

𝑛 (𝜉). (4.13)

Из соотношения (4.13) находим

𝑢
(𝑁)
1𝑛 (𝑟𝑁 ) =

3∑︀
𝑠=1

[𝑝1𝑠 𝑢
(0)
𝑠𝑛 (𝑟0) + 𝑝1,𝑠+3 𝜎

(0)
𝑠𝑛 (𝑟0)],

𝜎
(𝑁)
𝑚𝑛 (𝑟𝑁 ) =

3∑︀
𝑠=1

[𝑝𝑚+3,𝑠 𝑢
(0)
𝑠𝑛 (𝑟0) + 𝑝𝑚+3,𝑠+3 𝜎

(0)
𝑠𝑛 (𝑟0)], 𝑚 = 1, 2, 3

(4.14)

где 𝑝𝑚𝑠 (индекс 𝑛 опущен) — элементы матрицы шестого порядка 𝑃𝑛(𝜉).
Подставляя разложения (4.6), (4,7) и (4.9) в граничные условия (3.5) при 𝑟 = 𝑟𝑁 с учетом

(3.2), находим

𝑢
(𝑁)
1𝑛 (𝑟𝑁 ) = 𝑖

𝛽

𝜔

[︂
𝐴

𝜋𝜂
𝑒𝑖(𝑑 𝜂+𝛼𝑧)𝑖𝑛𝐽 ′

𝑛(𝛽 𝑟𝑁 ) +𝐴𝑛(𝜉)𝐻
′
𝑛(𝛽 𝑟𝑁 )

]︂
,

𝜎
(𝑁)
1𝑛 (𝑟𝑁 ) = −𝑖𝜔𝜌

[︂
𝐴

𝜋𝜂
𝑒𝑖(𝑑 𝜂+𝛼𝑧)𝑖𝑛𝐽𝑛(𝛽 𝑟𝑁 ) +𝐴𝑛(𝜉)𝐻𝑛(𝛽 𝑟𝑁 )

]︂
,

𝜎
(𝑁)
2𝑛 (𝑟𝑁 ) = 0, 𝜎

(𝑁)
3𝑛 (𝑟𝑁 ) = 0.

(4.15)

Из (4.10) при 𝑗 = 0 и 𝑟 = 𝑟0 получаем

𝑢
(0)
𝑚𝑛(𝑟0) = 𝑡

(0)
𝑚1(𝑟0)𝐵

(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑡

(0)
𝑚3(𝑟0)𝐶

(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑡

(0)
𝑚5(𝑟0)𝐷

(0)
1𝑛 (𝜉),

𝜎
(0)
𝑚𝑛(𝑟0) = 𝑡

(0)
𝑚+3,1(𝑟0)𝐵

(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑡

(0)
𝑚+3,3(𝑟0)𝐶

(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑡

(0)
𝑚+3,5(𝑟0)𝐷

(0)
1𝑛 (𝜉), 𝑚 = 1, 2, 3.

(4.16)
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Подставляя выражения (4.15) и (4.16) в равенства (4.14), приходим к системе четырех

линейных уравнений с неизвестными 𝐴𝑛(𝜉), 𝐵
(0)
1𝑛 (𝜉), 𝐶

(0)
1𝑛 (𝜉) и 𝐷(0)

1𝑛 (𝜉)

𝑎𝑖1𝐴𝑛(𝜉) + 𝑎𝑖2𝐵
(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑎𝑖3𝐶

(0)
1𝑛 (𝜉) + 𝑎𝑖4𝐷

(0)
1𝑛 (𝜉) = 𝑏𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4), (4.17)

где

𝑎11 = −𝑖𝛽
𝜔
𝐻 ′

𝑛(𝛽 𝑟𝑁 ); 𝑎12 =
6∑︁

𝑞=1

𝑝1𝑞𝑡
(0)
𝑞1 (𝑟0); 𝑎13 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝1𝑞𝑡
(0)
𝑞3 (𝑟0); 𝑎14 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝1𝑞𝑡
(0)
𝑞5 (𝑟0);

𝑏1 =
𝐴𝛽

𝜋𝜔𝜂
𝑖𝑛+1𝑒𝑖(𝑑 𝜂+𝛼𝑧)𝐽 ′

𝑛(𝛽 𝑟𝑁 );

𝑎21 = 𝑖𝜔𝜌𝐻𝑛(𝛽 𝑟𝑁 ); 𝑎22 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝4𝑞𝑡
(0)
𝑞1 (𝑟0); 𝑎23 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝4𝑞𝑡
(0)
𝑞3 (𝑟0); 𝑎24 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝4𝑞𝑡
(0)
𝑞5 (𝑟0);

𝑏2 = −𝐴𝜔𝜌
𝜋𝜂

𝑖𝑛+1𝑒𝑖(𝑑 𝜂+𝛼𝑧)𝐽𝑛(𝛽 𝑟𝑁 );

𝑎31 = 0; 𝑎32 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝5𝑞𝑡
(0)
𝑞1 (𝑟0); 𝑎33 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝5𝑞𝑡
(0)
𝑞3 (𝑟0); 𝑎34 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝5𝑞𝑡
(0)
𝑞5 (𝑟0); 𝑏3 = 0;

𝑎41 = 0; 𝑎42 =
6∑︁

𝑞=1

𝑝6𝑞𝑡
(0)
𝑞1 (𝑟0); 𝑎43 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝6𝑞𝑡
(0)
𝑞3 (𝑟0); 𝑎44 =

6∑︁
𝑞=1

𝑝6𝑞𝑡
(0)
𝑞5 (𝑟0); 𝑏4 = 0.

Из системы (4.17) находим
𝐴𝑛(𝜉) = Δ1/Δ, (4.18)

где Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ; Δ1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑏1 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑏2 𝑎22 𝑎23 𝑎24
𝑏3 𝑎32 𝑎33 𝑎34
𝑏4 𝑎42 𝑎43 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Подставляя (4.18) в (4.7), получаем аналитическое описание рассеянного акустического
поля.

5. Заключение

В настоящей работе решена задача дифракции гармонических звуковых волн, излучаемых
линейным источником, расположенным произвольным образом относительно многослойного
упругого цилиндра. Найденное решение позволяет численно исследовать рассеянное акусти-
ческое поле при любых значениях волнового размера цилиндрического тела 𝑘𝑟𝑁 , при любом
количестве упругих слоев и произвольном расположении линейного источника.
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