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Аннотация

Вследствие практической ценности результатов исследования рассеяния звука на телах
различной структуры и конфигурации важна и актуальна проверка их непротиворечиво-
сти. Существующие способы контроля точности решений дифракционных задач не позво-
ляют оценить корректность полученных данных. Для достижения этой цели предложено
использовать энергетический критерий, заключающийся в проверке выполнения закона
сохранения акустической энергии. В качестве энергетической характеристики, баланс ко-
торой необходимо исследовать согласно данному критерию, должен выступать поток энер-
гии звуковой волны, усредненный по времени. Выражение для интегрального энергетиче-
ского критерия представляет собой равенство среднего потока энергии в рассеянной волне
и среднего потока энергии взаимодействия падающего и рассеянного поля. Задача о ди-
фракции плоской звуковой волны на абсолютно жесткой неподвижной сфере выступала в
качестве модельной для демонстрации применения энергетического критерия. Исследова-
ние энергетического баланса проведено для различных значений волнового числа, а также
радиусов тела и сферической поверхности, окружающей препятствие. На основе анализа
полученных результатов установлено, что высокая степень точности выполнения энерге-
тического критерия свидетельствует о правильности решения поставленной дифракцион-
ной задачи. Показано, что использование энергетического критерия позволяет обнаружить
наличие ошибок в значениях искомых коэффициентов. Неточность найденного решения
выявлена графически путем анализа зависимости расхождения между энергетическими
показателями от числового параметра, характеризующего величину введенной ошибки.
Исследовано угловое распределение среднего за период потока энергии в рассеянной волне
и определено, что ошибочный расчет коэффициентов приводит к его видоизменению.
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на, абсолютно жесткая неподвижная сфера, средний поток энергии, комплексная ошибка,
угловое распределение.
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Abstract

Due to the practical value of the results of studying sound scattering on bodies of various
structures and configurations, checking their consistency is important and relevant. The existing
methods for monitoring accuracy of solutions to diffraction problems don’t allow assessing
correctness of the data obtained. To achieve this goal, it is proposed to use an energy criterion,
which consists in checking fulfilment of the law of conservation of acoustic energy. The energy
characteristic whose balance must be investigated according to this criterion should be a time-
averaged energy flux of a sound wave. The expression for the integral energy criterion represents
the equality of an average energy flux in a scattered wave and an average energy flux of the
interaction of incident and scattered fields. The problem of diffraction of a plane sound wave on
an absolutely rigid stationary sphere served as a model problem to demonstrate the application
of the energy criterion. The energy balance study was carried out for different values of a wave
number as well as a radius of the body and the spherical surface surrounding the obstacle.
Based on the analysis of the results obtained, it was found that a high degree of accuracy in
fulfilling the energy criterion indicates the correctness of the solution to the posed diffraction
problem. It is shown that the use of the energy criterion makes it possible to detect errors in the
values of the sought coefficients. The inaccuracy of the found solution was revealed graphically
by analyzing the dependence of a discrepancy between the energy indicators on the numerical
parameter characterizing a magnitude of the introduced error. The angular distribution of the
period-average energy flux in the scattered wave was studied, and it was determined that a
wrong calculation of the coefficients leads to its modification.
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1. Введение

В настоящее время результаты решения задач дифракции звуковых волн на телах разно-
образной формы и структуры востребованы во многих отраслях человеческой деятельности.
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Так, например, в гидроакустике они используются для подводной эхолокации различных объ-
ектов и для изучения явления донной реверберации, оказывающего существенное влияние на
эффективность работы гидролокационных приборов и устройств. Решения дифракционных
задач с успехом применяются в дефектоскопии при совершенствовании методов неразрушаю-
щего контроля и способов ультразвуковой диагностики многофазных систем. Преимущество
таких методик заключается в том, что с их помощью становится возможным не только обнару-
жение дефектов внутри упругого тела без его демонтажа, но и определение их формы, размера
и расположения. Специалисты в области материаловедения используют достижения по иссле-
дованию рассеяния звука при создании новых материалов с требуемыми звукоотражающими и
звукопоглощающими характеристиками. Поскольку звуковые волны являются одним из глав-
ных инструментов получения информации о строении земной коры, то ученые-геофизики ак-
тивно применяют решения дифракционных задач с целью разведки месторождений полезных
ископаемых, анализа процессов, происходящих в литосфере, и изучения акустических свойств
горных пород.

В связи с существенной практической ценностью результатов исследования рассеяния зву-
ка на телах различной структуры и конфигурации, проверка их корректности и непротиво-
речивости важна и актуальна. Однако ввиду многообразия постановок и способов решения
задач теории дифракции довольно затруднительно установить единый, универсальный кри-
терий для определения величины погрешности в полученных данных.

В научной литературе описаны различные подходы по оценке точности найденных резуль-
татов. Выбор определенной методики зависит от направленности и специфики рассматрива-
емой дифракционной задачи. Заметим, что во многих исследованиях выражения для иско-
мых акустических величин (например, рассеянных полей, полей смещений в упругих телах)
зачастую представляют в виде разложений в ряд, содержащий бесконечное число членов. Ра-
зумеется, учет такого количества слагаемых невозможен ввиду лимитированности вычисли-
тельных и временных ресурсов. Из-за описанных трудностей для нахождения решения задачи
ограничиваются некоторым конечным числом членов. Однако в этом случае возникают оче-
видные вопросы: сколько членов нужно просуммировать, чтобы достичь требуемой точности,
и каким критерием руководствоваться для определения их количества?

При решении вопроса о числе учитываемых слагаемых бесконечного ряда в задачах ди-
фракции звука на упругих телах наиболее часто используется следующее неравенство, ука-
занное, например, в [1]:

𝑛0 ⩾ 2[𝑘𝑎],

где 𝑛0 – учитываемое количество членов ряда, 𝑘𝑎 – волновой размер тела, [. . . ] – целая часть
числа.

В [2] Е.А. Иванов предлагает использовать следующий способ для установления необходи-
мого количества слагаемых ряда в задачах, которые содержат бесконечные системы линейных
уравнений, решаемые методом усечения. Сначала при двух последовательно возрастающих
значениях порядка усечения требуется получить два выражения для искомого ряда. После
этого необходимо рассчитать невязки между членами сумм с одинаковыми индексами. И, на-
конец, сопоставив наибольшую из невязок и заданную наперед точность, сделать вывод о том,
достаточное ли число слагаемых учтено в ряде или нужно увеличить порядок усечения.

Как указано в [3], в задаче об определении механических импедансов колебаний транс-
версально-изотропного сферического слоя искомое решение удобно представить в виде бес-
конечного степенного ряда. Отмечено, что количество слагаемых в нем зависит от волновой
толщины слоя и моды колебаний, а минимальное число членов ряда, которым можно ограни-
читься для тонких оболочек, равно трем.

В работе [4] подробно описывается, какими общими критериями следует руководствоваться
при определении количества удерживаемых слагаемых ряда. Например, отмечено, что ино-
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гда в качестве критерия окончания расчета членов ошибочно используют сравнение модуля
очередного слагаемого 𝐵𝑖 с некоторой малой величиной 𝜀0 и преждевременно останавливают
вычисление при 𝑖 = 𝑁 , для которого |𝐵𝑖| < 𝜀0. Особенно часто грубые ошибки возникают,
если выражение для 𝐵𝑖 содержит осциллирующие функции (например, тригонометрические
или цилиндрические). Показано, что в некоторых случаях расчет можно прекращать, если
несколько последовательных членов ряда оказываются малыми. Хотя этот критерий и яв-
ляется более надежным, однако и он не гарантирует отсутствие ошибок. Автор работы [4]

приходит к выводу, что в задачах, в которых возможно рассчитать остаток

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁

𝑖=𝑁

𝐵𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒, останав-

ливать вычисление допустимо только при значении 𝑖 = 𝑁 , для которого выполнено условие⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁

𝑖=𝑁

𝐵𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀0. Найти остаток можно, например, путем замены ряда интегралом при достаточно

больших 𝑁 .

2. Об энергетических характеристиках звуковых волн

Все вышеописанные способы нахождения требуемого количества слагаемых ряда позво-
ляют контролировать точность полученных результатов, но с их помощью невозможно уста-
новить корректность найденных данных. По мнению авторов, наиболее универсальным кри-
терием оценки правильности решения задач дифракции звуковых волн на телах различной
структуры и конфигурации является так называемый энергетический критерий, основанный
на проверке выполнения одного из фундаментальных законов природы – закона сохранения
энергии. Однако, как считает М.А. Исакович [5], по отношению к задачам рассеяния звука
уместнее использовать термин “закон сохранения акустической энергии”. Применение энерге-
тического критерия предполагает исследование баланса различных энергетических характе-
ристик звуковых волн. Анализ степени расхождения рассчитанных показателей и позволяет
сделать вывод о правильности найденного решения дифракционной задачи.

Основными энергетическими характеристиками звуковых волн являются:
1) полная энергия, равная сумме кинетической энергии частиц в волне и приращения их

внутренней энергии;
2) плотность энергии, определяемая как отношение полной энергии к величине объема, в

котором эта энергия заключена;
3) поток энергии через поверхность, характеризующий количество энергии, которое будет

перенесено волной через некоторую поверхность в единицу времени;
4) плотность потока энергии, представляющая собой векторную величину, направление ко-

торой совпадает с направлением переноса энергии. Плотность потока энергии в произвольной
точке пространства численно равна потоку энергии через единичную площадку, расположен-
ную в данной точке перпендикулярно направлению распространения звуковой волны.

Изучению различных энергетических показателей акустических волн в задачах разнооб-
разной направленности посвящено значительное число работ. В [6] исследована трансформа-
ция энергии падающей волны в энергии отраженного и прошедшего полей на границе разде-
ла в волноводе, образованном жестким контактом двух полуполос одинаковой ширины, но с
отличающимися механическими характеристиками. В работе [7] вычислены потоки энергии
рассеянной волны Рэлея и падающей рэлеевской волны при различных соотношениях между
скоростями продольной и поперечной волн в твердом теле. В статье [8] описываются преиму-
щества использования плотности полной энергии вместо плотности потенциальной энергии
для измерения звукопоглощения и звуковой мощности. Новый метод активного подавления
отраженных звуковых волн был предложен в работе [9]. Для проверки его корректности оце-
нивалось распределение мгновенной интенсивности звука, полученное с помощью компьютер-
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ного моделирования. Для определения коэффициентов, характеризующих звуковое поле, был
использован метод конечных элементов. Работы [1, 5, 10, 11] содержат фундаментальные осно-
вы по расчету энергетических характеристик акустических волн в задачах дифракции звука
на телах разнообразной формы и структуры.

В настоящее время известны подходы к анализу баланса различных энергетических пока-
зателей звуковых волн в дифракционных задачах. В [12] методом частичных областей опреде-
лено акустическое поле точечного источника, находящегося в неоднородной морской среде, на
поверхности которой плавает цилиндрическое тело. На основе полученного решения в ближ-
нем поле исследован баланс среднего потока мощности в области без выступа и среднего
потока мощности в области, содержащей выступ. В [13] отмечено, что должно выполнять-
ся равенство интенсивностей в покоящейся и движущейся среде в случае отражения звука
от последней. В работе [14] закон сохранения энергии применяется в качестве интегрально-
го критерия оценки точности решения задачи о прохождении звуковой волны через область
сопряжения плоского и клиновидного волноводов. В [15] приведено выражение, описываю-
щее энергетический баланс в установившемся состоянии для одной из подсистем, на которые
при статистическом энергетическом анализе разбивается исходная структура. В [16] проверка
выполнения закона сохранения акустической энергии при наклонном падении звука на гра-
ницу раздела жидких сред, а также жидкости и упругого полупространства основывалась на
расчете интенсивностей звуковых волн.

В данной работе описано получение универсального энергетического критерия, который
может применяться в случае различных постановок пространственных дифракционных задач,
и продемонстрировано его использование для контроля правильности решения модельной за-
дачи.

3. Разработка интегрального энергетического критерия

Рассмотрим задачу дифракции звука на абсолютно жестком неподвижном теле, находя-
щемся в идеальной жидкости плотностью 𝜌1. Пусть 𝑆1 – произвольная замкнутая поверхность,
окружающая препятствие. Вычислим полный, усредненный по времени поток энергии ⟨𝑊 ⟩ че-
рез 𝑆1, предположив, что источник звука лежит вне этой поверхности. Данный энергетический
показатель может быть рассчитан следующим образом:

⟨𝑊 ⟩ = 1

2
Re

∫︁
𝑆1

𝑝𝑉 *
𝑛 𝑑𝑆1 = − 1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

𝑝
𝜕𝑝*

𝜕𝑛
𝑑𝑆1,

где 𝑝 – давление полного акустического поля, 𝑉𝑛 – нормальная к поверхности 𝑆1 составляющая
скорости частиц жидкости (𝑛⃗ – нормаль к 𝑆1), 𝜔 – круговая частота. Здесь и далее звездочка
“*” означает комплексно сопряженную величину.

Поскольку тело является абсолютно жестким, то оно не поглощает звук, а значит, активные
потери отсутствуют. В этом случае полный, усредненный по времени поток энергии через 𝑆1
должен быть равен нулю [3]:

⟨𝑊 ⟩ = 0.

Представим акустическое давление полного звукового поля 𝑝 в виде суммы давления падаю-
щей волны 𝑝𝑖 и давления рассеянной волны 𝑝𝑠 [17, 18]. Имеем:

⟨𝑊 ⟩ = − 1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

(︂
𝑝𝑖
𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑛

+ 𝑝𝑖
𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑛

+ 𝑝𝑠
𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑛

+ 𝑝𝑠
𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆1 = 0. (1)

Усредненный по времени поток энергии в падающей волне ⟨𝑊𝑖⟩ равен нулю, потому что она
не имеет источников в конечной области пространства, а диссипация внутри 𝑆1 отсутствует
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[1]. Тогда

⟨𝑊𝑖⟩ = − 1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

𝑝𝑖
𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑛

𝑑𝑆1 = 0. (2)

Усредненный по времени поток энергии в рассеянной волне ⟨𝑊𝑠⟩ вычисляется так:

⟨𝑊𝑠⟩ = − 1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

𝑝𝑠
𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑛

𝑑𝑆1. (3)

Используя формулы (2) и (3), для выражения (1) получим:

⟨𝑊 ⟩ = ⟨𝑊𝑠⟩ −
1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

(︂
𝑝𝑖
𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑛

+ 𝑝𝑠
𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆1 = 0,

⟨𝑊𝑖𝑠⟩ =
1

2𝜔𝜌1
Im

∫︁
𝑆1

(︂
𝑝𝑖
𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑛

+ 𝑝𝑠
𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆1,

где ⟨𝑊𝑖𝑠⟩ – усредненный по времени поток энергии взаимодействия падающего и рассеянного
поля.

Тогда энергетический критерий запишется в следующем виде:

⟨𝑊𝑠⟩ = ⟨𝑊𝑖𝑠⟩. (4)

4. Использование энергетического критерия для оценки правиль-

ности решения модельной задачи

Применение энергетического критерия для проверки корректности решений дифракци-
онных задач продемонстрируем для случая рассеяния плоской звуковой волны, распростра-
няющейся по направлению оси 𝑧, на абсолютно жесткой неподвижной сфере радиуса 𝑎, на-
ходящейся в идеальной жидкости плотностью 𝜌. Обозначим через 𝑐 скорость звука в этой
жидкости. Требуется определить звуковое поле, рассеянное сферой.

Представим акустическое давление падающей волны 𝑝𝑖 в сферической системе координат
𝑟, 𝜃, 𝜙, имеющей начало в центре тела, в следующем виде:

𝑝𝑖 = 𝑝0 exp[𝑖(𝑘𝑟 cos 𝜃 − 𝜔𝑡)], (5)

где 𝑝0 – амплитуда давления, 𝑘 – волновое число в жидкости, 𝑡 – время.
В дальнейшем временной множитель exp(−𝑖𝜔𝑡) опускаем.
Для нахождения давления рассеянной волны 𝑝𝑠 решим методом разделения переменных

уравнение Гельмгольца, записанное в сферических координатах:

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑝𝑠
𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑝𝑠
𝜕𝜃

)︂
+ 𝑘2𝑝𝑠 = 0.

Поставленная задача является осесимметричной, поэтому искомая величина 𝑝𝑠 не зависит от
𝜙. Используя граничное условие на поверхности сферы, заключающееся в равенстве на ней
нулю нормальной компоненты вектора скорости частиц жидкости, а также условие излучения
на бесконечности ( lim

𝑟→∞
𝑝𝑠 = 0), для давления рассеянной волны находим:

𝑝𝑠 = −𝑝0
∞∑︁

𝑚=0

𝑖𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ𝑚(𝑘𝑟)𝑃𝑚(cos 𝜃), (6)
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где 𝑗
′
𝑚(𝑥) – 1-я производная сферической функции Бесселя порядка 𝑚, ℎ𝑚(𝑥) – сферическая

функция Ханкеля 1-го рода порядка 𝑚, ℎ
′
𝑚(𝑥) – 1-я производная сферической функции Хан-

келя 1-го рода порядка 𝑚, 𝑃𝑚(𝑥) – многочлен Лежандра степени 𝑚.
С помощью интегрального энергетического критерия (4) проверим корректность получен-

ного выражения (6), а именно правильность определения коэффициентов

𝐴𝑚 = −𝑝0𝑖𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)

.

Вычислим ⟨𝑊𝑠⟩ через сферическую поверхность 𝑆, окружающую тело, по следующей фор-
муле:

⟨𝑊𝑠⟩ =
1

2
Re

∫︁
𝑆

𝑝𝑠𝑉
*
𝑠𝑛𝑑𝑆,

где 𝑉𝑠𝑛 – нормальная к 𝑆 составляющая колебательной скорости частиц в рассеянной волне.
Пусть 𝑟1 – радиус 𝑆. Поскольку в отсутствии поглощения поток энергии сферической

волны одинаков через сферу любого радиуса, то 𝑟1 может иметь произвольное значение. Далее,
находим, что:

⟨𝑊𝑠⟩ =
𝑟21
2
Re

𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑝𝑠𝑉
*
𝑠𝑛 sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙.

Поскольку

𝑉 *
𝑠𝑛 = − 𝑖𝑝0

𝜌𝑐

∞∑︁
𝑚=0

(−𝑖)𝑚(2𝑚+ 1)𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟))*

(ℎ′
𝑚(𝑘𝑎))*

𝑃𝑚(cos 𝜃),

то получим:

⟨𝑊𝑠⟩ =
𝑟21
2
Re

𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑖𝑝20
𝜌𝑐

∞∑︁
𝑚=0

𝑖𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ𝑚(𝑘𝑟1)𝑃𝑚(cos 𝜃)×

×
∞∑︁

𝑚=0

(−𝑖)𝑚(2𝑚+ 1)𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟1))

*

(ℎ′
𝑚(𝑘𝑎))*

𝑃𝑚(cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙.

Поменяем местами интегрирование и суммирование и воспользуемся свойством ортогональ-
ности полиномов Лежандра:

𝜋∫︁
0

𝑃𝑛(cos 𝜃)𝑃𝑘(cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃 =

{︃
0, 𝑛 ̸= 𝑘;

2
2𝑛+ 1 , 𝑛 = 𝑘.

Найдем, что средний за период поток энергии в рассеянной волне равен:

⟨𝑊𝑠⟩ =
2𝜋𝑟21𝑝

2
0

𝜌𝑐
Re

[︂
𝑖

∞∑︁
𝑚=0

(2𝑚+ 1)
(𝑗

′
𝑚(𝑘𝑎))2

|ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)|2

ℎ𝑚(𝑘𝑟1)(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟1))

*
]︂
. (7)

Продифференцируем по 𝑟 (5) и (6) и применим к полученным выражениям операцию
комплексного сопряжения:

𝜕𝑝*𝑖
𝜕𝑟

=− 𝑖𝑝0𝑘 cos 𝜃 exp(−𝑖𝑘𝑟 cos 𝜃),

𝜕𝑝*𝑠
𝜕𝑟

=− 𝑝0𝑘

∞∑︁
𝑚=0

(−𝑖)𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

(ℎ′
𝑚(𝑘𝑎))*

(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟))*𝑃𝑚(cos 𝜃).

(8)
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Подставим (5), (6), (7), (8) в (4) и определим, что выражение для энергетического критерия
в рассматриваемой дифракционной задаче будет иметь следующий вид:

Re

[︂
𝑖

∞∑︁
𝑚=0

(2𝑚+ 1)
(𝑗

′
𝑚(𝑘𝑎))2

|ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)|2

ℎ𝑚(𝑘𝑟1)(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟1))

*
]︂
=

=
1

2
Im

[︂ 𝜋∫︁
0

(︂
𝑖 cos 𝜃 exp(−𝑖𝑘𝑟1 cos 𝜃)

∞∑︁
𝑚=0

𝑖𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ′
𝑚(𝑘𝑎)

ℎ𝑚(𝑘𝑟1)𝑃𝑚(cos 𝜃)

)︂
sin 𝜃𝑑𝜃− (9)

−
𝜋∫︁

0

(︂
exp(𝑖𝑘𝑟1 cos 𝜃)

∞∑︁
𝑚=0

(−𝑖)𝑚(2𝑚+ 1)
𝑗
′
𝑚(𝑘𝑎)

(ℎ′
𝑚(𝑘𝑎))*

(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟1))

*𝑃𝑚(cos 𝜃)

)︂
sin 𝜃𝑑𝜃

]︂
.

С использованием формулы (9) численно исследуем выполнение энергетического баланса
для различных значений 𝑘, 𝑎 и 𝑟1. Предположим, что тело имеет волновой размер 𝑘𝑎 = 3 и
расположено в воде (𝜌 = 103 кг/м3, 𝑐 = 1500 м/с). Пусть на сферу падает плоская звуковая
волна единичной амплитуды, а 𝑚 изменяется от 0 до 10. Результаты исследования энергети-
ческого баланса представлены в табл. 1, где относительная разница между средним за период
потоком энергии в рассеянной волне ⟨𝑊𝑠⟩ и средним за период потоком энергии взаимодей-

ствия падающего и рассеянного поля ⟨𝑊𝑖𝑠⟩ определяется как 𝛿𝑖𝑠 =
|⟨𝑊𝑠⟩ − ⟨𝑊𝑖𝑠⟩|

min
(︀
⟨𝑊𝑠⟩, ⟨𝑊𝑖𝑠⟩

)︀ × 100%.

Таблица 1: Проверка баланса средних потоков энергии для различных значений 𝑘, 𝑎 и 𝑟1

Значения параметров Относительная разница

𝑘, м−1 𝑎, м 𝑟1, м 𝛿𝑖𝑠 × 108, %

2 61.6

1 3 102 0

103 5.13

2 4.11

2 1.5 102 0

103 0

2 0

3 1 102 0

103 0

На основе анализа данных, приведенных в табл. 1, можно сделать вывод, что для выбран-
ного диапазона изменения 𝑚 энергетический критерий выполняется с точностью лучше, чем
7 × 10−7%. Высокая степень точности свидетельствует о корректности определения коэффи-
циентов 𝐴𝑚, а значит, и о правильности решения задачи дифракции плоской звуковой волны
на абсолютно жесткой неподвижной сфере.

Далее, проведем следующий вычислительный эксперимент. Предположим, что коэффици-
енты 𝐴𝑚, выбранные случайным образом, могут быть рассчитаны с комплексной ошибкой1

вида
Δ = 𝜀1 exp(𝑖𝜙1), (10)

1Здесь и далее термин “ошибка” употребляется в значении “неточность, неопределенность, имеющая физи-
ческую или техническую природу”.
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где 𝜀1 – случайная величина, изменяющаяся в пределах от 0.5𝜀 до 1.5𝜀, 𝜀 – некоторый числовой
коэффициент, 𝜙1 – случайная величина из диапазона [0, 2𝜋).

Пусть 𝑘 = 3 м−1, 𝑎 = 1 м, 𝑟1 = 2 м, а 𝜌, 𝑐, 𝑝0, 𝑚 имеют значения, определенные выше.
Искусственно и случайным образом внесем ошибку вида (10) в коэффициенты 𝐴𝑚 и рассчита-
ем ⟨𝑊𝑠⟩ и ⟨𝑊𝑖𝑠⟩. Для повышения достоверности результатов эксперимента и обоснованности
выводов по его итогам выполним указанные действия 𝑀 = 100 раз при фиксированном 𝜀.

Исследуем влияние введенных ошибок на энергетический баланс в рассмотренной выше
задаче о рассеянии звука на абсолютно жесткой неподвижной сфере. С этой целью вычислим
относительную разницу между величинами энергетических показателей:

𝑃 (𝜀) =

⃒⃒⃒⟨︀
⟨𝑊𝑠⟩

⟩︀
𝑀

−
⟨︀
⟨𝑊𝑖𝑠⟩

⟩︀
𝑀

⃒⃒⃒
min

(︁⟨︀
⟨𝑊𝑠⟩

⟩︀
𝑀
,
⟨︀
⟨𝑊𝑖𝑠⟩

⟩︀
𝑀

)︁ × 100%.

Здесь внешние угловые скобки соответствуют усреднению по 𝑀 , т. е. ⟨𝑋⟩𝑀 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 .

Значения ⟨𝑊𝑠⟩ и ⟨𝑊𝑖𝑠⟩ в 𝑗-м наблюдении (𝑗 = 1,𝑀), рассчитанные при случайном введении
ошибок в коэффициенты 𝐴𝑚, обозначим через ⟨𝑊 𝑗

𝑠 ⟩ и ⟨𝑊 𝑗
𝑖𝑠⟩ соответственно.

Изображенная на рис. 1 функциональная зависимость 𝑃 от 𝜀 отражает характер воздей-
ствия искусственно внесенных неточностей на энергетический баланс в дифракционной зада-
че.

Рис. 1: Зависимость относительной разницы 𝑃 от величины коэффициента 𝜀
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Анализ результатов, представленных на рис. 1, позволяет сделать вывод, что график функ-
ции 𝑃 (𝜀) имеет резонансно-подобный вид, причем с ростом 𝜀 расхождение между значения-
ми энергетических показателей прослеживается все более отчетливо, о чем свидетельствует
увеличивающаяся высота резонансных пиков. Немонотонность функциональной зависимости
𝑃 (𝜀) обусловлена как стохастическим характером введения неточностей в коэффициенты раз-
ложения (6), так и неопределенностью воздействия ошибок на величины комплексных чисел
𝐴𝑚. Наблюдаемая погрешность в выполнении энергетического баланса указывает на ошибоч-
ность решения задачи о дифракции звука на абсолютно жесткой неподвижной сфере.

Значительный интерес также представляет исследование углового распределения среднего
за период потока энергии в рассеянной волне ⟨𝑊𝑠⟩ и оценка влияния на него ошибок при
расчете коэффициентов.

Разобьем диапазон изменения полярного угла 𝜃 на угловые секторы градусной мерой 𝛼
радиан. Вычислим ⟨𝑊𝑠⟩ для каждого из них по формуле

⟨𝑊𝑠⟩(𝜃1) =
𝑟21
2𝜌𝑐

Re

(︂
𝑖

𝜃1∫︁
𝜃1−𝛼

∞∑︁
𝑚=0

[︀
𝐴𝑚ℎ𝑚(𝑘𝑟1)𝑃𝑚(cos 𝜃)

]︀ ∞∑︁
𝑚=0

[︀
𝐴*

𝑚(ℎ
′
𝑚(𝑘𝑟1))

*𝑃𝑚(cos 𝜃)
]︀
sin 𝜃𝑑𝜃

)︂
(11)

в случае наличия или отсутствия ошибок в значениях коэффициентов 𝐴𝑚. Здесь 𝜃1 изменяется
от 𝛼 до 𝜋 с шагом 𝛼 радиан.

Используя формулу (11), изобразим в полярной системе координат угловое распределение
потока энергии рассеянной волны. Построение графика происходило дискретно, т. е. по точ-
кам, причем точке с полярной координатой 𝜃1 соответствует поток энергии рассеянной волны в
угловом секторе [𝜃1−𝛼; 𝜃1]. Для наглядности полученные точки были соединены непрерывной
линией.

Рассмотрим плоскость 𝜙 = 0, 𝜙 = 𝜋. Поскольку рассматриваемая задача является осесим-
метричной, то возбуждаемые волновые поля не будут зависеть от координаты 𝜙. Следователь-
но, для получения полной круговой диаграммы значения, вычисленные в плоскости 𝜙 = 0,
необходимо зеркально отразить в плоскость 𝜙 = 𝜋.

Расчеты углового распределения потока энергии проведены для шара радиусом 𝑎 = 1
м. Полагалось, что тело находится в воде, 𝑘 = 3 м−1, 𝑟1 = 2 м, 𝑚 = 0, . . . , 10. Числовой
коэффициент 𝜀, характеризующий величину ошибок, брался равным 0.1.

Распределение потоков энергии по угловым секторам градусной мерой 𝛼 = 𝜋/36 пред-
ставлено на рис. 2, где стрелкой показано направление распространения падающей плоской
звуковой волны единичной амплитуды. Штрихпунктирной линией изображена зависимость
⟨𝑊𝑠⟩ от 𝜃1. Сплошная линия характеризует угловое распределение величины

⟨︀
⟨𝑊𝑠⟩

⟩︀
𝑀
, т. е.

среднего значения потока энергии рассеянной волны за 𝑀 = 100 наблюдений, причем во
всех из них в коэффициенты 𝐴𝑚, выбранные случайным образом, были искусственно внесены
ошибки вида (10). Для большей наглядности результаты расчета энергетических показателей
в каждом угловом секторе поделены на вычисленное по формуле (11) при 𝜃1 = 𝛼 = 𝜋 суммар-
ное “безошибочное” значение ⟨𝑊𝑠⟩ через расположенную в плоскости 𝜙 = 0 часть сферической
поверхности, окружающей тело, и умножены на 100%.

Обобщив графические данные, приведенные на рис. 2, можем сделать вывод: введение
ошибок в значения коэффициентов 𝐴𝑚 приводит к видоизменению углового распределения
потока энергии рассеянной волны. При этом наибольшее абсолютное расхождение наблюда-
ется в боковых лепестках полученной диаграммы, а его максимальное значение составляет
примерно 0.29%, которое достигается при 𝜃1 = 5𝜋/36. Следует отметить, что при внесении
ошибок изменение потоков энергии вдоль направления распространения волны (для углов,
близких к 0 и 𝜋) и для области углов от 4𝜋/9 до 𝜋/2 на графике практически не прослежива-
ется вследствие малости величин данного энергетического показателя в указанных угловых
секторах.
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Рис. 2: Угловое распределение потока энергии рассеянной волны в случае наличия
(сплошная линия) и отсутствия (штрихпунктирная линия) ошибок в значениях

коэффициентов 𝐴𝑚

5. Заключение

В настоящей работе продемонстрировано, что корректность решений дифракционных за-
дач может быть оценена с помощью интегрального энергетического критерия. В качестве
энергетического показателя, баланс которого необходимо исследовать согласно данному кри-
терию, предложено использовать усредненный по времени поток акустической энергии.

Применение энергетического критерия рассмотрено на примере оценки правильности ре-
шения модельной задачи о дифракции плоской звуковой волны на абсолютно жесткой непо-
движной сфере. Исследование энергетического баланса проведено для различных значений 𝑘,
𝑎 и 𝑟1. Анализ полученных результатов, приведенных в табл. 1, позволил установить, что вы-
полнение энергетического критерия с высокой степенью точности является одним из важней-
ших условий, которому должно удовлетворять корректное решение дифракционной задачи.

В свою очередь, нарушение энергетического баланса отчетливо указывает на ошибочность
проведенных расчетов. Об этом свидетельствует увеличивающаяся с ростом 𝜀 высота резо-
нансных пиков на графике зависимости 𝑃 (𝜀), представленном на рис. 1. Наблюдаемый эффект
означает, что прослеживается тенденция, согласно которой расхождение между значениями
энергетических показателей становится тем сильнее, чем больше величина имеющейся ошиб-
ки. При этом для 𝜀 ∈ [0.001; 0.1] максимальная относительная разница составляет около 1.5%.
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Показано, что ошибочный расчет коэффициентов приводит к видоизменению углового рас-
пределения среднего за период потока энергии в рассеянной волне. Выявлено, что наибольшее
по абсолютной величине расхождение наблюдается в боковых лепестках полученной диаграм-
мы, которая изображена на рис. 2, а изменение значений данного энергетического показателя
вдоль направления падения звука и для углов, незначительно меньших 𝜋/2, на графике ви-
зуально незаметно.

В заключение необходимо отметить, что интегральный энергетический критерий (4), при-
веденный в данной работе, является универсальным и может использоваться для проверки
правильности решений в случае различных постановок пространственных дифракционных
задач.
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