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Аннотация

В работе доказана разрешимость многомерной аддитивной системы сравнений по про-
стому модулю для многочленов от нескольких переменных. А.А.Карацуба полностью ис-
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1. Введение

В настоящей работе изучается вопрос о разрешимости системы сравнений (1), который
возникает при особого ряда в следующей многомерной аддитивной проблеме, обобщающей
проблему Гильберта – Камке [1]–[19].

Пусть 𝑛, 𝑟, 𝑘 — натуральные числа, 𝑝 — простое число, N — набор натуральных чисел
𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟), 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · · + 𝑡𝑟 ≥ 1, 𝑚 = (𝑛 + 1)𝑟. 𝑇 — число решений
системы сравнений вида

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑥𝑡11,𝑗 . . . 𝑥
𝑡𝑟
𝑟,𝑗 ≡ 𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) (mod 𝑝), (1)

0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1,

где неизвестные 𝑥1,𝑗 , . . . , 𝑥𝑟,𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) могут принимать значения из полной системы
вычетов по модулю 𝑝.

Здесь мы продолжаем исследование А.А.Карацубы о разрешимости системы сравнений (1)
для 𝑟 = 1 при правильном порядке числа слагаемых 𝑘.

Теорема А.А.Карацубы. Пусть 𝑛 ≥ 3, 1 ≤ 𝑠1 < . . . < 𝑠𝑚 = 𝑛, 𝜆 ≥ 1, 𝑝 > 𝑛 — простое

число. Тогда система сравнений вида⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑠11 + · · ·+ 𝑥𝑠1𝑘 ≡ 𝑁1 (mod 𝑝𝜆),

. . . . . . . . .

𝑥𝑠𝑚1 + · · ·+ 𝑥𝑠𝑚𝑘 ≡ 𝑁𝑚 (mod 𝑝𝜆),

разрешима при 𝑘 ≥ 32𝑚𝑛 ln𝑛 и любых правых частях 𝑁1, . . . , 𝑁𝑚.

В настоящей работе мы доказываем следующее утверждение.
Теорема. Пусть 𝑝 ≥ 2𝑛𝑟, 𝑘 ≥ 32𝑟𝑛𝑚 ln(𝑟𝑛). Тогда система сравнений (1) разрешима при

любых наборах 𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟), 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + . . .+ 𝑡𝑟 ≥ 1, вычетов по модулю 𝑝.

Утверждение теоремы следует из лемм 1–3.
Доказательство утверждений

Лемма 1. Пусть 𝑝 ≥ (3𝑛𝑟)2. Тогда при 𝑘 ≥ 4𝑚 ln(𝑛𝑟) справедливо асимптотическое равен-
ство

𝑇 = 𝑝𝑟𝑘−𝑚+1 + 𝜃(𝑛𝑟𝑝𝑟−0,5)𝑘 ≥ 1, |𝜃| ≤ 1.

Доказатедьство. Для набора 𝐴 системы вычетов 𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟), 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛,
𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1, по модулю 𝑝 положим

𝑆(𝐴) =

𝑝∑︁
𝑥1=1

· · ·
𝑝∑︁

𝑥𝑟=1

exp

(︂
2𝜋𝑖

𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟)

𝑝

)︂
,

где

𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =
𝑛∑︁
𝑡1

· · ·
𝑛∑︁
𝑡𝑟

𝑡1+···+𝑡𝑟≥1

𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 .

Тогда находим

𝑇 = 𝑝−𝑚+1
∑︁
𝐴

𝑆𝑘(𝐴) exp

(︂
−2𝜋𝑖

(𝐴,N)

𝑝

)︂
,
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где суммирование по каждой переменной 𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) набора 𝐴 ведется по полной системе
вычетов по модулю 𝑝 и

(𝐴,N) =
𝑛∑︁

𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁
𝑡𝑟

𝑡1+···+𝑡𝑟≥1

𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟).

При 𝐴 = 0̄ имеем 𝑆(𝐴) = 𝑝𝑟, а при 𝐴 ̸= 0̄ из оценки А.Вейля получим |𝑆(𝐴)| ≤ 𝑛𝑟𝑝𝑟−0,5.
Следовательно, имеем искомое асимптотическое равенство. Поскольку

𝑇 = 𝑝𝑟𝑘−𝑚+1(1 + 𝜃(𝑛𝑟)𝑘𝑝−𝑚+1−0,5𝑘),

при 𝑘 ≥ 4𝑚 ln𝑛 и 𝑝 ≥ (3𝑛𝑟)2 находим 𝑇 ≥ 1.
Лемма 2. Пусть 2𝑛𝑟 ln(𝑛𝑟) < 𝑝 ≤ (3𝑛𝑟)2. Тогда при 𝑘 ≥ 32𝑟𝑛𝑚 ln(𝑟𝑛) имеем 𝑇 ≥ 1.
Доказательство. Из разрешимости следующей системы сравнений

𝑘∑︁
𝑗=1

(𝑦𝑗 + 𝑧𝑗)𝑥
𝑡1
1,𝑗 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟,𝑗 ≡ 𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) (mod 𝑝), (2)

0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1,

где неизвестные 𝑥1,𝑗 , . . . , 𝑥𝑟,𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) могут принимать значения из полной системы
вычетов по модулю 𝑝, а неизвестные 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗 — значения от 1 до 𝑌 = 2𝑟𝑛 следует разрешимость
системы сравнений (1).

Число решений 𝑇0 системы сравнений (2) представим в виде

𝑇0 = 𝑝−𝑚+1
∑︁
𝐴

𝑊 𝑘(𝐴) exp

(︂
−2𝜋𝑖

(𝐴,N)

𝑝

)︂
,

где суммирование по каждой переменной 𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) набора 𝐴 ведется по полной системе
вычетов по модулю 𝑝 и

(𝐴,N) =

𝑛∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁
𝑡𝑟

𝑡1+···+𝑡𝑟≥1

𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑁(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟).

𝑊 (𝐴) =
𝑌∑︁

𝑦=1

𝑌∑︁
𝑧=1

𝑝∑︁
𝑥1=1

· · ·
𝑝∑︁

𝑥𝑟=1

exp

(︂
2𝜋𝑖

(𝑦 + 𝑧)𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟)

𝑝

)︂
,

где

𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =
𝑛∑︁
𝑡1

· · ·
𝑛∑︁
𝑡𝑟

𝑡1+···+𝑡𝑟≥1

𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 .

Имеем 𝑇 ≥ 𝑇0. Покажем, что 𝑇0 ≥ 1. При 𝐴 ̸≡ 0̄ (mod 𝑝) оценим модуль суммы 𝑊 (𝐴).
Находим

|𝑊 (𝐴)| ≤
𝑝∑︁

𝑥1=1

· · ·
𝑝∑︁

𝑥𝑟=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑌∑︁
𝑧=1

exp

(︂
2𝜋𝑖

(𝑦 + 𝑧)𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟)

𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ≤
≤

𝑝∑︁
𝜆=1

𝐽(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

exp(2𝜋𝑖
𝜆𝑦

𝑝
)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

≤ 𝑟𝑛𝑝𝑟𝑌,
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где 𝐽(𝜆) — число решений сравнения 𝐹𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) ≡ 𝜆 (mod 𝑝), когда неизвестные пробегают
полные системы вычетов по модулю 𝑝. Имеем 𝐽(𝜆) ≤ 𝑛𝑟𝑝𝑟−1.

Отсюда получим
𝑇0 = (𝑌 2𝑝𝑟)𝑘𝑝−𝑚+1 + 𝜃1(𝑟𝑛𝑝

𝑟𝑌 )𝑘, |𝜃1| ≤ 1.

Следовательно, при (𝑟𝑛𝑌 −1)𝑘𝑝𝑚−1 ≤ 0, 5 и 𝑘 > 4𝑚 ln(𝑛𝑟) справедливо неравенство 𝑇0 ≥ 1.
Лемма доказана.

Далее рассмотрим матрицу

𝑀 = (𝑥𝑡11,𝑗 . . . 𝑥
𝑡𝑟
𝑟,𝑗), 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘,

(матрица 𝑀 имеет 𝑚− 1 строку и 𝑘 столбцов).
Лемма 3. Пусть 𝑛𝑟 < 𝑝 ≤ 2𝑛𝑟 ln(𝑛𝑟). Тогда при 𝑘 ≥ 2(𝑚− 1)𝑛𝑟 ln(𝑛𝑟) имеем 𝑇 ≥ 1.
Доказательство. Рассмотрим матрицу

𝑀1 = (𝑥𝑡11,𝑗 . . . 𝑥
𝑡𝑟
𝑟,𝑗), 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

(матрица 𝑀 имеет 𝑚− 1 строку и 𝑘 ≥ 𝑚− 1 столбцов).
Докажем, что всегда матрицу 𝑀1 можно выбрать так, что ее ранг по модулю 𝑝 будет

максимален, т.е. равен 𝑚− 1.
Оценим сверху 𝑇0 — количество наборов x̄1 = (𝑥1,1, . . . , 𝑥𝑟,1), . . . , x̄k = (𝑥1,𝑘, . . . , 𝑥𝑟,𝑘), для

которых строки матрицы 𝑀 линейно зависимы по модулю 𝑝. Найдется набор коэффициентов
𝑐(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) ̸≡ 0̄ (mod 𝑝) такой, что

𝐹 (𝑥1,𝑗 , . . . , 𝑥𝑟,𝑗) =
𝑛∑︁

𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁

𝑡𝑟=0
𝑡1+···+𝑡𝑟≥1

𝑐(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1,𝑗 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟,𝑗 ≡ 0 (mod 𝑝), (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘).

Сравнение 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) ≡ (mod 𝑝) имеет не более 𝑛𝑟𝑝𝑟−1 решений. Отсюда находим
𝑇0 ≤ 𝑝𝑚−1(𝑛𝑟𝑝𝑟−1)𝑘. Поскольку 2𝑛𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛𝑟 ln(𝑛𝑟) и 𝑘 ≥ (𝑚 − 1)(ln(𝑛𝑟) + ln ln(𝑛𝑟)) + 1,
имеем цепочку неравенств

𝑝𝑚−1(𝑛𝑟𝑝𝑟−1)𝑘 ≤ 0, 5𝑝𝑟𝑘, ((𝑛𝑟)−1𝑝)𝑘 ≥ 2𝑝𝑚−1, 2𝑘−1 ≥ 𝑝𝑚−1.

Отсюда имеем, что существует хотя бы один набор, для которого строки матрицы 𝑀 линейно
независимы.

Следовательно, найдется подматрица 𝑀1 размера (𝑚−1)× (𝑚−1) матрицы 𝑀, определи-
тель которой несравним с нулем по модулю 𝑝. Пусть это будут первые 𝑚− 1 столбцов. Тогда
разрешима следующая система линейных сравнений

𝑚−1∑︁
𝑠=1

𝑦𝑠𝑥
𝑡1
1,𝑠 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟,𝑠 ≡ 𝑁(𝑡1, . . . 𝑡𝑟) (mod 𝑝), (3)

0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1,

где неизвестные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚−1 могут принимать значения из поленой системы вычетов по мо-
дулю 𝑝.

Далее, представляя каждое 𝑦𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 1, в виде суммы единиц, получим оценку для
числа переменных системы (1):

𝑘 ≤ (𝑚− 1)𝑝 ≤ 2(𝑚− 1)𝑛𝑟 ln(𝑛𝑟).

Лемма 3 доказана.
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