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Аннотация

Кроме стандартного канонического представления полиадического числа

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛

можно рассматривать ряды другого вида, с помощью которых можно представить любое
полиадическое число. Пусть 𝑝𝑛 обозначает 𝑛−е простое число. Положим

𝑞0 = 1, 𝑞1 = 2, 𝑞2 = 2 · 32, ..., 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛−1 · 𝑝1...𝑝𝑛−1𝑝
𝑛
𝑛,

𝑄(𝑛) = 𝑞0𝑞1...𝑞𝑛 = (𝑝1...𝑝𝑛)
𝑛.

Тогда любое полиадическое число 𝛼 можно представить в виде

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑄(𝑛), 𝑏𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1.

Это представление позволяет достаточно просто получать примеры глобально алгебраи-
чески независимых полиадических чисел.
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Abstract

Besides the standard canonical representation of a polyadic number

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛

one can consider series of some other type, representing polyadic numbers. Let 𝑝𝑛 be the 𝑛−th
prime number. Let

𝑞0 = 1, 𝑞1 = 2, 𝑞2 = 2 · 32, ..., 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛−1 · 𝑝1...𝑝𝑛−1𝑝
𝑛
𝑛,

𝑄(𝑛) = 𝑞0𝑞1...𝑞𝑛 = (𝑝1...𝑝𝑛)
𝑛.

Then any polyadic number 𝛼 can be represented as

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑄(𝑛), 𝑏𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1.

This representation allows to obtain examples of globally algebraically independent polyadic
numbers simply enough.
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1. Введение

Работа относится к теории трансцендентных чисел в неархимедовски нормированных об-
ластях. Полной системой окрестностей 0 в кольце целых чисел является множество идеалов
(𝑚) этого кольца. В этой топологии операции сложения и умножения чисел непрерывны [1],[2].
Последовательность целых чисел 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 называется нулевой последовательностью, если её
предел в смысле заданной топологии равен нулю. Естественным образом вводятся понятия
фундаментальной последовательности и понятие эквивалентности фундаментальных последо-
вательностей. Полиадическим числом называется класс эквивалентных между собой фунда-
ментальных последовательностей [1]. Полиадические числа образуют кольцо с естественными
операциями сложения и умножения.
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Напомним, что каноническое разложение полиадического числа 𝛼 имеет вид

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝.
Разумеется, любой ряд, члены которого - целые числа, сходящийся во всех полях 𝑝− адиче-

ских чисел, представляет собой целое полиадическое число.
Напомним, что кольцом целых полиадических чисел называется прямое произведение ко-

лец целых 𝑝− адических чисел по всем простым числам 𝑝. Элементы 𝛼 этого кольца, таким
образом, можно рассматривать как бесконечномерные векторы, координаты которых в со-
ответствующем кольце целых 𝑝− адических чисел обозначаем 𝛼(𝑝). Операции сложения и
умножения этих векторов, представляющих полиадические числа 𝛼 и 𝛽 , выполняются поко-
ординатно, т.е. (𝛼+ 𝛽)(𝑝) = 𝛼(𝑝) + 𝛽(𝑝), (𝛼 · 𝛽)(𝑝) = 𝛼(𝑝) · 𝛽(𝑝).

Это позволяет говорить об алгебраической зависимости полиадических чисел. Полиади-
ческие числа 𝛼1, ..., 𝛼𝑚 алгебраически зависимы, если существует 𝑃 (𝑥1, ..., 𝑥𝑚)− ненулевой

многочлен с целыми коэффициентами такой, что 𝑃 (𝛼(𝑝)
1 , ..., 𝛼

(𝑝)
𝑚 ) = 0 в любом поле Q𝑝.

Полиадические числа 𝛼1, ..., 𝛼𝑚 глобально алгебраически независимы, если для любого
ненулевого многочлена 𝑃 (𝑥1, ..., 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами в любом поле Q𝑝 выполня-
ется неравенство

𝑃 (𝛼
(𝑝)
1 , ..., 𝛼(𝑝)

𝑚 ) ̸= 0.

2. Основные результаты

В работе [3]установлено достаточное условие глобальной алгебраической независимости
полиадических чисел 𝛼1, ..., 𝛼𝑚. Для действительных чисел такое условие установлено в работе
Адамса [4]
Теорема( Теорема 2, [3])Пусть 𝑝− простое число. Пусть

𝛼𝑖 ∈ Z𝑝, 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Пусть 𝑃 (𝑥1, ..., 𝑥𝑚−) ненулевой многочлен с целыми коэффициентами, степени которого по
переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚 равны 𝑑𝑖. Тогда если

𝑃 (𝛼1, ..., 𝛼𝑚) = 0,

то либо для некоторой постоянной 𝐶1 выполняется неравенство

max
𝑖=1,...,𝑚

|𝛼𝑖 −𝐴𝑖|𝑝 > 𝐶2 |𝐴1|−𝑑1 ... |𝐴𝑚|−𝑑𝑚 ,

либо выполняется равенство

𝑃 (𝐴1, ..., 𝐴𝑚) = 0.

Следствие (Следствие [3])Если для любого ненулевого многочлена 𝑃 (𝑥1, ..., 𝑥𝑚−) с це-
лыми коэффициентами, степени которого по переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚 равны 𝑑𝑖и любой
постоянной 𝐶2 существуют 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1, ...,𝑚 такие, что

|𝛼𝑖 −𝐴𝑖|𝑝 < 𝐶2 |𝐴1|−𝑑1 ... |𝐴𝑚|−𝑑𝑚 , 𝑖 = 1, ...,𝑚

и

𝑃 (𝐴1, ..., 𝐴𝑚) ̸= 0,
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то 𝛼1, ..., 𝛼𝑚− алгебраически независимые элементы Z𝑝.
Теорема (Теорема 3,[3]). Пусть

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑖,𝑛 ∈ N, 𝐴𝑖,𝑁 =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑎𝑖,𝑛, 𝑟𝑖 =
∞∑︁

𝑛=𝑁+1

𝑎𝑖,𝑛.

Пусть для простого числа 𝑝 при 𝑁 ≥ 𝑁𝑝, где 𝑁𝑝− натуральное число, зависящее от 𝑝,
выполнены неравенства

|𝑟𝑖,𝑁 |𝑝 < ( max
𝑖=1,...,𝑚

𝐴𝑖,𝑁 )−𝛾𝑝(𝑁), 𝑖 = 1, ...,𝑚, (1)

где 𝛾𝑝(𝑁) → +∞ при 𝑁 → +∞. Кроме того, пусть

lim
𝑁→+∞

ln |𝑟𝑖,𝑁 |𝑝
ln |𝑟𝑖+1,𝑁 |𝑝

= 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚− 1. (2)

Тогда ряды 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚 сходятся к алгебраически независимым элементам Z𝑝.
Следствие (Следствие [3]). Если условия теоремы 3 выполнены для любого простого чис-
ла 𝑝 то ряды 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚 глобально алгебраически независимые полиадические числа.

В работах [3], [4] приведены примеры применения теоремы 3 к явно заданной совокупности
полиадических чисел вида

𝛼𝑖 =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑛𝑖,𝑘)!,

где 𝑛𝑖,𝑘, 𝑖 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 0, 1, ...− натуральные числа, удовлетворяющие совокупности весьма
громоздких условий.

Цель этой работы - предложить другой вариант представления полиадических чисел, с
помощью которого удастся получить примеры глобально алгебраически независимых полиа-
дических чисел.
Лемма. Пусть

𝑞0 = 1, 𝑞1 < 𝑞2 < ... < 𝑞𝑛 < ...−

натуральные числа такие, что для любого простого числа 𝑝 число 𝑄(𝑛) , определённое
равенством

𝑄(𝑛) = 𝑞0𝑞1...𝑞𝑛

удовлетворяет условию
lim
𝑛→∞

|𝑄(𝑛)|𝑝 = 0.

Тогда любое полиадическое число 𝛼 можно представить в виде

𝛼 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑄(𝑛), 𝑏𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1.

Доказательство леммы.
Из условия сразу следует сходимость рассматриваемого ряда

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑄(𝑛), 𝑏𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1.

в любом кольце Z𝑝, поэтому он представляет собой полиадическое число. Обратно, пусть
𝛼−заданное полиадическое число. Рассмотрим остатки от деления 𝛼 на числа 𝑄(𝑛+1) и 𝑄(𝑛).
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Разность этих остатков - целое число, которое меньше, чем 𝑄(𝑛+1) и делится без остатка на
число 𝑄(𝑛). Поэтому оно равно 𝑏𝑛𝑄(𝑛), где 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1. Полученный ряд

∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛𝑛𝑄(𝑛)

сходится к 𝛼(𝑝) в любом кольце Z𝑝.

Пусть 𝑝𝑛 обозначает 𝑛−е простое число. Положим

𝑞0 = 1, 𝑞1 = 2, 𝑞2 = 2 · 32, ..., 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛−1 · 𝑝1...𝑝𝑛−1𝑝
𝑛
𝑛,

𝑄(𝑛) = 𝑞0𝑞1...𝑞𝑛 = (𝑝1...𝑝𝑛)
𝑛. (3)

Тогда, ввиду леммы, любое полиадическое число 𝛼 можно представить в виде

𝛼 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑄(𝑛), 𝑏𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑞𝑛+1 − 1.

Лемма доказана.
Перейдём к вопросу глобальной алгебраической независимости. Рассмотрим полиадиче-

ские числа

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑄(𝑛))𝜏𝑖(𝑛), 𝜏𝑖(𝑛) ∈ N (4)

и пусть 𝜏𝑖(𝑛) → ∞ , при 𝑛→ ∞ и для любого 𝑛 выполнены неравенства

𝜏1(𝑛) < 𝜏2(𝑛) < ... < 𝜏𝑚(𝑛) < 𝜏1(𝑛+ 1).

Обозначим

𝐴𝑖,𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑄(𝑛))𝜏𝑖(𝑛), (5)

𝑟𝑖,𝑁 =

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

(𝑄(𝑛))𝜏𝑖(𝑛). (6)

Теорема 4.Пусть

lim
𝑛→∞

𝜏𝑖(𝑛)

𝜏𝑖+1(𝑛)
= 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚− 1, (7)

lim
𝑛→∞

𝜏1(𝑛+ 1)

𝜏𝑚(𝑛)𝑛 ln𝑛
= +∞. (8)

Тогда для любого простого числа 𝑝 ряды (4)сходятся к алгебраически независимым элемен-
там Z𝑝. Иными словами, полиадические числа (4) глобально алгебраически независимы.

Доказательство. Условие (2) теоремы 3 [3], то есть

lim
𝑁→+∞

ln |𝑟𝑖,𝑁 |𝑝
ln |𝑟𝑖+1,𝑁 |𝑝

= 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚− 1

сразу следует из условия (7)

lim
𝑛→∞

𝜏𝑖(𝑛)

𝜏𝑖+1(𝑛)
= 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚− 1

так как, ввиду определения (3) величины 𝑄(𝑛), если 𝑝 ∈ {𝑝1, ..., 𝑝𝑛}, то

|𝑟𝑖,𝑁 |𝑝 = 𝑝−(𝑁+1)𝜏𝑖(𝑁+1).
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Рассмотрим условие (1)теоремы 3 [3], т.е.

|𝑟𝑖,𝑁 |𝑝 < ( max
𝑖=1,...,𝑚

𝐴𝑖,𝑁 )−𝛾𝑝(𝑁), 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Заметим, что ввиду (6) выполнены неравенства

|𝑟𝑖,𝑁 |𝑝 = 𝑝−(𝑁+1)𝜏𝑖(𝑁+1) < 2−(𝑁+1)𝜏1(𝑁+1), 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Для чисел 𝐴𝑖,𝑁 (5) очевидны оценки

|𝐴𝑖,𝑁 | < 2(𝑄(𝑁))𝜏𝑖(𝑁), 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Поэтому
max

𝑖=1,...,𝑚
|𝐴𝑖,𝑁 | < 2(𝑄(𝑁))𝜏𝑚(𝑁).

Оценим величину 𝑄(𝑁).

𝑄(𝑁) = (𝑝1...𝑝𝑁 )𝑁 = exp(𝑁
𝑁∑︁

𝑛=1

ln 𝑝𝑛).

Используем известное равенство∑︁
𝑝≤𝑥

ln 𝑝 = 𝑥+𝑂(𝑥 exp(−𝐶1)
√
ln𝑥)

и следующее из него неравенство ∑︁
𝑝≤𝑥

ln 𝑝 ≤ 2𝑥,

справедливое для достаточно больших 𝑥. Кроме того, используем известную оценку

𝑝𝑁 ≤ 𝐶2𝑁 ln𝑁.

Это даёт неравенства
𝑁∑︁

𝑛=1

ln 𝑝𝑛 =
∑︁
𝑝≤𝑝𝑁

ln 𝑝 ≤ 2𝑝𝑁 ≤ 𝐶3𝑁 ln𝑁.

Поэтому
𝑄(𝑁) ≤ exp(𝐶3𝑁

2 ln𝑁)

и
max

𝑖=1,...,𝑚
|𝐴𝑖,𝑁 | < 2(𝑄(𝑁))𝜏𝑚(𝑁) < exp(𝐶3𝑁

2 ln𝑁𝜏𝑚(𝑁)).

Таким образом, для проверки справедливости неравенства (1) достаточно доказать, что

2−(𝑁+1)𝜏1(𝑁+1) < exp(−𝛾𝑝(𝑁)𝐶3𝑁
2 ln𝑁𝜏𝑚(𝑁)),

а это неравенство следует из неравенства

(𝑁 + 1)𝜏1(𝑁 + 1) > 𝛾𝑝(𝑁)𝐶4𝑁
2 ln𝑁𝜏𝑚(𝑁),

при условии, что 𝛾𝑝(𝑁) → ∞, 𝑁 → ∞. Последнее неравенство следует из условия (8), если
положить

𝜏1(𝑁 + 1)

𝜏𝑚(𝑁)𝑁 ln𝑁
= (𝛾𝑝(𝑁))2.
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При этом 𝛾𝑝(𝑁) → ∞, 𝑁 → ∞, условия теоремы 3,[3] проверены и теорема доказана.
Приведём пример соответствующего теореме выбора функций 𝜏𝑖(𝑛), 𝑖 = 1, ...,𝑚. Положим

𝜏𝑖(𝑛) = [exp((1 +
𝑖− 1

𝑚
) exp𝑛)], 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Тогда, если 𝑖 < 𝑗, то при 𝑛→ ∞

𝜏𝑖(𝑛)

𝜏𝑗(𝑛)
=

[exp((1 + 𝑖−1
𝑚 ) exp𝑛)]

[exp((1 + 𝑗−1
𝑚 ) exp𝑛)]

→ 0.

Кроме того,при 𝑁 → ∞

𝜏1(𝑁 + 1)

𝜏𝑚(𝑁)𝑁 ln𝑁
=

[exp(exp(𝑁 + 1))]

[exp((1 + 𝑚−1
𝑚 ) exp𝑁)]𝑁 ln𝑁

≥ exp(exp(𝑁 + 1))

exp((1 + 𝑚−1
𝑚 ) exp(𝑁))2𝑁 ln𝑁

=
exp((𝑒− 1− 𝑚−1

𝑚 ) exp𝑁)

2𝑁 ln𝑁
→ ∞.

Все условия теоремы проверены,

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑄(𝑛))[exp((1+
𝑖−1
𝑚

) exp𝑛)], 𝑖 = 1, ...,𝑚−

глобально алгебраически независимые полиадические числа.

3. Заключение

Алгебраическая независимость чисел Лиувилля является актуальной задачей. См., напри-
мер, [6]. Полученные в работе примеры глобально алгебраически независимых полиадических
чисел значительно проще, чем примеры из работ [3],[5]. Их можно использовать в качестве
коэффициентов обобщённых гипергеометрических рядов по аналогии с работами [7],[8]. Мож-
но рассматривать значения 𝐹−рядов в этих точках, как в работах [9],[10]. Можно получать
оценки многочленов от таких чисел, как в [11].Возможно использование рядов в задачах, ори-
ентированных на практические приложения [12].
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