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Аннотация

В работе с помощью дискретного эргодического метода Ю. В. Линника (см. [1]) иссле-
дуется вопрос об асимптотике целых точек на двуполостном гиперболоиде, соответствую-
щих матрицам второго порядка с заданным чётным следом 2𝑡 и с растущим определителем
𝑚 → ∞ (частный случай нулевого следа относится к ранее проведённым исследованиям
(см. [1]–[4]).
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Abstract

In this paper, using Yu. V. Linnik’s discrete ergodic method, we investigate the asymptotic
behavior of integer points on a two-sheeted hyperboloid corresponding to second-order matrices
with a given even trace 2𝑡 and a growing determinant 𝑚 → ∞. The special case of a matrix
with a zero trace relates to previously conducted studies (see [1]–[4]).
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1. Введение

В 1940 г. Ю.В. Линником (см. [5]) был разработан оригинальный аналитико-алгебраиче-
ский метод, названный в дальнейшем дискретным эргодическим методом (далее ДЭМ), ис-
пользующим дискретные аналоги эргодических теорем из статический физики и предназна-
ченный для решения вопросов о целочисленном представлении чисел тернарными квадратич-
ными формами. Существовавший до этого круговой метод Харди-Литтлвуда (см. [6]) оказался
неприменимым к рассматриваемому случаю тернарных квадратичных форм. При построении
своего метода Ю.В. Линник исходил из исследований Б.А. Венкова [7] по теории поворотов
кватернионов, имеющей связь с теорией представлений чисел положительными тернарными
квадратичными формами.

Подводя некоторый итог исследований по ДЭМ, Ю.В. Линник изложил этот метод в своей
монографии [1].

В рассматриваемом нами случае применения ДЭМ диофантово уравнение задаёт двупо-
лостный гиперболоид

𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 = 𝑚− 𝑡2,
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целые точки которого сопоставлены целым матрицам второго порядка с заданным чётным
следом 2𝑡, где 𝑚 → ∞ (случай нулевого следа 𝑡 = 0 относится к ранее проведённым исследо-
ваниям (см. [1]–[3]).

Предварительное сообщение, относящееся к асимптотике целых матриц второго порядка с
чётным следом, было дано в [8]. В настоящей работе предлагается дальнейшее развитие, нача-
того в [8] исследования, связанного с условием чётности следа используемых матриц второго
порядка при применении к асимптотическому распределению целых точек на соответствую-
щем двуполостном гиперболоиде.

2. Вспомогательные факты из арифметики матриц второго по-

рядка

Следующий вспомогательный результат представляет собой матричный аналог основной
теоремы арифметики о единственности разложения на простые множители.

Лемма 1. 1) Пусть 𝐴—невырожденная целая матрица второго порядка; его норма
(определитель) 𝑁 (𝐴) = 𝑏 · 𝑐, где 𝑏, 𝑐 ∈ Z. Тогда найдутся матрицы 𝐵,𝐶 ∈ 𝑀2 (Z), что
𝐴 = 𝐵 · 𝐶, 𝑁 (𝐵) = 𝑏, 𝑁(𝐶) = 𝑐.
2) Если при этом матрица 𝐴 примитивна (mod 𝑐), то указанное представление единствен-
но с точностью до ассоциированности, т. е. если

𝐴 = 𝐵 · 𝐶 = 𝐵1 · 𝐶1, 𝑁 (𝐶1) = 𝑁 (𝐶) = 𝑐,

то найдётся целая матрица 𝐸, 𝑁 (𝐸) = 1, для которой

𝐶1 = 𝐸𝐶, 𝐵1 = 𝐵𝐸−1 = 𝐵𝐸,

где 𝐸 —матрица сопряжения 𝐸.
Доказательство см. [9].
Заметим, что лемма 1 допускает и другой вариант формулировки, показывающий, что при-

митивная невырожденная матрица 𝐴 разлагается в произведение простых матриц 𝑃1, . . . , 𝑃𝑙,
т. е. матриц простых норм 𝑁 (𝑃𝑖) = 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑙) однозначно с точностью до ассоцииро-
ванности при заданном порядке разложения нормы

𝑁 (𝐴) = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑙,

𝐴 = 𝑃1 · . . . · 𝑃𝑙, 𝑁 (𝑃𝑖) = 𝑝𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙.

Именно такая формулировка через каноническое разложение 𝑁 (𝐴) используется при по-
строении теории поворотов вектор-матриц второго порядка.

Другой вспомогательный результат относится к теории поворотов целых вектор-матриц
второго порядка.

Лемма 2. Пусть 𝐿 (𝑡) и 𝐿′(𝑡)—примитивные вектор-матрицы, такие что

𝐿 (𝑡) =

(︂
𝑥2 − 𝑡 𝑥1
−𝑥3 𝑡− 𝑥2

)︂
, 𝐿′ (𝑡) =

(︂
𝑥′2 − 𝑡 𝑥′1
−𝑥′3 𝑡− 𝑥′2

)︂
—

примитивные вектор-матрицы нормы 𝑚− 𝑡2 ̸= 0 и пусть 𝑊 —примитивная матрица, для
которой

𝑊𝐿 (𝑡)𝑊−1 = 𝐿′ (𝑡) .

Тогда найдётся целое число 𝑣 и целая матрица 𝑈 , для которых

𝑣 + 𝐿 (𝑡) = 𝑈𝑊.
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Доказательство. Из преобразования подобия 𝑊𝐿 (𝑡)𝑊−1 = 𝐿′ (𝑡) следует, что 𝑊𝐿 (𝑡) =
= 𝐿′ (𝑡)𝑊 , откуда получаем сравнение

𝑊𝐿 (𝑡) = 𝐿′ (𝑡)𝑊 ≡ 𝑂(mod𝑟𝑊 )

(по определению сравнимости целых матриц второго порядка справа по модулю 𝑊 ).

Так как 𝑊𝐼 = 𝐼𝑊 ≡ 𝑂(mod𝑟𝑊 ), где 𝐼 =

(︂
1 0
0 1

)︂
, то доказательство следует из того, что

матрицы 𝐿 (𝑡) и 𝐿′ (𝑡) имеют нулевой след.
Лемма 2 доказана. 2

Лемма 1 и 2 вместе позволяют строить потоки вектор-матриц вида 𝐿 (𝑡) нормы 𝑚 − 𝑡2,
цепочки которых будут длины порядка ln (𝑚 − 𝑡2); здесь 𝑚 − 𝑡2 > 0. В случае кватернионов
теория поворотов была построена Б.А. Венковым (см. [7]). В дальнейшем теория поворотов
была перенесена на матрицы второго порядка (см. [9]).

3. Основные результаты о матрицах с чётным следом и точках

соответствующего гиперболоида

В связи с применениями ДЭМ к вопросу об асимптотическом распределении целых то-
чек на гиперболоидах Ю.В. Линником [1] и Б.Ф. Скубенко [10] (см. также [2]–[4], [9]) были
использованы матрицы второго порядка с нулевым следом.

Обобщая постановку такого вопроса, мы будем рассматривать целые матрицы второго по-
рядка 𝑀 ∈𝑀2 (Z) определителя 𝑚→ ∞ с любым заданным чётным следом 2𝑡. При этом как
в случае матриц с нулевым следом, мы предполагаем, что векторные части матрицы 𝑀 при-
надлежат к заданной области на соответствующем двуполостном гиперболоиде и сравнимы с
заданной вектор-матрице 𝐿0 по данному модулю 𝑔.

В силу теоремы Гамильтона-Кэли из теории матриц (см. [11]) матрица 𝑀 ∈ 𝑀2 (Q) над
полем Q рациональных чисел удовлетворяет квадратному матричному уравнению

𝑀2 − (𝑇𝑟𝑀)𝑀 +𝑁 (𝑀) = 0, (1)

где 𝑇𝑟(𝑀)— след матрицы 𝑀 ; 𝑁 (𝑀) = det𝑀 , 𝑂—нулевая матрица.
Как известно, любую матрицу 𝑀 ∈𝑀2(Q) над полем Q рациональных чисел можно един-

ственным образом представить в виде суммы скалярной части, равной 1
2𝑇𝑟(𝑀) и векторной

части 𝑉 𝑒(𝑀), т. е.

𝑀 =
1

2
𝑇𝑟 (𝑀) + 𝑉 𝑒 (𝑀) .

Если 𝑇𝑟 (𝑀) = 2𝑡 (𝑡—целое число) и 𝑁 (𝑀) = 𝑚, то уравнение (1) примет вид:

𝑀2 − 2𝑡𝑀 +𝑚 = 0,

откуда имеем, что
(𝑀 − 𝑡)2 = 𝑡2 −𝑚. (2)

Соотношение (2) можно вывести и следующим образом. Для этого воспользуемся понятием

сопряжённой матрицы, а именно для матрицы𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
сопряжённой называется матрица

𝑀 =

(︂
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

)︂
(см. [9]). Имеем

𝑀𝑀 =𝑀𝑀 = det𝑀 = 𝑁 (𝑀) и 𝑀 +𝑀 = 𝑇𝑟 (𝑀) .
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Возьмём теперь в равенстве (1) вместо 𝑀 матрицу 𝑀 − 𝑡.
Тогда

𝑁 (𝑀 − 𝑡) = (𝑀 − 𝑡) (𝑀 − 𝑡) = (𝑀 − 𝑡)
(︀
𝑀 − 𝑡

)︀
=

= 𝑁 (𝑀)− 𝑡 · 2𝑡+ 𝑡2 = 𝑁 (𝑀)− 𝑡2.

Следовательно, (𝑀 − 𝑡)2 = 𝑡2 −𝑚.
В силу той же Теоремы Гамильтона-Кэли из (2) следует, что 𝑀 − 𝑡 есть вектор-матрица,

т. е. 𝑇𝑟 (𝑀 − 𝑡) = 0, причём 𝑁 (𝑀 − 𝑡) = 𝑡2 −𝑚.
Но как известно, подобные матрицы имеют один и тот же след, что очень важно в теории

поворотов вектор-матриц.
При применении ДЭМ это свойство позволяет строить потоки целых вектор-матриц вто-

рого порядка с заданным чётным следом.
Обозначим 𝐿 (𝑡) =𝑀 − 𝑡. Ясно, что 𝑇𝑟 (𝐿 (𝑡)) = 0 и значит,

𝑀 − 𝑡 =

(︂
𝑥2 − 𝑡 −𝑥1
𝑥3 𝑡− 𝑥2

)︂
, (3)

причём такое представление единственно (см. [9]).
Тогда из (3) имеем:

𝑁 (𝑀 − 𝑡) = 𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 (4)

Теперь из (2) и (4) следует что

𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 = 𝑚− 𝑡2. (5)

При 𝑡 = 0 из (5) получается уравнение простейшего двуполостного гиперболоида
𝑥1𝑥3 − 𝑥22 = 𝑚, исследованное Ю.В. Линником [1].

Как и в случае матриц с нулевым следом (см. напр. [1]) мы сопоставляем вектор-матрице

𝐿(𝑡) =

(︂
𝑥2 − 𝑡 −𝑥1
𝑥3 𝑡− 𝑥2

)︂
положительную приведённую бинарную квадратичную форму

𝜙 (𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑥
2 + 2 (𝑥2 − 𝑡)𝑥𝑦 + 𝑥3𝑦

2

определителя 𝑚− 𝑡2 и с фундаментальной областью приведения

2 |𝑥2 − 𝑡| < 𝑥1 < 𝑥3,

либо
0 ⩽ 2 |𝑥2 − 𝑡| < 𝑥1 = 𝑥3

либо
0 < 2 |𝑥2 − 𝑡| = 𝑥1 ⩽ 𝑥3.

Опираясь теперь на теоремы 3.1 и 3.2 работы [3] получаем следующие новые результаты.
Теорема 1. Пусть 𝑚, 𝑡—целые числа, причём 𝑡 чётно с условием 𝑚− 𝑡2 > 0; 𝑄—целая

примитивная матрица нечётной нормы 𝑞 > 1, взаимно простой с 𝑚 − 𝑡2, 𝑢—целое число,
для которого

𝑢2 ≡ 𝑡2 −𝑚 (mod 𝑞).

Пусть 𝑔—нечётное число, взаимно простое с 𝑞 ·
(︀
𝑚− 𝑡2

)︀
; 𝐿0 —целая вектор-матрица с

условием
𝑁 (𝐿0) ≡ 𝑚− 𝑡2 (mod 𝑔).



Распределение целых точек на двуполостных гиперболоидах. . . 199

Пусть Λ𝑚−𝑡2 — ограниченная квадрируемая область на гиперболоиде

𝑓𝑡 = 𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 = 𝑚− 𝑡2,

которая из начала координат видна под 𝑓𝑡 — гиперболическим телесным углом 𝜆 > 0.
Обозначим через ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝐿0;𝑄, 𝑢) число всех целых собственно примитивных вектор-
матриц 𝐿 нормы 𝑚− 𝑡2, для которых

𝐿 ∈ Λ𝑚−𝑡2 , 𝐿 ≡ 𝐿0 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) , 𝑄∖ (𝑢+ 𝐿) .

Тогда при 𝑚→ ∞, фиксированной формы области Λ𝑚−𝑡2 и заданных 𝑞 и 𝑔

ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝐿0;𝑄, 𝑢) ∼
𝜆

𝜆0
· 1

𝜌 (𝑔,𝑚− 𝑡2)
· 1

𝜎0 (𝑞)
ℎ
(︀
𝑡2 −𝑚

)︀
,

где 𝜆0 есть 𝑓𝑡 — гиперболический телесный угол области приведения

2 |𝑥2 − 𝑡| ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑥3;

𝜌
(︀
𝑔,𝑚− 𝑡2

)︀
= 𝑔2

∏︁
𝑝|𝑔

⎛⎝1 +

(︁
𝑡2−𝑚

𝑝

)︁
𝑝

⎞⎠ —число

различных решений сравнения

𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 ≡ 𝑚− 𝑡2 (𝑚𝑜𝑑 𝑔) ;

𝜎0 (𝑞) = 𝑞
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1 +

1

𝑝

)︂
—число

неассоциированных справа примитивных матриц нормы 𝑞; ℎ(𝑡2−𝑚)—число классов целочис-
ленных собственно примитивных положительных бинарных квадратичных форм определи-

теля 𝑚− 𝑡2;
(︁
𝑡2−𝑚

𝑝

)︁
— символ Лежандра; ∼— символ асимптотической эквивалентности.

Из теоремы 1 в сочетании с леммой 1, представляющей собой матричный аналог основной
теоремы арифметики матриц второго порядка, получаем следующий результат.

Следствие. Пусть 𝑄 = 𝑄1 ·𝑄2, где 𝑄1 и 𝑄2 —целые матрицы. В обозначениях теоремы
1 пусть ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝐿0;𝑄1, 𝑄2, 𝑢)—число всех собственно примитивных вектор-матриц 𝐿
нормы 𝑚− 𝑡2 с условиями 𝐿 ∈ Λ𝑚−𝑡2, 𝐿 ≡ 𝐿0 (mod 𝑔), (𝑢+ 𝐿) /𝑄1, 𝑄2∖(𝑢+ 𝐿).
Тогда в условиях теоремы 1

ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝐿0, 𝑄1, 𝑄2, 𝑢) ∼
𝜆

𝜆0
· 1

𝜌 (𝑔,𝑚− 𝑡2)
· 1

𝜎0 (𝑞)
ℎ
(︀
𝑡2 −𝑚

)︀
,

где 𝑞 = 𝑁 (𝑄) = 𝑁 (𝑄1) ·𝑁 (𝑄2) .
Доказательство опирается на рассуждения [3].
Теорема 2. Пусть 𝑚, 𝑡—целые числа, причём 𝑚− 𝑡2 > 0; 𝑔—нечётное число, взаимно

простое с числом 𝑚− 𝑡2; 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 —целые числа, удовлетворяющие сравнению

𝑚− 𝑡2 ≡ 𝑏1𝑏3 − 𝑏22 (mod 𝑔).

Пусть Λ𝑚−𝑡2 — ограниченная квадрируемая область на поверхности

𝑥1𝑥3 − (𝑥2 − 𝑡)2 = 𝑚− 𝑡2, 𝑥1 > 0,
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которая из начала координат видна под 𝑓𝑡 — гиперболическим телесным углом 𝜆 (Λ𝑚−𝑡2) =
= 𝜆 > 0 области приведения положительных бинарных квадратичных форм определителя
𝑚− 𝑡2.
Обозначим через ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)—число всех целых собственно примитивных точек
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3); НОД (𝑥1, 2𝑥2, 𝑥3) = 1 с условиями

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ Λ𝑚−𝑡2 , (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≡ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) (mod 𝑔).

Пусть
(︁
𝑡2−𝑚

𝑞

)︁
= 1. Тогда при 𝑚→ ∞

ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ∼
𝜆

𝜆0
· 1

𝑔2
∏︀

𝑝|𝑞

(︃
1 +

(︁
𝑡2−𝑚

𝑝

)︁
𝑝

)︃ · ℎ
(︀
𝑡2 −𝑚

)︀
,

где 𝜆0 — есть 𝑓𝑡 — гиперболический телесный угол области приведения

2 |𝑥2 − 𝑡| ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑥3

положительной бинарной квадратичной формы

𝜙 (𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑥
2 + 2 (𝑥2 − 𝑡)𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦

2

определителя 𝑚− 𝑡2 > 0, 𝜆—телесный угол области Λ𝑚−𝑡2.

Доказательство. 1) Пусть 𝑞 ∤ 𝑔. В силу условия
(︁
𝑡2−𝑚

𝑞

)︁
= 1 найдётся целое число 𝑢, для

которого 𝑢2 +𝑚− 𝑡2 ≡ 𝑜 (mod 𝑞).

Пусть 𝐿0 =

(︂
𝑏2 −𝑏1
𝑏3 −𝑏2

)︂
; 𝑄1, . . . , 𝑄𝜎0(𝑞) — все неассоциированные справа примитивные мат-

рицы нормы 𝑞. Тогда в силу леммы 2 имеем

ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) =

𝜎0(𝑞)∑︁
𝑖=1

ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝐿0;𝑄𝑖, 𝑢)

и асимптотическая формула для ℎ (Λ𝑚−𝑡2 ; 𝑔, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) следует из теоремы 1.

2) Пусть теперь 𝑔 = 𝑞𝑘𝑔1, 𝑘 ⩾ 1, НОД (𝑔, 𝑞) = 1. Опять в силу условия
(︁
𝑡2−𝑚

𝑞

)︁
= 1 найдётся

целое число 𝑢 с условием
𝑢2 +𝑚− 𝑡2 ≡ 𝑂 (mod 𝑞2𝑘)

по свойству сравнения по модулю степени простого числа.

Пусть 𝐿0 =

(︂
𝑏2 −𝑏1
𝑏3 −𝑏2

)︂
. Условия 𝑚− 𝑡2 ≡ 𝑏1𝑏3 − 𝑏22 (mod 𝑔) даёт, что

𝑁(𝑢+ 𝐿0) ≡ 𝑂 (mod 𝑞𝑘)

и поэтому в силу леммы 2 найдутся целые примитивные матрицы 𝑄1 и 𝑄2 с условиями

𝑁 (𝑄1) = 𝑁 (𝑄2) = 𝑞𝑡,

(𝑢+ 𝐿0)/𝑄1, 𝑄2∖ (𝑢+ 𝐿0) .

Тогда применение первой части 1) а также следствие теоремы 1, даёт асимптотическую фор-
мулу теоремы 2, ч. т. д. 2
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Замечание. 𝜆(Λ𝑚−𝑠2) есть 𝑓𝑡 — гиперболический телесный угол, который определяется
следующим образом.
Пусть 𝑍 = 𝑍Λ𝑚−𝑡2

— бесконечная коническая область с вершиной в начале координат, ко-
торая при пересечении с поверхностью двуполостного гиперболоида даёт гиперболическую
область Λ𝑚−𝑡2.

Пусть 𝑍(0) = 𝑍
(0)
Λ𝑚−𝑡2

— конечная часть 𝑍Λ𝑚−𝑡2
, определяемая условием 𝑓𝑡 (𝑥1, 𝑥2,𝑥3) ⩽ 1. То-

гда под гиперболической мерой 𝜆(Λ𝑚−𝑠2) понимается объём 𝑉
(︁
𝑍

(0)
Λ𝑚−𝑡2

)︁
тела 𝑍

(0)
Λ𝑚−𝑡2

.

4. Заключение

1. Представляет интерес перенести проведённое исследование на целые точки однополост-
ного гиперболоида, соответствующие матрицам с чётным следом.

2. Интересно также исследовать эргодические свойства потоков целых точек на гипербо-
лоидах, соответствующих матрицам с чётным следом.

3. Можно также провести исследование по обобщению результатов [4], связанное с условием
чётности следа используемых вектор-матриц.
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