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Посвящается памяти
профессора Василия Ивановича Берника

1. Введение

Хорошо известна теорема Дирихле о совместных приближениях [9].

Теорема 1. (Дирихле) Для любых 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 ∈ R и 𝑄 > 1, 𝑄 ∈ N найдется натуральное
𝑞 ⩽ 𝑄𝑛 такое, что1

‖𝑞𝛽𝑗‖ <
1

𝑄
(𝑗 = 1, . . . , 𝑛).

Определение 1. Решётка Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), заданная равенством

Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = {(𝑞, 𝑞𝛽1 − 𝑝1, . . . , 𝑞𝛽𝑛 − 𝑝𝑛)|𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ Z} ⊂ R𝑛+1,

называется решёткой совместных приближений Дирихле.
1Здесь и далее через ‖𝛽‖ обозначается расстояние до ближайшего целого.
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Определение 2. Система рациональных дробей 𝑎1
𝑏 , . . . ,

𝑎𝑛
𝑏 (𝑏 > 0) называется наилуч-

шим совместным приближением второго рода чисел 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛, если из(︁𝑐1
𝑑
, . . . ,

𝑐𝑛
𝑑

)︁
̸=
(︁𝑎1
𝑏
, . . . ,

𝑎𝑛
𝑏

)︁
, 0 < 𝑑 ⩽ 𝑏

необходимо следует

max(|𝑑𝛽1 − 𝑐1|, . . . , |𝑑𝛽𝑛 − 𝑐𝑛|) > max(|𝑏𝛽1 − 𝑎1|, . . . , |𝑏𝛽𝑛 − 𝑎𝑛|).

Замечание 1. Нетрудно видеть, что если система рациональных дробей 𝑎1
𝑏 , . . . ,

𝑎𝑛
𝑏

(𝑏 > 0) является наилучшим совместным приближением второго рода чисел 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛, то
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏) = 1, так как иначе можно было бы дроби системы сократить на этот наиболь-
ший общий делитель и они не были бы наилучшими совместными приближениями второго
рода.

Пусть 𝑘 = [𝑑𝛽]. Если ввести функцию 𝑛(𝑑, 𝛽) =

{︂
𝑘, если {𝑑𝛽} ⩽ 1

2 ,
𝑘 + 1, если {𝑑𝛽} > 1

2 ,
, то наилучшие

приближение числа 𝛽 дробью со знаменателем 𝑑 будет дробь 𝑛(𝑑,𝛽)
𝑑 . Таким образом, наилучшее

совместное приближение второго рода чисел 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 со знаменателем 𝑏 будет иметь вид
𝑛(𝑏,𝛽1)

𝑏 ,. . . ,𝑛(𝑏,𝛽𝑛)
𝑏 . Ясно, что ‖𝑏𝛽𝑗‖ = |𝑏𝛽𝑗 − 𝑛(𝑏, 𝛽𝑗)| (𝑗 = 1, . . . , 𝑛).

В работе [6] были изучены наилучшие совместные приближения второго рода для линейно
зависимых иррациональностей таких, как 𝛼 и 𝑛𝛼, где 𝑛 — натуральное число больше 1. Были
доказаны следующие теоремы.

Теорема 2. Если рациональная дробь 𝑎
𝑏 (𝑏 > 0, (𝑏, 𝑛) = 1) — наилучшее приближение

второго рода 𝑛-порядка иррационального числа 𝛽, то рациональные дроби 𝑎
𝑏 и

𝑛𝑎
𝑏 — совмест-

ные наилучшие приближения второго рода чисел 𝛽 и 𝑛𝛽.

Теорема 3. Пусть разложение иррационального числа 𝛽 в бесконечную цепную дробь
имеет вид:

𝛽 = 𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

𝑞2 +
1

𝑞3 +
1

. . .

и 𝑚 — наименьший номер подходящей дроби 𝑃𝑚
𝑄𝑚

к числу 𝛽 такой, что эта дробь является
наилучшим приближением второго рода порядка 𝑛, тогда все наилучшие совместные при-
ближения второго рода к числам 𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽 со знаменателем большим 𝑄𝑚 имеют
вид

𝑃𝑙

𝑄𝑙
,
𝑛1𝑃𝑙

𝑄𝑙
. . . ,

𝑛𝑘𝑃𝑙

𝑄𝑙
(𝑙 ⩾ 𝑚).

Напомним, что для 𝑛 выполняется соотношение 𝑛 ⩾ max(𝑛1, . . . , 𝑛𝑘).

Определение 3. Будем говорить, что система рациональных дробей 𝑎1
𝑏 , . . . ,

𝑎𝑛
𝑏 (𝑏 > 0)

называется системой совместных приближений Дирихле второго рода чисел 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 с
константами 𝑐1,. . . ,𝑐𝑠, если выполняются неравенства

|𝑏𝛽𝑗 − 𝑎𝑗 | <
𝑐𝑗
𝑏

(𝑗 = 1, . . . , 𝑠).
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Из доказательства теоремы 3 следует, что система рациональных дробей 𝑃𝑙
𝑄𝑙
, 𝑛1𝑃𝑙

𝑄𝑙
. . . , 𝑛𝑘𝑃𝑙

𝑄𝑙

является системой совместных приближений Дирихле второго рода чисел 𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽 с
константами 1, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘.

Нетрудно видеть, что если 𝑃𝑙
𝑄𝑙

подходящая дробь к числу 𝛽, которая является наилучшим

приближением второго рода с константой 1
2𝑛 , то система рациональных дробей

𝑃𝑙
𝑄𝑙
, 𝑛1𝑃𝑙

𝑄𝑙
. . . , 𝑛𝑘𝑃𝑙

𝑄𝑙

является системой подходящих дробей к числам 𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽 с константами
1
2𝑛 ,

𝑛1
2𝑛 , . . . ,

𝑛𝑘
2𝑛 .

Цель данной статьи — рассмотреть более общий случай наилучших совместных прибли-
жений второго рода для линейно зависимых иррациональностей таких, как 𝑎1𝛼,. . . , 𝑎𝑘𝛼, где
𝑎1,. . . ,𝑎𝑘 — произвольные ненулевые рациональные числа.

2. Общая мера рационально зависимых иррациональностей

Определение 4. Будем говорить, что две иррациональности 𝛼 и 𝛽 рационально зави-
симы, если найдутся два ненулевых целых числа 𝑎 и 𝑏 такие, что 𝑎𝛼− 𝑏𝛽 = 0.

Если такие целые числа существуют, то без ограничения общности можно считать, что
они взаимно простые.

Определение 5. Пусть иррациональности 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 попарно рационально зависимы,
тогда иррациональность 𝛼 называется общей мерой этих иррациональностей, если это наи-
большая положительная иррациональность такая, что 𝛼𝑗 = 𝑛𝑗𝛼 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘) и все 𝑛𝑗 —
целые числа.

Нетрудно видеть, что если 𝛼 общая мера попарно рационально зависимых иррациональ-
ностей 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, то (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) = 1. Действительно, если наибольший общий делитель
𝑑 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) > 1, то общей мерой будет иррациональность 𝑑𝛼.

Нетрудно указать пример двух иррациональностей не имеющих общую меру. Действитель-
но, если 𝛼 — произвольная иррациональность и 𝑡 — произвольное ненулевое целое число, то
иррациональности 𝛼 и 𝛼 + 𝑡 не имеют общей меры и не являются рационально зависимыми.
Этот пример интересен ещё и тем, что обе эти иррациональности имеют совпадающие после-
довательности знаменателей подходящих дробей. Точно также 𝛼 и 𝑡−𝛼 не имеют общей меры
и не являются рационально зависимыми.

Более того, если иррациональности 𝛼 и 𝛽 имеют бесконечное множество по две последова-
тельные подходящие дроби с одинаковыми знаменателями и одинаковой четностью номеров,
то они отличаются на целое слагаемое и быть может на знак.

Действительно, если 𝑎1
𝑞1
, 𝑎2

𝑞2
две соседние подходящие дроби к иррациональности 𝛼, а

𝑏1
𝑞1
, 𝑏2

𝑞2
две соседние подходящие дроби к иррациональности 𝛽, то 𝑎1𝑞2 − 𝑎2𝑞1 = 𝜀 = ±1,

𝑏1𝑞2 − 𝑏2𝑞1 = 𝜀 = ±1. Отсюда следует, что (𝑎1 − 𝑏1)𝑞2 − (𝑎2 − 𝑏2)𝑞1 = 0. Так как (𝑞1, 𝑞2) = 1, то
найдётся целое 𝑡 такое, что

𝑎1 − 𝑏1 = 𝑡𝑞1, 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑡𝑞2.

Отсюда следует, что
𝑎1
𝑞1

=
𝑏1
𝑞1

+ 𝑡,
𝑎2
𝑞2

=
𝑏2
𝑞2

+ 𝑡.

Пусть теперь мы имеем бесконечную последовательность пар соседних подходящих дробей к
иррациональностям 𝛼 и 𝛽 с одинаковыми знаменателями и одинаковой четностью номеров,
тогда мы имеем

𝑎𝑗,1
𝑞𝑗,1

=
𝑏𝑗,1
𝑞𝑗,1

+ 𝑡𝑗 ,
𝑎𝑗,2
𝑞𝑗,2

=
𝑏𝑗,2
𝑞𝑗,2

+ 𝑡𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . .).
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Переходя к пределу по 𝑗 в равенстве для подходящих дробей, получим 𝛼 = 𝛽 + lim
𝑗→∞

𝑡𝑗 . Но

последовательность целых чисел имеет предел, если она с некоторого места стационарная,
следовательно 𝛼 = 𝛽 + 𝑡 и утверждение доказано.

Рассмотрим попарно рационально зависимые иррациональности 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘. Без ограниче-
ния общности можно предполагать, что 0 < 𝛼1 < . . . < 𝛼𝑘. Ясно, что найдутся натуральные
𝑚2,. . . ,𝑚𝑘 и натуральные 𝑛2,. . . ,𝑛𝑘 такие, что 𝛼𝑗 =

𝑚𝑗

𝑛𝑗
𝛼1 (𝑗 = 2, . . . , 𝑘) и (𝑚𝑗 , 𝑛𝑗) = 1, 𝑚𝑗 > 𝑛𝑗

(𝑗 = 2, . . . , 𝑘).
Рассмотрим наименьшее общее кратное 𝑛 = [𝑛2, . . . , 𝑛𝑘], тогда иррациональность 𝛼 = 𝛼1

𝑛
будет общей мерой рационально зависимых иррациональностей 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, при этом будем
иметь 𝛼1 = 𝑛𝛼, 𝛼𝑗 =

𝑚𝑗𝑛
𝑛𝑗
𝛼 (𝑗 = 2, . . . , 𝑘). Таким образом, имеем равенства 𝛼𝑗 = 𝑎𝑗𝛼, где для

натуральных 𝑎1,. . . ,𝑎𝑘 справедливы равенства 𝑎1 = 𝑛, 𝑎𝑗 =
𝑚𝑗𝑛
𝑛𝑗

(𝑗 = 2, . . . , 𝑘). Так как числа

𝑚𝑗 и 𝑛𝑗 взаимно простые (𝑗 = 2, . . . , 𝑘), то и (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) = 1.
В работе [6] был рассмотрен частный случай, когда общая мера иррациональностей 𝛼1, . . . ,

𝛼𝑘 совпадала с первой иррациональностью: 𝛼1 = 𝛼 и 𝑛 = 1. В данной работе мы рассмотрим
общий случай рационально зависимых иррациональностей когда 𝑛 > 1.

3. Ещё раз о частном случае двух рационально зависимых ирра-

циональностей

Рассмотрим две иррациональности 𝛼 и 𝑛𝛼, где 𝑛 — натуральное число больше 1. Согласно
работе [6] все совместные наилучшие приближения второго рода к числам 𝛼 и 𝑛𝛼, начиная

с некоторого места, имеют вид
(︁

𝑃𝑙
𝑄𝑙
, 𝑛𝑃𝑙
𝑄𝑙

)︁
, где 𝑙 ⩾ 𝑚 и 𝑚 — наименьший номер подходящей

дроби 𝑃𝑚
𝑄𝑚

к числу 𝛼 такой, что эта дробь является наилучшим приближением второго рода
порядка 𝑛.

Возникает вопрос: когда подходящая дробь 𝑎
𝑏 к числу 𝑛𝛼, являясь наилучшим прибли-

жением второго рода n-порядка, будет задавать наилучшее совместное приближение второго
рода к числам 𝛼 и 𝑛𝛼?

Рассмотрим разность |𝑏𝑛𝛼− 𝑎| < 1
𝑏 <

1
2𝑛 . Отсюда следует, что 𝑏 > 2𝑛.

Пусть 𝑎 = 𝑑𝑛+ 𝑟, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑛, тогда при 𝑟 = 0 имеем: |𝑏𝛼− 𝑑| < 1
𝑛𝑏 и дробь

𝑑
𝑏 по теореме 19

из монографии [10] (см. стр. 42) является подходящей дробью к числу 𝛼.
При 𝑟 > 0 имеем: |𝑏𝛼 − 𝑑| =

⃒⃒
𝑏𝑛𝛼−𝑎

𝑛 + 𝑟
𝑛

⃒⃒
> 𝑟

𝑛 − 1
𝑛𝑏 > 1

𝑛 − 1
2𝑛2 > 1

2𝑛 . Аналогично,
|𝑏𝛼 − 𝑑 − 1| =

⃒⃒
𝑏𝑛𝛼−𝑎

𝑛 + 𝑟
𝑛 − 1

⃒⃒
> 𝑛−𝑟

𝑛 − 1
𝑛𝑏 >

1
𝑛 − 1

2𝑛2 > 1
2𝑛 . Таким образом, наилучшее при-

ближение второго рода со знаменателем 𝑏 к иррациональности 𝛼 отстоит более чем на 1
2𝑛 .

Следовательно, при 𝑏 > 𝑄𝑚 мы не получаем наилучшее совместное приближение второго
рода к числам 𝛼 и 𝑛𝛼 со знаменателем 𝑏.

Теперь рассмотрим случай двух иррациональностей 𝛼 и 𝑘
𝑛𝛼, где 𝑘, 𝑛 — натуральные числа,

(𝑘, 𝑛) = 1, 𝑘 > 2𝑛 и 𝑛 больше 1.
Пусть 𝑚 — наименьший номер подходящей дроби 𝑃𝑚

𝑄𝑚
к числу 𝑘

𝑛𝛼 такой, что эта дробь
является наилучшим приближением второго рода порядка 𝑛.

Рассмотрим разность
⃒⃒
𝑏 𝑘𝑛𝛼− 𝑎

⃒⃒
< 1

𝑏 <
1
2𝑛 , где 𝑏 — натуральное и 𝑎 — целое. Отсюда следует,

что 𝑏 > 2𝑛. Далее получаем, что
⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑛

𝑘𝑎
⃒⃒
= 𝑛

𝑘

⃒⃒
𝑏 𝑘𝑛𝛼− 𝑎

⃒⃒
< 𝑛

𝑏𝑘 <
1
2𝑘 .

Пусть 𝑛𝑎 = 𝑑𝑘 + 𝑟, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑘, тогда при 𝑟 = 0 имеем: 𝑑 < 𝑎, 𝑑 = 𝑛𝑎
𝑘 ,

|𝑏𝛼− 𝑑| =
⃒⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑛𝑎

𝑘

⃒⃒⃒
=
𝑛

𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑘

𝑛
𝛼− 𝑎

⃒⃒⃒⃒
<

𝑛

𝑘𝑏
<

1

2𝑏

и дробь 𝑑
𝑏 по теореме 19 из монографии [10] (см. стр. 42) является подходящей дробью к числу

𝛼.
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При 𝑟 > 0 имеем:

|𝑏𝛼− 𝑑| =
⃒⃒⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑛𝑎− 𝑟

𝑘

⃒⃒⃒⃒
=
𝑛

𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑘

𝑛
𝛼− 𝑎+

𝑟

𝑛

⃒⃒⃒⃒
>
𝑟

𝑘
− 𝑛

𝑘𝑏
>

1

𝑘
− 1

2𝑘
=

1

2𝑘
.

Аналогично,

|𝑏𝛼− 𝑑− 1| =
⃒⃒⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑛𝑎− 𝑟

𝑘
− 1

⃒⃒⃒⃒
=
𝑛

𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑘

𝑛
𝛼− 𝑎+

𝑟

𝑛
− 𝑘

𝑛

⃒⃒⃒⃒
>
𝑘 − 𝑟

𝑘
− 𝑛

𝑘𝑏
>

1

𝑘
− 1

2𝑘
=

1

2𝑘
.

Таким образом, наилучшее приближение второго рода со знаменателем 𝑏 к иррациональности
𝛼 отстоит более чем на 1

2𝑘 . Следовательно, при 𝑏 > 𝑄𝑚 мы не получаем наилучшее совместное
приближение второго рода к числам 𝛼 и 𝑘

𝑛𝛼 со знаменателем 𝑏.

4. Наилучшие совместные приближения второго рода для линей-

но зависимых иррациональностей

Рассмотрим вопрос о совместных наилучших приближениях второго рода линейно зави-
симых иррациональностей таких, как 𝑏1𝛼,. . . , 𝑏𝑘𝛼, где 𝑏1,. . . ,𝑏𝑘 — произвольные ненулевые
рациональные числа. Без ограничения общности можно предполагать, что 1 < 𝑏1 < . . . < 𝑏𝑘,
𝛼 > 0.

Теорема 4. Пусть иррациональность 𝛼 = 𝛼1
𝑛 будет общей мерой рационально зависи-

мых иррациональностей 𝛼1 < . . . < 𝛼𝑘, при этом 𝛼1 = 𝑛𝛼, 𝛼𝑗 =
𝑚𝑗𝑛
𝑛𝑗
𝛼 (𝑗 = 2, . . . , 𝑘). И пусть

разложение иррационального числа 𝛼 в бесконечную цепную дробь имеет вид:

𝛼 = 𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

𝑞2 +
1

𝑞3 +
1

. . .

и 𝑚 — наименьший номер подходящей дроби 𝑃𝑚
𝑄𝑚

к числу 𝛼 такой, что эта дробь является
наилучшим приближением второго рода порядка 𝑛, тогда все наилучшие совместные при-
ближения второго рода к числам 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 со знаменателем большим 𝑄𝑚 имеют вид

𝑛𝑃𝑙

𝑄𝑙
,
𝑚2𝑛
𝑛2

𝑃𝑙

𝑄𝑙
. . . ,

𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘

𝑃𝑙

𝑄𝑙
(𝑙 ⩾ 𝑚).

Доказательство. Хорошо известно (см. [10], стр. 30), что справедливы неравенства

1

𝑄𝑙+1 +𝑄𝑙
< |𝑄𝑙𝛼− 𝑃𝑙| <

1

𝑄𝑙+1
<

1

𝑄𝑙𝑞𝑙+1
(𝑙 ⩾ 0).

Отсюда следует, что если подходящая дробь 𝑃𝑚
𝑄𝑚

к числу 𝛼 является наилучшим приближением
второго рода порядка 𝑛, то 𝑄𝑚+1+𝑄𝑚 > 2𝑛 и, значит, 𝑄𝑙+1 > 2𝑛 при 𝑙 ⩾ 𝑚+1. Таким образом,
каждая подходящая дробь 𝑃𝑙

𝑄𝑙
к числу 𝛼 является наилучшим приближением второго рода

порядка 𝑛 для любого 𝑙 ⩾ 𝑚. Из теоремы 3 следует, что дроби 𝑃𝑙
𝑄𝑙
, 𝑛𝑃𝑙

𝑄𝑙
,

𝑚2𝑛
𝑛2

𝑃𝑙

𝑄𝑙
, . . . ,

𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝑃𝑙

𝑄𝑙

являются наилучшими совместными приближениями второго рода чисел 𝛼, 𝑛𝛼, 𝑚2𝑛
𝑛2

𝛼, . . . ,

𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘

𝛼 с константами 1
𝑞𝑙+1

, 𝑛
𝑞𝑙+1

, 𝑚2𝑛
𝑛2𝑞𝑙+1

,. . . , 𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘𝑞𝑙+1

. Таким образом, дроби 𝑛𝑃𝑙
𝑄𝑙
,

𝑚2𝑛
𝑛2

𝑃𝑙

𝑄𝑙
, . . . ,

𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝑃𝑙

𝑄𝑙
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являются совместными приближениями Дирихле второго рода чисел 𝑛𝛼, 𝑚2𝑛
𝑛2

𝛼, . . . , 𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘

𝛼 с
константами 𝑛

𝑞𝑙+1
, 𝑚2𝑛
𝑛2𝑞𝑙+1

,. . . , 𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘𝑞𝑙+1

.

Пусть система дробей 𝑎
𝑏 ,

𝑎2
𝑏 , . . . ,

𝑎𝑘
𝑏 является системой совместных наилучших приближе-

ний Дирихле второго рода чисел 𝑛𝛼, 𝑚2𝑛
𝑛2

𝛼, . . . , 𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘

𝛼, 2𝑛 < 𝑏 ⩽ 𝑄𝑙 с константами 𝑐, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘
и

max

(︂
|𝑏𝑛𝛼− 𝑎|,

⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑚2𝑛

𝑛2
𝛼− 𝑎2

⃒⃒⃒⃒
, . . . ,

⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝛼− 𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒)︂
<

< max

(︂
|𝑄𝑙𝑛𝛼− 𝑛𝑃𝑙|,

⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑙
𝑚2𝑛

𝑛2
𝛼− 𝑚2𝑛

𝑛2
𝑃𝑙

⃒⃒⃒⃒
, . . . ,

⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑙
𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝛼− 𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝑃𝑙

⃒⃒⃒⃒)︂
=

⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑙
𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝛼− 𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘
𝑃𝑙

⃒⃒⃒⃒
.

Так как |𝑏𝑛𝛼− 𝑎| < 𝑐
𝑏 <

𝑚𝑘𝑛
𝑄𝑙𝑛𝑘𝑞𝑙+1

, то 𝑐 < 𝑏𝑚𝑘𝑛
𝑄𝑙𝑛𝑘𝑞𝑙+1

< 𝑚𝑘𝑛
𝑛𝑘𝑞𝑙+1

. Аналогично,⃒⃒⃒⃒
𝑏
𝑚𝑗𝑛

𝑛𝑗
𝛼− 𝑎𝑗

⃒⃒⃒⃒
<
𝑐𝑗
𝑏
<

𝑚𝑘𝑛

𝑄𝑙𝑛𝑘𝑞𝑙+1
, 𝑐𝑗 <

𝑏𝑚𝑘𝑛

𝑄𝑙𝑛𝑘𝑞𝑙+1
<

𝑚𝑘𝑛

𝑛𝑘𝑞𝑙+1
(𝑗 = 2, . . . , 𝑘).

Определим величины 𝑑, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑘 и 𝑟, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑘 с помощью соотношений

𝑎 = 𝑑𝑛+ 𝑟, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑛, 𝑎𝑗 =
𝑚𝑗𝑛

𝑛𝑗
𝑑𝑗 + 𝑟𝑗 , 0 ⩽ 𝑟𝑗 <

𝑚𝑗𝑛

𝑛𝑗
(𝑗 = 2, . . . , 𝑘),

получим ⃒⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑑− 𝑟

𝑛

⃒⃒⃒
<

𝑐

𝑏𝑛
,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑏𝛼− 𝑑𝑗 −

𝑟𝑗
𝑚𝑗𝑛
𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝑐𝑗

𝑚𝑗𝑛
𝑛𝑗
𝑏

(𝑗 = 2, . . . , 𝑘).

Отсюда следует, что

|𝑏𝛼− 𝑑| =
⃒⃒⃒⃒
𝑏𝛼− 𝑎− 𝑟

𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑛
|𝑏𝑛𝛼− 𝑎+ 𝑟| > 1

𝑛

(︁
𝑟 − 𝑐

𝑏

)︁
2

5. Матрицы перехода для базисов из наилучших приближений

Согласно работе [6] базисные матрицы 𝑀𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) решётки совместных прибли-
жений Дирихле Λ(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) имеют вид:

𝑀𝑙(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗)

𝜆⃗𝑙−1(𝛽, 𝑛⃗)

𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−2
(𝛽, 𝑛⃗)
...

𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−𝑘−2
(𝛽, 𝑛⃗)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑗𝑙,𝑙−𝑘−2 < . . . < 𝑗𝑙,𝑙−2 ⩽ 𝑙 − 2,

|𝑀𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽)| = 1. (1)

Здесь через 𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗) обозначено 𝑙-ое наилучшее приближение:

𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗) = (𝑄𝑙, 𝑄𝑙𝛽 − 𝑃𝑙, 𝑄𝑙 · 𝑛1𝛽 − 𝑃𝑙,1, 𝑄𝑙 · 𝑛2𝛽 − 𝑃𝑙,2 . . . , 𝑄𝑙𝑛𝑘𝛽 − 𝑃𝑙,𝑘).

Нас будут интересовать матрицы перехода 𝑚𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) от базисной матрицы
𝑀𝑚−1(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) к базисной матрице 𝑀𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽):

𝑀𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) = 𝑚𝑚(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽)𝑀𝑚−1(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽),

которые при 𝑙 > 𝑚 из теоремы 3 имеют простой вид.
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Теорема 5. Пусть разложение иррационального числа 𝛽 в бесконечную цепную дробь
имеет вид:

𝛽 = 𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

𝑞2 +
1

𝑞3 +
1

. . .

и 𝑚 — наименьший номер подходящей дроби 𝑃𝑚
𝑄𝑚

к числу 𝛽 такой, что эта дробь является
наилучшим приближением второго рода порядка 𝑛, тогда при 𝑙 ⩾ 𝑚 все матрицы перехода
𝑚𝑙+1(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) имеют вид

𝑚𝑙+1(𝛽, 𝑛1𝛽, . . . , 𝑛𝑘𝛽) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞𝑙+1 1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Доказательство. Действительно, согласно теореме 3 наилучшие приближения 𝜆⃗𝑙+1(𝛽, 𝑛⃗)
при 𝑙 ⩾ 𝑚 имеют вид

𝜆⃗𝑙+1(𝛽, 𝑛⃗)=(𝑄𝑙+1, 𝑄𝑙+1𝛽−𝑃𝑙+1, 𝑄𝑙+1 · 𝑛1𝛽−𝑃𝑙+1 · 𝑛1, . . . , 𝑄𝑙+1𝑛𝑘𝛽−𝑃𝑙+1 · 𝑛𝑘)=

= 𝑞𝑙+1𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗) + 𝜆⃗𝑙−1(𝛽, 𝑛⃗).

Отсюда следует, что базис 𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗), 𝜆⃗𝑙−1(𝛽, 𝑛⃗), 𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−2
(𝛽, 𝑛⃗),. . . , 𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−𝑘−2

(𝛽, 𝑛⃗) заменяется на базис

𝜆⃗𝑙+1(𝛽, 𝑛⃗), 𝜆⃗𝑙(𝛽, 𝑛⃗), 𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−2
(𝛽, 𝑛⃗),. . . , 𝜆⃗𝑗𝑙,𝑙−𝑘−2

(𝛽, 𝑛⃗) и теорема доказана. 2

6. Заключение

Данная проблематика тесно связана с развитием теоретико-числового метода в прибли-
женном анализе [1], [3], [7], [8]. В работе [6], опирающейся на развитие идей из работ [2], [4] и
[5], было продолжено развитие этой тематики.
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