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1. Введение

В прямоугольнике Ω = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇} для сингулярно возмущенного
параболического уравнения рассматривается начально-краевая задача вида⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜀2
(︀
𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡

)︀
= 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀) при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝜙(𝑥) при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,
𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝜓1(𝑡) при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝜓2(𝑡) при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

(1)

где 𝜀– малый положительный параметр.
Для решения подобных задач принято использовать метод угловых пограничных функций

(см. [1]). Цель данной работы – выявить особенности параболических уравнений, для решения
которых возможно применение метода угловых пограничных функций.

2. Решение задачи с помощью метода угловых пограничных

функций

Предполагаются выполненными следующие стандартные условия.
Условие 1. Функции 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝜑(𝑥), 𝜓1(𝑡) и 𝜓2(𝑡) являются достаточно гладкими и в

угловых точках прямоугольника Ω выполняются условия согласованности начально-краевых
значений

𝜙(0) = 𝜓1(0), 𝜙(1) = 𝜓2(0).
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Условие 2. Вырожденное уравнение 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0 в замкнутом прямоугольнике Ω
имеет решение, которое обозначается как 𝑢 = 𝑢̄0(𝑥, 𝑡).

Заметим, что в силу нелинейности это уравнение может иметь и другие решения.
Условие 3. Производная 𝐹 ′

𝑢(𝑢̄0 (𝑥, 𝑡), 𝑥, 𝑡, 0) > 0 в замкнутом прямоугольнике Ω.
Условие 4. Начальная задача

𝑑Π0

𝑑𝜏
= −𝐹 (𝑢̄0(𝑥, 0) + Π0, 𝑥, 0, 0), Π0(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥)− 𝑢̄0(𝑥, 0),

имеет решение Π0(𝑥, 𝜏) при 𝜏 ⩾ 0, удовлетворяющее условию Π0(𝑥,∞) = 0 (здесь параметр
𝑥 ∈ [0, 1]).

Условие 5. Для систем

𝑑𝑧1
𝑑𝑦

= 𝑧2, 𝑎2
𝑑𝑧2
𝑑𝑦

= 𝐹 (𝑢̄0(𝑘, 𝑡) + 𝑧1, 𝑘, 𝑡, 0), (2)

прямые 𝑧1 = 𝜓1+𝑘(𝑡)− 𝑢̄0(𝑘, 𝑡) пересекают сепаратрисы, входящие в точку покоя (𝑧1, 𝑧2) =
= (0, 0) при 𝑦 → ∞ (здесь 𝑡 - параметр, 𝑘 = 0 или 1).

В силу условий 1–3 точка (𝑧1, 𝑧2) = (0, 0) является точкой покоя типа седла систем (2).
Если функция 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀) линейна по переменной 𝑢, то для существования решения за-

дачи (1) достаточно условий согласованности начально-краевых значений в угловых точках
прямоугольника.

Если функция 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀) нелинейна по переменной 𝑢, то при сделанных предположени-
ях нельзя гарантировать существование решения задачи (1). Более того, даже если решение
задачи существует, его явное представление, как правило, получить не удается. Поэтому для
доказательства существования решения задачи (1) требуются дополнительные условия. В ра-
ботах [2–8] рассматривались различные типы нелинейностей, для которых накладывались
необходимые ограничения.

Согласно методу угловых пограничных функций решение задачи (1) ищется в виде асимп-
тотического ряда по параметру 𝜀→ 0, состоящего из шести частей:

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄+ (Π +𝑄+𝑄*) + (𝑃 + 𝑃 *). (3)

Здесь 𝑢̄– регулярная часть асимптотики, играющая роль внутри прямоугольника Ω, Π, 𝑄 и
𝑄*– погранслойные функции, играющие роль вблизи сторон прямоугольника Ω соответственно
𝑡 = 0, 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1, 𝑃 и 𝑃 *– угловые пограничные функции, играющие роль вблизи вершин
прямоугольника Ω соответственно (0, 0) и (1, 0).

Регулярная часть асимптотики 𝑢̄ строится в виде ряда по степеням параметра 𝜀:

𝑢̄(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘 𝑢̄𝑘(𝑥, 𝑡). (4)

Коэффициент 𝑢̄0(𝑥, 𝑡) определяется из вырожденного уравнения

𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0, (5)

которое получается, если в (1) положить 𝜀 = 0.
Пограничные функции строятся при растянутых переменных и удовлетворяют экспонен-

циальным оценкам убывания. Кроме этого, один из шагов алгоритма предполагает срезание
пограничных функций до нулевых значений в области, отграниченной от границ прямоуголь-
ника, то есть пограничные функции отличны от нуля лишь в узкой приграничной полосе.
При этом их влияние оказывается меньше любой степени 𝜀. За пределами узкой пригранич-
ной полосы решение задачи (1) определяется только регулярной частью асимптотики. Таким
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образом, решение задачи (1) во внутренней части прямоугольника Ω с точностью порядка 𝜀
определяет решение функционального уравнения (5).

Справедливо следующее утверждение.
Свойство 1. Решение 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) задачи (1), полученное методом угловых пограничных

функций, при 𝜀 = 0 является корнем вырожденного уравнения 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0.
В качестве примера в прямоугольнике Ω1 = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 𝜋, 0 < 𝑡 < 𝑇} рассмотрим

начально-краевую задачу вида (1) для линейного параболического уравнения:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀2
(︀
𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡

)︀
= 𝑢− 𝜀 при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω1,

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋,
𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑢(𝜋, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

(6)

В формуле (4) коэффициенты 𝑢̄𝑘(𝑥, 𝑡) регулярной части асимптотики определяются из
уравнения

𝜀2
(︂
𝑎2

𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝜕

𝜕𝑡

)︂(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑢̄𝑘(𝑥, 𝑡)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝐹𝑘, (7)

в котором 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢− 𝜀,

𝐹 = 𝐹

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘 𝑢̄𝑘, 𝑥, 𝑡, 𝜀

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘

𝑘!

𝜕𝑘𝐹

𝜕𝜀𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜀=0

=

= 𝐹 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) + 𝜀
(︁
𝐹 ′
𝑢 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) 𝑢̄1 + 𝐹 ′

𝜀 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0)
)︁
+ · · ·+

+𝜀𝑘
(︂
𝐹 ′
𝑢(𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0)𝑢̄𝑘 + · · ·+ 1

𝑘!
𝐹

(𝑘)

𝜀𝑘
(𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0)

)︂
+ · · · = 𝐹0 + 𝜀𝐹1 + 𝜀𝑘𝐹𝑘 + · · ·

В уравнении (7) коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀 приравниваются друг другу и
получается система уравнений для нахождения коэффициентов ряда (4):

𝐹0 = 0,

𝐹1 = 0,

𝐹𝑘 = 𝑎2
𝜕2𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑡
, 𝑘 ≥ 2.

В нашем случае
𝐹 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) = 𝑢̄0,

𝐹 ′
𝑢 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) = 1,

𝐹 ′
𝜀 (𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) = −1,

𝐹
(𝑘)

𝜀𝑘
(𝑢̄0, 𝑥, 𝑡, 0) = 0, 𝑘 ≥ 2.

Поэтому
𝐹0 = 𝑢̄0 = 0,

𝐹1 = 𝑢̄1 − 1 = 0,

𝐹𝑘 = 𝑢̄𝑘 = 𝑎2
𝜕2𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑡
= 0, 𝑘 ≥ 2.

Получаем
𝑢̄0 = 0,
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𝑢̄1 = 1,

𝑢̄𝑘 = 𝑎2
𝜕2𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢̄𝑘−2

𝜕𝑡
= 0, 𝑘 ≥ 2,

и, таким образом, регулярная часть асимптотики оказывается построенной:

𝑢̄(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝜀. (8)

В соответствии с теорией решение задачи (6) во внутренней части прямоугольника Ω1 с
точностью порядка 𝜀 определяет решение 𝑢̄0(𝑥, 𝑡) = 0 функционального уравнения (5):

𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 𝑢 = 0. (9)

3. Аналитическое решение задачи

Получим точное решение задачи (6). Сначала освободимся от 𝑢 в правой части уравнения
с помощью замены

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) exp(−𝑡/𝜀2). (10)

В результате задача (6) примет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀2
(︀
𝑎2𝑧𝑥𝑥 − 𝑧𝑡 + 𝜀−2𝑧

)︀
exp(−𝑡/𝜀2) = 𝑧 exp(−𝑡/𝜀2)− 𝜀 при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω1,

𝑧(𝑥, 0, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋,
𝑧(0, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑧(𝜋, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

или ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑧𝑡 = 𝑎2𝑧𝑥𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,
𝑧(𝑥, 0, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋,
𝑧(0, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑧(𝜋, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

(11)

где
𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝜀−1 exp(𝑡/𝜀2). (12)

Решение задачи (11) имеет вид

𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑛=1

[︂∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑓𝑛(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

]︂
sin(𝑛𝑥), (13)

где 𝑓𝑛 являются коэффициентами Фурье функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) при разложении ее в ряд по сину-
сам на промежутке (0, 𝜋):

𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) sin(𝑛𝑥),

то есть коэффициенты 𝑓𝑛 вычисляются по формулам

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) =
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑓(𝜉, 𝑡, 𝜀) sin(𝑛𝜉)𝑑𝜉 =

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

[︂
1

𝜀
exp(𝑡/𝜀2)

]︂
sin(𝑛𝜉)𝑑𝜉 =

= − 2

𝜀𝜋𝑛
exp(𝑡/𝜀2) cos(𝑛𝜉)

⃒⃒⃒𝜋
0
=

2

𝜀𝜋𝑛
(1− (−1)𝑛) exp(𝑡/𝜀2). (14)

Для четных 𝑛 все коэффициенты 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) = 0. Соответственно в формуле (13) все коэффи-
циенты при sin(𝑛𝑥) с четными 𝑛 также равны нулю.
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При нечетных 𝑛 в формуле (13) коэффициенты при sin(𝑛𝑥) имеют вид∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑓𝑛(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀ [︂ 4

𝜀𝜋𝑛
exp(𝜏/𝜀2)

]︂
𝑑𝜏 =

=
4

𝜀𝜋𝑛
exp

(︀
−𝑛2𝑎2𝑡

)︀ ∫︁ 𝑡

0
exp

(︀(︀
𝑛2𝑎2 + 1/𝜀2

)︀
𝜏
)︀
𝑑𝜏 =

=
4

𝜀𝜋𝑛
exp

(︀
−𝑛2𝑎2𝑡

)︀ 1

𝑛2𝑎2 + 1/𝜀2
[︀
exp

(︀(︀
𝑛2𝑎2 + 1/𝜀2

)︀
𝑡
)︀
− 1
]︀
=

=
4𝜀

𝜋𝑛 (1 + 𝜀2𝑛2𝑎2)

[︀
exp(𝑡/𝜀2)− exp(−𝑛2𝑎2𝑡)

]︀
.

Таким образом, решение задачи (11) имеет вид

𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑛=1

[︂∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑓𝑛(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

]︂
sin(𝑛𝑥) =

=
4𝜀

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

exp(𝑡/𝜀2)− exp(−(2𝑘 − 1)2𝑎2𝑡)

(2𝑘 − 1) (1 + 𝜀2(2𝑘 − 1)2𝑎2)
sin((2𝑘 − 1)𝑥), (15)

Решением задачи (6) будет функция

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) exp
(︀
−𝑡/𝜀2

)︀
=

=

[︃
4𝜀

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

exp(𝑡/𝜀2)− exp(−(2𝑘 − 1)2𝑎2𝑡)

(2𝑘 − 1) (1 + 𝜀2(2𝑘 − 1)2𝑎2)
sin((2𝑘 − 1)𝑥)

]︃
exp

(︀
−𝑡/𝜀2

)︀
=

=
4𝜀

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

1− exp(−((2𝑘 − 1)2𝑎2 + 1/𝜀2)𝑡)

(2𝑘 − 1) (1 + 𝜀2(2𝑘 − 1)2𝑎2)
sin((2𝑘 − 1)𝑥)). (16)

Заметим, что при 𝜀→ 0 предельное значение решения (16) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡, 0) = 0,

что полностью совпадает с главным членом 𝑢̄0(𝑥, 𝑡) регулярной части асимптотики (8), кото-
рый определяет решение с точностью порядка 𝜀.

4. Пример уравнения, решение которого при 𝜀 → 0 не стремится
к решению вырожденного уравнения

В прямоугольнике Ω1 = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 𝜋, 0 < 𝑡 < 𝑇} рассмотрим начально-краевую
задачу вида (1) для линейного параболического уравнения:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜀2
(︀
𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡

)︀
= −𝑢− 𝜀 при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω1,

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋,
𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑢(𝜋, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

(17)

В результате замены
𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) exp(𝑡/𝜀2). (18)



168 И. В. Денисов

задача (17) примет вид ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑧𝑡 = 𝑎2𝑧𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜀) при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,
𝑧(𝑥, 0, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋,
𝑧(0, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,
𝑧(𝜋, 𝑡, 𝜀) = 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

(19)

где
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝜀−1 exp(−𝑡/𝜀2). (20)

Решение задачи (19) имеет вид

𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑛=1

[︂∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑔𝑛(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

]︂
sin(𝑛𝑥), (21)

где 𝑔𝑛 являются коэффициентами Фурье функции 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜀) при разложении ее в ряд по синусам
на промежутке (0, 𝜋):

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛(𝑡, 𝜀) sin(𝑛𝑥),

то есть коэффициенты 𝑔𝑛 вычисляются по формулам

𝑔𝑛(𝑡, 𝜀) =
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑔(𝜉, 𝑡, 𝜀) sin(𝑛𝜉)𝑑𝜉 =

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

[︂
1

𝜀
exp(−𝑡/𝜀2)

]︂
sin(𝑛𝜉)𝑑𝜉 =

=
2

𝜀𝜋𝑛
(1− (−1)𝑛) exp(−𝑡/𝜀2). (22)

Для четных 𝑛 все коэффициенты 𝑔𝑛(𝑡, 𝜀) = 0. Соответственно в формуле (22) все коэффи-
циенты при sin(𝑛𝑥) с четными 𝑛 также равны нулю.

При нечетных 𝑛 в формуле (22) коэффициенты при sin(𝑛𝑥) имеют вид∫︁ 𝑡

0
exp

(︀
−𝑛2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑔𝑛(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 =

=
4

𝜀𝜋𝑛
exp

(︀
−𝑛2𝑎2𝑡

)︀ ∫︁ 𝑡

0
exp

(︀(︀
𝑛2𝑎2 − 1/𝜀2

)︀
𝜏
)︀
𝑑𝜏 =

=
4

𝜀𝜋𝑛
exp

(︀
−𝑛2𝑎2𝑡

)︀ 1

𝑛2𝑎2 − 1/𝜀2
[︀
exp

(︀(︀
𝑛2𝑎2 − 1/𝜀2

)︀
𝑡
)︀
− 1
]︀
=

= − 4𝜀

𝜋𝑛 (1− 𝜀2𝑛2𝑎2)

[︀
exp(−𝑡/𝜀2)− exp(−𝑛2𝑎2𝑡)

]︀
.

Таким образом, решение задачи (19) имеет вид

𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) = −4𝜀

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

exp(−𝑡/𝜀2)− exp(−(2𝑘 − 1)2𝑎2𝑡)

(2𝑘 − 1) (1 + 𝜀2(2𝑘 − 1)2𝑎2)
sin((2𝑘 − 1)𝑥), (23)

Решением задачи (17) будет функция

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜀) exp
(︀
𝑡/𝜀2

)︀
=

= −4𝜀

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

1− exp(−((2𝑘 − 1)2𝑎2 + 1/𝜀2)𝑡)

(2𝑘 − 1) (1 + 𝜀2(2𝑘 − 1)2𝑎2)
sin((2𝑘 − 1)𝑥)). (24)
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Заметим, что при 𝜀→ 0 предельное значение (24) не равно нулю и не совпадает с решением
вырожденного уравнения

𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = −𝑢 = 0.

Справедливо следующее утверждение.
Свойство 2. Если не выполняется условие 3, то решение задачи (1), полученное ме-

тодом угловых пограничных функций, при 𝜀 → 0, вообще говоря, не стремится к решению
вырожденного уравнения 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0.

5. Заключение

Для задач вида (1) с нелинейностями 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀), в отличии от линейных задач, основной
проблемой является доказательство существования решения. Такое доказательство удается
провести при выполнении условий 1–5. Задачи, как линейные, так и нелинейные, удовлетво-
ряющие условиям 1–5, имеют решения, асимптотика которых с точностью порядка 𝜀 опреде-
ляется решением вырожденного функционального уравнения 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0.
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