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Аннотация

В работе мы рассматриваем ограниченные справа дуальные слева кольца. Доказано,
что топологический радикал Бэра таких колец совпадает с множеством всех топологиче-
ски нильпотентных элементов. Далее определяются топологически ниль-армендарицевы
кольца. Доказано, что ранее рассмотренные кольца таковыми являются.
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Abstract

In the paper we prove that the topological Baer radical of a right bounded left duo
ring coincides with its set of the all topologically nilpotent elements. After that we define
topologically nil-Armendariz rings. We prove that every right bounded left duo ring is a
topologically nil-Armendariz ring.
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1. Введение

Абелева группа 𝐴 является топологической абелевой группой, если 𝐴 является тополо-
гическим пространством, в котором операция вычитания непрерывна, то есть отображение
(𝑎1, 𝑎2) → 𝑎1 − 𝑎2 топологического пространства 𝐴 × 𝐴 в топологическое пространство 𝐴
непрерывно. Кольцо 𝑅 называют топологическим кольцом, если на множестве 𝑅 определена
топология такая, что аддитивная группа кольца 𝑅 является топологической группой в этой
топологии, и выполнено условие непрерывности умножения как отображения (𝑎, 𝑏) → 𝑎 · 𝑏
топологического пространства 𝑅×𝑅 в топологическое пространство 𝑅. Модуль 𝑀 над топо-
логическим кольцом 𝑅 является топологическим модулем, если он является топологической
абелевой группой и отображение (𝑟,𝑚) → 𝑟𝑚 топологического пространства 𝑅 ×𝑀 в топо-
логическое пространство 𝑀 непрерывно. Все рассматриваемые здесь кольца ассоциативны, а
также все кольца и модули отделимы.

Кольцо называется ограниченным справа (слева), если для любой окрестности нуля 𝑈 в 𝑅
существует окрестность нуля 𝑉 в 𝑅 такая, что 𝑅 ·𝑉 ⊆ 𝑈 (𝑉 ·𝑅 ⊆ 𝑈) и ограниченным, если оно
ограничено и слева, и справа. Элемент 𝑎 ∈ 𝑅 называется топологически нильпотентным, ес-
ли для любой окрестности нуля 𝑈 существует такое 𝑁 ∈ N, что для всех 𝑛 > 𝑁 верно 𝑎𝑛 ∈ 𝑈 .
Через 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) будем обозначать множество топологически нильпотентных элементов кольца,
а через 𝑛𝑖𝑙(𝑅) – множество нильпотентных элементов кольца. Cогласно [1] идеал 𝐼 топологи-
ческого кольца 𝑅 называется Σ-нильпотентным идеалом, если для любой окрестности нуля
𝑉 в 𝑅 найдется такое натуральное число 𝑁 , что для всех 𝑛 > 𝑁 и всех натуральных 𝑘 верно

𝐼𝑛 =
{︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖1 ...𝑎𝑖𝑛 | 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐼
}︁
⊆ 𝑉 .

2. Топологический радикал Бэра

Определение 1. ([2]) Пусть R(𝑅) — замыкание суммы всех Σ-нильпотентных идеалов
топологического кольца 𝑅. Для каждого порядкового числа 𝛼 определен замкнутый идеал
R𝛼(𝑅) следующим образом: R0(𝑅) = {0} и предположим, что все R𝛼(𝑅) определены для всех
𝛼 < 𝛽. Если 𝛽 предельное, то

R𝛽(𝑅) =

⎡⎣∑︁
𝛼<𝛽

R𝛼(𝑅)

⎤⎦
𝑅

.

В противном случае существует порядковое число 𝛾 такое, что 𝛽 = 𝛾 + 1. В таком случае
R𝛽(𝑅) полагается равным прообразу множества R(𝑅/R𝛾(𝑅)) при естественном гомомор-
физме 𝑅 ↦→ 𝑅/R𝛾(𝑅). Существует порядковое число 𝜏 такое, что R𝜏 (𝑅) = R𝜏+1(𝑅). Тогда
ℒ(𝑅) = R𝜏 (𝑅) называется топологическим радикалом Бэра кольца 𝑅.

В самой статье [2] говорится про топологически нильпотентные идеалы вместо Σ-нильпо-
тентных идеалов, но сейчас этот термин означает другое понятие.

В этой же статье [2] доказывается теорема о том, что в ограниченном коммутативном
кольце топологический радикал Бэра совпадает с множеством топологически нильпотентных
элементов.

Для обобщения этой теоремы нам понадобится понятие дуального кольца. В [3] были вве-
дены дуальные кольца как кольца, в которых каждый односторонний идеал является двусто-
ронним. Позже дуальные кольца исследовались в [4], где было дано следующее определение:
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Определение 2. [4] Кольцо 𝑅 называется дуальным слева (справа), если ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∃ 𝑐 ∈
∈ 𝑅 : 𝑎𝑏 = 𝑐𝑎; справа; ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∃ 𝑑 ∈ 𝑅 : 𝑎𝑏 = 𝑏𝑑. Если кольцо дуально и слева, и справа, оно
называется дуальным.

Например, все тела являются дуальными кольцами.
Известный факт, что если кольцо дуально слева, то всякий левый идеал этого кольца

является двусторонним. Это следует из того, что если 𝜌 — левый идеал кольца 𝑅, 𝑥 ∈ 𝜌,
𝑟 ∈ 𝑅, тогда найдётся 𝑦 ∈ 𝑅 : 𝑥𝑟 = 𝑦𝑥 ∈ 𝜌.

Лемма 1. Если кольцо 𝑅 дуально слева, то для любого натурального числа 𝑛 и элементов
из кольца 𝑎, 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛 найдется элемент 𝑑 ∈ 𝑅 такой, что

𝑎 · 𝑟1 · 𝑎 · 𝑟2 · 𝑎 · . . . · 𝑎 · 𝑟𝑛 = 𝑑𝑎𝑛.

Доказательство. Докажем методом математической индукции. При 𝑛 = 1 по дуальности
слева существует 𝑑 ∈ 𝑅 такой, что 𝑎 · 𝑟1 = 𝑑 · 𝑎. Пусть утверждение верно для 𝑛 − 1. Тогда
найдётся 𝑥 ∈ 𝑅 такое, что

𝑎 · 𝑟2 · 𝑎 · 𝑟3 · 𝑎 · . . . · 𝑎 · 𝑟𝑛 = 𝑥𝑎𝑛−1.

Поэтому
𝑎 · 𝑟1 · 𝑎 · 𝑟2 · 𝑎 · . . . · 𝑎 · 𝑟𝑛 = 𝑎𝑟1𝑥𝑎

𝑛−1

Так как кольцо 𝑅 дуально слева, то найдётся такое 𝑑, что 𝑎 · 𝑟1 · 𝑥 = 𝑑𝑎. Итак,

𝑎 · 𝑟1 · 𝑎 · 𝑟2 · 𝑎 · . . . · 𝑎 · 𝑟𝑛 = 𝑑𝑎𝑛

2

Лемма 2. Множество 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) всех топологически нильпотентных элементов ограни-
ченного справа (слева) дуального слева (справа) кольца является замкнутым идеалом.

Доказательство. Если 𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅), то очевидно, что −𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅).
Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). Докажем, что 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). Пусть 𝑉 — окрестность нуля в 𝑅.

В силу ограниченности справа кольца найдётся такая симметричная окрестность 𝑉1, что
𝑅 · 𝑉1 +𝑅 · 𝑉1 ⊆ 𝑉 . Также найдутся натуральные числа 𝑛1 и 𝑛2 такие, что 𝑎𝑛1 ∈ 𝑉1 и 𝑏𝑛2 ∈ 𝑉1.
Тогда

(𝑎+ 𝑏)𝑛1+𝑛2 =

𝑛1+𝑛2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑖1+...+𝑖𝑘+1=𝑛1+𝑛2−𝑘

𝑎𝑖1𝑏𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑎𝑖𝑘+1

Заметим, что все мономы в этой сумме содержат либо не меньше 𝑛1 штук множителей 𝑎, либо
не меньше 𝑛2 штук множителей 𝑏. Благодаря Лемме 1 первые такие слагаемые всегда лежат
в 𝑅𝑎𝑛1 , а вторые в 𝑅𝑏𝑛2 . Таким образом, (𝑎 + 𝑏)𝑛1+𝑛2 ∈ 𝑅𝑎𝑛1 + 𝑅𝑏𝑛2 ⊆ 𝑅 · 𝑉1 + 𝑅 · 𝑉1 ⊆ 𝑉 .
Следовательно, 𝑎+ 𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅).

Пусть 𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). Докажем, что 𝑟𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) для любого 𝑟 ∈ 𝑅. Пусть 𝑉 — окрестность
нуля в 𝑅. Ввиду ограниченности справа кольца 𝑅 найдётся такая окрестность нуля 𝑉2 в 𝑅,
что 𝑅 · 𝑉2 ⊆ 𝑉 . Существует натуральное 𝑛 такое, что 𝑎𝑛 ∈ 𝑉2. По лемме 1 найдётся такое
𝑥 ∈ 𝑅, что (𝑟𝑎)𝑛 = 𝑟 · (𝑎𝑟)𝑛−1 · 𝑎 = 𝑥𝑎𝑛. Таким образом, (𝑟𝑎)𝑛 ∈ 𝑅 · 𝑉2 ⊆ 𝑉 .

Итак, 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) является левым идеалом, а в силу дуальности слева будет двусторонним
идеалом.

Покажем, что 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) является замкнутым идеалом. Пусть 𝑥 ∈ [𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)], 𝑉 — произвольная
окрестность нуля. Тогда найдётся окрестность нуля 𝑉3 кольца 𝑅 такая, что 𝑉3 + 𝑅 · 𝑉3 ⊆ 𝑉 .
Так как 𝑥 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)+𝑉3, то найдутся элементы 𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) и 𝑣 = 𝑥−𝑎 ∈ 𝑉3. Пусть натуральное
число 𝑛 таково, что 𝑎𝑛 ∈ 𝑉3. Тогда, учитывая дуальность слева кольца и Лемму 1, получаем
𝑥𝑛 = (𝑎+ 𝑣)𝑛 ∈ 𝑎𝑛 +𝑅𝑣 ⊆ 𝑉3 +𝑅 · 𝑉3. Таким образом, [𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)] ⊆ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). 2
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Лемма 3. В ограниченном справа (слева) дуальном слева (справа) кольце 𝑅 фактор-
кольцо 𝑅/𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) не содержит ненулевых топологически нильпотентных элементов.

Доказательство. Пусть 𝑥̄ ∈ 𝑅/𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) – топологически нильпотентный элемент и 𝑥 – неко-
торый прообраз элемента 𝑥̄ в 𝑅. Пусть 𝑉 – произвольная окрестность нуля в 𝑅. Возьмем такую
окрестность нуля 𝑉1, что 𝑅 · 𝑉1 + 𝑅 · 𝑉1 ⊆ 𝑉 . В силу топологической нильпотентности 𝑥̄ най-
дётся такое 𝑛, что 𝑥𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)+𝑉1. Пусть элементы 𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅), 𝑏 ∈ 𝑉1 таковы, что 𝑥𝑛 = 𝑎+ 𝑏.
Пусть 𝑚 – индекс нильпотентности 𝑎 относительно 𝑉1, тогда имеет место разложение

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−𝑛𝑚(𝑥𝑛)𝑚 = 𝑥𝑖−𝑛𝑚(𝑎+ 𝑏)𝑚, ∀𝑖 > 𝑛𝑚.

Действуем как в доказательстве предыдущей леммы

(𝑎+ 𝑏)𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑚 +𝑅𝑏

Следовательно,

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−𝑛𝑚(𝑎+ 𝑏)𝑚 ∈ 𝑅𝑎𝑚 +𝑅𝑏 ⊆ 𝑅 · 𝑉1 +𝑅 · 𝑉1 ⊆ 𝑉, ∀𝑖 > 𝑛𝑚.

В силу произвольности 𝑉 , 𝑥 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). Следовательно 𝑥̄ = 0. 2

Теорема 1. В ограниченном справа (слева) дуальном слева (справа) кольце 𝑅 топологи-
ческий радикал Бэра совпадает с множеством всех топологически нильпотентных элемен-
тов.

ℒ(𝑅) = 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅).

Доказательство. Ещё Арнаутовым В.И. в статье [2] упоминается очевидный факт, что если
кольцо не содержит Σ-нильпотентных идеалов, то оно ℒ-полупросто. Из леммы 2 и леммы 3
получаем, что ℒ(𝑅) ⊆ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅).

Пусть 𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅), а 𝑉 — окрестность нуля в 𝑅. Ввиду ограниченности справа кольца 𝑅
найдётся такая окрестность нуля 𝑉1 в 𝑅, что 𝑅 ·𝑉1 ⊆ 𝑉 . Существует натуральное 𝑛 такое, что
𝑎𝑛 ∈ 𝑉1. По Лемме 1 найдётся такое 𝑥 ∈ 𝑅, что (𝑟𝑎)𝑛 = 𝑥𝑎𝑛. Таким образом, получаем, что
(𝑅𝑎)𝑛 ⊆ 𝑅 · 𝑉1 ⊆ 𝑉 , а значит, 𝑅𝑎 ⊆ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). По доказанному в лемме 2 подмножество 𝑅𝑎 яв-
ляется двусторонним идеалом, а значит, Σ-нильпотентным идеалом. Поэтому 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) ⊆ ℒ(𝑅).
2

3. Топологически ниль-армендарицевые кольца

Определение 3 ([5], Definition 1.1.). Кольцо 𝑅 называется армендарицевым, если для
любых многочленов 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] выполняется условие:

𝑓𝑔 = 0 ⇒ 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓) ∀𝑏𝑗 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑔).

Здесь 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓) обозначает множество коэффициентов многочлена 𝑓 из кольца 𝑅.

Кольца названы в честь Е. Армендарица, который показал, что приведенные кольца, то
есть кольца без ненулевых нильпотентных элементов, обладают этим свойством (см. лемма 1
в [5]). Кольцо 𝑅 называется ниль-армендарицевым (см. [6]), если ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑥] выполняется
условие: 𝑓𝑔 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)[𝑥] ⇒ 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅), ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓) ∀𝑏𝑗 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑔).

Определение 4. Назовём кольцо 𝑅 топологически ниль-армендарицевым, если ∀𝑓, 𝑔 ∈
∈ 𝑅[𝑥] выполняется импликация:

𝑓𝑔 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)[𝑥] ⇒ 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅), ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓) ∀𝑏𝑗 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑔).
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Теорема 2. Пусть 𝑅 — ограниченное справа (слева) дуальное слева (справа) кольцо.
Тогда кольцо 𝑅 топологически ниль-армендарицево.

Доказательство. Из леммы 2 следует, что 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) является замкнутым идеалом. Положим
𝑅̄ = 𝑅/𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). Рассмотрим естественный гомоморфизм 𝜙 : 𝑅 ↦→ 𝑅̄. Кольцо 𝑅̄ не содержит
топологически нильпотентных элементов, а значит является приведённым. По лемме 1 из [5]
кольцо 𝑅̄ является армендарицевым. Следовательно, для любых 𝑎 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓) и 𝑏 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑔)
выполняется 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏) = {0}. А значит 𝑎𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅). 2

Следствие 1. Дуальное слева (справа) ограниченное справа (слева) кольцо 𝑅 удовлетво-
ряет условию:

∀𝑓1...𝑓𝑛 ∈ 𝑅[𝑥] : 𝑓1 · ... · 𝑓𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅)[𝑥] ⇒ 𝑎1 · ... · 𝑎𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑡(𝑅) ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑓𝑖).

4. Заключение

Доказательства теорем 1 и 2 опираются на ключевую лемму 2, утверждающую, что все то-
пологически нильпотентные элементы ограниченного справа (слева) и дуальное слева (справа)
кольца образуют замкнутый идеал.

Заметим, что в случае произвольного топологического даже коммутативного кольца это
неверно. Достаточно рассмотреть кольцо действительных чисел с интервальной топологией.
Известно, что существуют дискретные кольца, в которых множество всех нильпотентных эле-

ментов не является идеалом. Например, в кольце матриц 𝑀2(R) элементы 𝑥 =

(︂
0 1
0 0

)︂
и

𝑦 =

(︂
0 0
1 0

)︂
нильпотентны, но элемент 𝑥+ 𝑦 не является нильпотентным. Таким образом, оба

условия в формулировке леммы существенны.
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