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Аннотация

В работе исследуется применимость правила Рунге для оценки равномерной погрешно-
сти тригонометрической интерполяции ‖𝑓 −𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓‖ на параллелепипедальных сет-
ках Коробова. В качестве индикатора погрешности предложено сравнение интерполянта
с его значениями на сдвинутой параллелепипедальной сетке 𝑀(Λ)2𝑁 : индикатор сводит-
ся к одному обратному БПФ длины 2𝑁 и имеет ту же сложность, что и интерполяция.
На тестовых функциях из классов Коробова 𝐸2

2 и 𝐸∞
2 показано, что отношение точной

погрешности к Рунге-индикатору устойчиво по 𝑁 .
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Abstract

We study the applicability of Рунге’s rule for estimating the uniform interpolation error
‖𝑓 −𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓‖ for two-dimensional trigonometric interpolation on Korobov parallelepipe-
dal grids. As a indicator we propose comparing the interpolant against its values on the shifted
parallelepipedal grid 𝑀(Λ)2𝑁 : the indicator reduces to a single inverse FFT of length 2𝑁 and
has the same cost as the interpolation. On test functions from the Korobov classes 𝐸2

2 and 𝐸
∞
2 ,

the ratio of the exact error to the Рунге indicator is found to be stable in 𝑁 ..
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1. Введение

Параллелепипедальные сетки Коробова [1] обеспечивают оптимальные оценки погрешно-
сти квадратурных формул для классов периодических функций. Те же сетки служат для
интерполяции: 𝑠-мерное приближение 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓 строится как тригонометрический по-
лином, гармоники которого выбираются по полной системе вычетов 𝑀*(Λ), а коэффициен-
ты определяются дискретным преобразованием Фурье длины 𝑁 значений 𝑓 в узлах сетки.
В работах [2, 3] установлено, что многомерная Фурье-интерполяция по параллелепипедаль-
ной сетке сводится к одномерной Фурье-интерполяции, что даёт вычислительноую сложность
𝑂(𝑁 log𝑁).

Прямое измерение погрешности 𝛿𝐺(𝑁) = ‖𝑓 −𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓‖ вычислительно крайне слож-
но.

В настоящей работе предложен индикатор 𝛿𝑅(𝑁), реализующий правило Рунге для ин-
терполяции: погрешность измеряется на удвоенной параллелепипедальной сетке 𝑀(Λ)2𝑁 за
одно обратное БПФ длины 2𝑁 , со сложностью 𝑂(𝑁 log𝑁), совпадающей со сложностью самой
интерполяции. На функциях из классов Коробова 𝐸2

2 и 𝐸∞
2 отношение точной погрешности

𝛿𝐺(𝑁) к индикатору 𝛿𝑅(𝑁) устойчиво по 𝑁 .

2. Постановка задачи

Пусть 𝑠 = 2, 𝑁 ∈ N, и 𝑎 ∈ {1, . . . , 𝑁 − 1} взаимно прост с 𝑁 . Параллелепипедальная сетка

𝑀(𝑎,𝑁) =
{︀(︀

𝑘
𝑁 ,
{︀
𝑎𝑘
𝑁

}︀)︀
: 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1

}︀
⊂ T2, (1)

а Λ(𝑎,𝑁) = {𝑚 ∈ Z2 : 𝑚1 + 𝑎𝑚2 ≡ 0 (mod 𝑁)} — решётка решений соответствующего линей-
ного сравнения. Интерполяционный многочлен 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓 записывается в виде [2]

𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓 (𝑥) =
∑︁

𝑚∈𝑀*
𝐻(Λ)

𝑐𝑚 𝑒
2𝜋𝑖⟨𝑚,𝑥⟩, 𝑐𝑚 =

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑓*
(︁

𝑗
𝑁

)︁
𝑒−2𝜋𝑖(𝑚1+𝑎𝑚2)𝑗/𝑁 , (2)

где 𝑓*(𝑡) = 𝑓(𝑡, {𝑎𝑡}), а 𝑀*
𝐻(Λ) ⊂ Z2 — минимальная гиперболическая система вычетов ре-

шётки линейного сравнения Z2/Λ.
Функция 𝑓 принадлежит классу Коробова 𝐸𝛼

2 , 𝛼 > 1, если её коэффициенты Фурье удо-
влетворяют оценке |𝑓𝑚| ⩽ 𝐶(𝑓) (𝑚̄1𝑚̄2)

−𝛼. Тогда [5]

sup
𝑓∈𝐸𝛼

2

⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓‖ ⩽ 𝐶(𝛼)

(ln𝑁)𝛼

𝑁𝛼
. (3)
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Введём две оценки погрешности интерполяции:

� точная оценка 𝛿𝐺(𝑁) = max𝑥∈[0,1)2
⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓 (𝑥)

⃒⃒
.

В численных экспериментах будем оценивать ее с помощью приближения 𝛿𝐺*(𝑁) =
= max𝑥∈𝐺𝑅×𝐺𝑅]

⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓 (𝑥)

⃒⃒
, где 𝐺𝑅 = {𝑙/𝑅 : 0 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑅}, 𝑅 ∼ 104;

� Рунге-индикатор 𝛿𝑅(𝑁) = max𝑦∈𝑀(Λ)2𝑁

⃒⃒
𝑓(𝑦)− 𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓𝑓(𝑦)

⃒⃒
, где

𝑀(Λ)2𝑁 =
{︁(︁

2𝑘+1
2𝑁 ,

{︁
𝑎(2𝑘+1)

𝑁

}︁)︁
: 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1

}︁
(4)

— сдвинутая параллелепипедальная сетка, являющаяся разностью сеток 𝑀(2𝑎, 2𝑁) и
𝑀(𝑎,𝑁).

3. Сведение Рунге-индикатора к обратному БПФ

Подставляя 𝑦𝑘 = ((2𝑘 + 1)/(2𝑁), 𝑎(2𝑘 + 1)/𝑁 mod 1) в (2), получаем

𝑚1 · 𝑦𝑘,1 +𝑚2 · 𝑦𝑘,2 =
(𝑚1 + 2𝑎𝑚2)(2𝑘 + 1)

2𝑁
(mod 1).

Положим 𝑞𝑚 = (𝑚1 + 2𝑎𝑚2) mod 2𝑁 и

𝐶[𝑞] =
∑︁

𝑚∈𝑀*
𝐻 : 𝑞𝑚=𝑞

𝑐𝑚, 𝑞 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1.

Тогда значения интерполянта на 𝑀(Λ)2𝑁 это

𝑆𝑀(Λ),𝑀*(Λ),𝑓𝑓(𝑦𝑘) =
2𝑁−1∑︁
𝑞=0

𝐶[𝑞] 𝑒2𝜋𝑖
𝑞(2𝑘+1)

2𝑁 = 2𝑁 ·
[︀
iDFT2𝑁 (𝐶)

]︀
2𝑘+1

, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1, (5)

то есть нечётные позиции обратного дискретного преобразования Фурье длины 2𝑁 массива
𝐶. Вычисление 𝛿𝑅(𝑁) требует одного БПФ длины 2𝑁 и 𝑁 дополнительных обращений к 𝑓 в
узлах 𝑀(Λ)2𝑁 , общей стоимостью 𝑂(𝑁 log𝑁).

4. Численный эксперимент

Эксперимент проведён для двух тестовых функций 𝑓 : T2 → R:

ℎ2(𝑥) = 9 (1− 2𝑥1)
2(1− 2𝑥2)

2, ℎ2 ∈ 𝐸2
2 ;

𝑔(𝑥) =
(︀
2,5− cos 2𝜋(𝑥1 − 𝑥2)− cos 2𝜋(𝑥1 + 𝑥2)

)︀−1
, 𝑔 ∈ 𝐸∞

2 .

ℎ2 — функция из 𝐶0, но не 𝐶1 периодическим продолжением (разрыв первой производной
на границе); функция 𝑔 — функция с экспоненциальным убыванием коэффициентов Фурье.
Параметры сетки заданы фибоначчиевыми парами (𝑎,𝑁) = (𝐹𝑘, 𝐹𝑘+2), 𝑘 = 10, . . . , 22 [4].
Точная оценка 𝛿𝐺(𝑁) вычисляется как максимум по объединению нескольких равномерных
сеток 𝐺×𝐺, (𝐺 ∼ 104). Результаты приведены в таблице 1. Наблюдаемая константа правила

Рунге имеет порядок
𝛿𝐺

𝛿𝑅
≈ 2.
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Таблица 1: Скорость сходимости погрешности и Рунге-константа на тестовых функциях.
Регрессия 𝛿𝐺 = 𝑘 𝛿𝑅 через начало координат; 𝜌 = 𝛿𝐺/𝛿𝑅 — эмпирическое отношение по всем

𝑁 .

Функция Класс 𝛿𝑅 ∼ 𝑁−𝛼𝑅 𝛿𝐺 ∼ 𝑁−𝛼𝐺 𝑘 𝜌 𝜌max

ℎ2 𝐸2
2 𝛼𝑅 ≈ 0,81 𝛼𝐺 ≈ 0,82 2,32 2,31 2,60

𝑔 𝐸∞
2 сверхстепенная сходимость 1,45 1,57 2,07

Рис. 1: Слева — степенная сходимость 𝛿𝑅(𝑁) (сплошные линии, кружки) и 𝛿𝐺(𝑁) (пунктир,
квадраты) в логарифмических координатах для функций ℎ2, 𝑡, 𝑔. Справа — линейная
регрессия 𝛿𝐺 = 𝑘 𝛿𝑅 через начало координат в логарифмических координатах; угловые

коэффициенты 𝑘 совпадают с приведёнными в таблице 1.

5. Заключение

Для двумерной тригонометрической интерполяции на параллелепипедальных сетках Ко-
робова предложен индикатор 𝛿𝑅(𝑁), реализующий правило Рунге через сдвинутую сетку
𝑀(Λ)2𝑁 . Сложность индикатора 𝑂(𝑁 log𝑁) совпадает со сложностью самой интерполяции.

На функциях из классов 𝐸2
2 и 𝐸∞

2 отношение точной погрешности 𝛿𝐺(𝑁) к Рунге-

индикатору 𝛿𝑅(𝑁) устойчиво по 𝑁 и приближенно равно
𝛿𝐺

𝛿𝑅
≈ 2. На практике это позволяет

использовать 𝛿𝑅(𝑁) как индикатор точности при выборе размера сетки в численных экспери-
ментах.
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