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Аннотация

Пусть 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚 – попарно взаимно простые натуральные числа. Рассмотрим последо-

вательности целых чисел 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 удовлетворяющие условиям

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, . . .

Будем считать, что выполнены следующие условия.

1) Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть 𝑎
(1,𝑗)
𝑛 = 1 для всех 𝑛.

2) Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть векторы
(︁
𝑎
(𝑘,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(𝑘,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
, 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 линейно

независимы с вектором
(︁
𝑎
(1,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(1,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
= (1, . . . , 1).

Обозначим

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 . (1)

Проведённые эксперименты показали хорошие статистические свойства последователь-
ностей двоичных цифр значений этих функций. Результаты экспериментов приведены в
статье.
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Abstract

Let 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚 be pairwise coprime natural numbers. Consider the sequences of integers

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 that satisfy the conditions

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, . . .

We assume that the following conditions are met:

1) For each 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 let 𝑎
(1,𝑗)
𝑛 = 1 for all 𝑛.

2) For each 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 let the vectors be
(︁
𝑎
(𝑘,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(𝑘,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
, 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 are linearly

independent with the vector
(︁
𝑎
(1,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(1,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
= (1, . . . , 1).

Denote

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 . (2)

The experiments conducted demonstrated good statistical properties of the binary digit
sequences of these function values. The experimental results are presented in the article.

Keywords: almost polyadic numbers, pseudorandom numbers

Bibliography: 15 titles.

For citation:

Chirskii, V. G., Nesterenko, A.Yu., Matveev, V.Yu. 2026, “An approach to constructing a sequence
of pseudo-random numbers based on the expansions of 𝐸–functions with periodic coefficients” ,
Chebyshevskii sbornik, vol. 27, no. 2, pp. 118–127.



120 В. Г. Чирский, А. Ю. Нестеренко, В. Ю. Матвеев

1. Основной результат

Пусть 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚 попарно взаимно простые натуральные числа. Рассмотрим последова-
тельности целых чисел 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 удовлетворяющие условиям

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, . . .

Будем считать, что выполнены следующие условия:

1) Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть 𝑎(1,𝑗)𝑛 = 1 для всех 𝑛.

2) Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть векторы
(︁
𝑎
(𝑘,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(𝑘,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
, 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 линейно неза-

висимы с вектором
(︁
𝑎
(1,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(1,𝑗)
𝑇𝑗−1

)︁
= (1, . . . , 1).

Обозначим

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 . (3)

В работе [1] доказана теорема:

Пусть целые числа 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, . . . удовлетворяют сформу-
лированным выше условиям. Тогда функции

1, 𝑒𝛾 , 𝐹𝑗,𝑘 (𝑧) , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗

линейно независимы над C (𝑧) и для любого рационального 𝛾 ̸= 0 числа

1, 𝑒𝛾 , 𝐹𝑗,𝑘 (𝛾) , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 (4)

линейно независимы. Для любой ненулевой линейной формы

𝐿 (1, 𝑒𝛾 , 𝐹1,2 (𝛾) , . . . , 𝐹1,𝑇1 (𝛾) , . . . , 𝐹𝑚,2 (𝛾) , . . . , 𝐹𝑚,𝑇𝑚 (𝛾))

с целыми коэффициентами, не превосходящими по абсолютной величине числа 𝐻 и любого 𝜀,
0 < 𝜀 < 1

2 существует эффективная постоянная 𝑏 > 0, зависящая от числа 𝜀 и чисел (4) такая,
что

|𝐿 (1, 𝑒𝛾 , 𝐹1,2 (𝛾) , . . . , 𝐹1,𝑇1 (𝛾) , . . . , 𝐹𝑚,2 (𝛾) , . . . , 𝐹𝑚,𝑇𝑚 (𝛾))| > 𝑏𝐻𝑚−1−𝑇1−...−𝑇𝑚 .

Были построены наборы линейно незавичимых векторов 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗
удовлетворяющиx условиям

𝑎𝑛
(𝑘,𝑗) = 𝑎𝑛+𝑇𝑗

(𝑘,𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, . . .

размером 3 × 3, 5 × 5 и вычислены суммы вида
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛! . Вычисленные суммы были пере-

ведены в двоичный вид и подвергнуты испытаниям с помощью статистического пакета NIST.
Для преобразования целой части числа полученных частичных сумм в двоичный вид, це-

лая часть числа последовательно делилась на 2 с остатком, пока результат деления не стано-
вился равным нулю. Полученные при делении остатки – цифры нужного числа записывались
начиная с последнего остатка.
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Для преобразования дробной части числа полученных частичных сумм в двоичный вид,
дробная часть числа последовательно умножалась на основание системы – 2 до тех пор, пока
целая часть числа не становилась равной 1.0. Если в результате умножения снова появлялись
целые части, они повторно обращались в нуль, предварительно запомнив значение получив-
шейся целой части. Операция заканчивалась, когда дробная часть полностью обращалась в
нуль.

Для теста использовалась последовательность из совмещенных двоичных последователь-
ностей целой и дробной частей.

В приведенных ниже таблицах в правом столбце стоят дроби вида 𝑝/𝑞, где 𝑞–количество
выборок двоичных последовательностей, 𝑝 – минимальное значение проходимости для каж-
дого статистического теста, за исключением теста на случайное отклонение (вариант). Мини-
мальное значение проходимости для теста на случайное отклонение (вариант) не определено.
При проведении тестов размер выборки не превосходил 1500000 двоичных знаков, количество
выборок равно 8.

Выбраны наихудшие результаты прохождения тестов.

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (6, 5, 9)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 9/10

Rank 10/10

FFT 10/10

NonOverlappingTemplate 8/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 9/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 10/10
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𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (9, 4, 6)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 10/10

NonOverlappingTemplate 8/10

OverlappingTemplate 9/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 10/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 10/10

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (1, 1, 1, 1, 1)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 10/10

NonOverlappingTemplate 8/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 9/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 10/10
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𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (4, 5, 1, 4, 2)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 9/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 9/10

CumulativeSums 9/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 9/10

NonOverlappingTemplate 9/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 9/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 9/10

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (8, 7, 5, 7, 5)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 9/10

FFT 10/10

NonOverlappingTemplate 9/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 10/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 8/10
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𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (2, 6, 2, 2, 1)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 9/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 9/10

CumulativeSums 9/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 9/10

NonOverlappingTemplate 9/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 9/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10

LinearComplexity 9/10

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = (9, 6, 3, 1, 8)

Наименование в пакете NIST
∑︀100

𝑛=1
𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 9/10

CumulativeSums 9/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 9/10

NonOverlappingTemplate 8/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 10/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 9/10

LinearComplexity 10/10
Для проверки совокупного качества полученных последовательностей цифр все эти три

последовательности были совмещены в одну (просто поставлены одна за другой) и снова под-
вергнуты проверке с помощью тестов NIST.
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𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 =

⎛⎝1 1 1
6 5 9
9 4 6

⎞⎠
Наименование в пакете NIST

∑︀100
𝑛=1

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 10/10

NonOverlappingTemplate 9/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 10/10

RandomExcursions 1/1

RandomExcursionsVariant 1/1

Serial 10/10

LinearComplexity 9/10

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1 1
5 4 1 4 2
8 7 5 7 5
2 6 2 2 1
9 6 3 1 8

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Наименование в пакете NIST

∑︀100
𝑛=1

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛
𝑛!

Frequency 10/10

BlockFrequency 10/10

CumulativeSums 10/10

CumulativeSums 10/10

Runs 10/10

LongestRun 10/10

Rank 10/10

FFT 9/10

NonOverlappingTemplate 9/10

OverlappingTemplate 10/10

Universal 10/10

ApproximateEntropy 10/10

RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 9/10

LinearComplexity 9/10

2. Заключение

Отметим что специально выбраны наихудшие из результатов испытаний и даже они ока-
зались весьма хорошими. Кроме приведённых выше примеров, были проведены числовые экс-
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перименты с различными 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑁 и они также дали хорошие результаты.
В работе [7] были рассмотрены ряды вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛 · 𝑛! с хорошими статистическими свой-

ствами и простотой получения частичных сумм.
Планируется расширить класс рассматриваемых объектов и получить новые источники

хороших псевдослучайных чисел.
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