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Аннотация

Получена асимптотическая формула для числа представлений достаточно большого
натурального числа 𝑁 в виде

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁

при условиях ⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑖𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁

5
8+𝜀, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 ,

где 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 и 𝑁 — попарно взаимно простые натуральные числа, а 𝐵𝑖 — произвольные
фиксированные положительные числа.

Ранее аналогичная асимптотическая формула была доказана при условии

𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60.
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Abstract

An asymptotic formula is obtained for the number of representations of a sufficiently large
natural number 𝑁 in the form

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁

under the conditions ⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑖𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁

5
8+𝜀, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 ,

where 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 and 𝑁 are pairwise coprime natural numbers, and 𝐵𝑖 are arbitrary fixed positive
constants.

Previously, a similar asymptotic formula was established under the condition

𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60.
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1. Введение

Тернарная проблема Гольдбаха с почти равными слагаемыми формулируется следующим
образом: любое достаточно большое нечётное число 𝑁 представимо в виде

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, (1)
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с возможно меньшим значением 𝐻 = 𝑁 𝜃, 𝜃 < 1, где 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3 — простые числа.
Тернарную проблему Гольдбаха с почти равными слагаемыми впервые решил К. В. Ха-

зелгров [1] при условии

𝜃 ⩾
63

64
+ 𝜀.

В 1991 г. Т. Жан [2], доказал асимптотическую формулу для тернарной проблемы Гольдбаха
с почти равными слагаемыми с наилучшим на сегодняшний день показателем:

𝜃 ⩾
5

8
+ 𝜀.

Определение 1. Обобщением тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слага-
емыми называется задача о представлении достаточно большого натурального числа 𝑁 в
виде тернарной линейной формы с почти равными слагаемыми:

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑖𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, (2)

где неизвестные 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3 являются простыми числами, а коэффициенты — возрастающи-
ми функциями параметра 𝑁 .

Обобщение тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слагаемыми впервые иссле-
довали З. Х. Рахмонов, И. Аллаков и Б. Х. Абраев [3, 4]. Они доказали, что если 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3,
𝑁 — попарно взаимно простые натуральные числа, 𝑁 > 𝑁0, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 — произвольные
фиксированные положительные числа, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 , то при

𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60 (3)

для числа решений диофантова уравнения (2) в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3 справедлива асимп-
тотическая формула.

Основным результатом этой работы является новая теорема об асимптотической формуле
в обобщении тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слагаемыми при условии, что
коэффициенты 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 не превосходят произвольной фиксированной положительной степени
логарифма от числа 𝑁 , и условие (3) в работах [3, 4] заменяется на 𝐻 ⩾ 𝑁

5
8
+𝜀.

Теорема 1. Пусть 𝑏1, 𝑏2 𝑏3, 𝑁 — попарно взаимно простые натуральные числа, 𝑁 > 𝑁0,
𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 — произвольные фиксированные положительные числа, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 , 𝐼(𝑁,𝐻) —
число решений диофантова уравнения

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑖𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻,

в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3, 𝜀 — положительная сколь угодно малая постоянная. Тогда при
𝐻 ⩾ 𝑁

5
8
+𝜀 справедлива асимптотическая формула:

𝐼(𝑁,𝐻) =
3S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3 (ln𝑁)3
+𝑂

(︂
𝐻2 ln ln𝑁

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)4

)︂
,

S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)3

)︂ ∏︁
𝑝|𝑏1𝑏2𝑏3𝑁

(︂
1− 1

𝑝2 − 3𝑝+ 3

)︂
,

причём особый ряд S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) абсолютно сходится и S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) > 1.
Теорема 1 доказывается круговым методом Харди, Литтлвуда, Рамануджана в фор-

ме тригонометрических сумм И. М. Виноградова в соединение с методом доказательства
работ [5, 6, 7]. Основные утверждения, позволившие получить новую границу параметра
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𝐻 ⩾ 𝑁
5
8
+𝜀, содержатся в теоремах 2 и 3. В этих теоремах для специальных коротких ли-

нейных тригонометрических сумм с простыми числами:

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛),

где параметр 𝑏 возрастающая функция относительно 𝑥, получены соответственно нетривиаль-
ная оценка в малых дугах и асимптотическая формула в больших дугах.

Тригонометрическая сумма 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах впервые была изучена в работах [3,
4]. Воспользовавшись элементарным методом оценок тригонометрических сумм И. М. Вино-
градова, а также методами работы [8, 9] в малых дугах m(L 4𝐴+82

𝑥 ), при 𝜏 = 𝑦2𝑥−1L −4𝐴−82
𝑥 ,

была доказана нетривиальная оценка вида

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

, 𝑦 ⩾ 𝑏𝑥
2
3 L

8
3
𝐴+52

𝑥 , 𝑏 ⩽ L 𝐵
𝑥 , (4)

где 𝐴 и 𝐵 — абсолютные постоянные.
Для характера Дирихле 𝜒 по модулю 𝑞, фиксированного натурального числа 𝑛 и веще-

ственного параметра 𝜆 функцию

𝜓𝑛(𝑢, 𝜒, 𝜆) =
∑︁
𝑚⩽𝑢

Λ(𝑚)𝜒(𝑚)𝑒(𝜆𝑚𝑛), (5)

которая при 𝜆 = 0 совпадает с обычной функцией Чебышёва, называют функцией Чебышёва
с экспоненциальным весом степени 𝑛. Воспользовавшись методами исследования средних зна-
чений функций Чебышёва по всем характерам Дирихле заданного модуля [10, 11, 12, 13, 14,
15, 16], а также по всем примитивным характерам Дирихле, модули которых не превосходят
заданной величины [17, 18], для средних значений функций 𝜓𝑛(𝑢, 𝜒, 𝜆) в коротких интервалах
по всем характерам Дирихле по модулю 𝑞:

𝑡𝑛(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) =
∑︁

𝜒 mod 𝑞

|𝜓𝑛(𝑥, 𝜒, 𝑏𝜆)− 𝜓𝑛(𝑥− 𝑦, 𝜒, 𝑏𝜆)| , (6)

в работах [19, 20] при условиях 𝑦 ⩾
√
𝑥(ln(𝑥𝑞))2, 𝑞 ⩽ 𝑥3𝑦−3, |𝜆| ⩽ (𝑥𝑛−2𝑦2)−1 и 𝑛 ⩾ 1 получена

равномерная по параметрам оценка

𝑡𝑛(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) ≪ 𝑥
1
2
+ 3

10
𝜀𝑞 + 𝑥

𝑛
3
+ 3

10
𝜀𝑦

1
2 𝑞|𝜆|

1
3 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 𝑞

1
2 (ln(𝑥𝑞))30 + 𝑦(ln(𝑥𝑞))30. (7)

Эта оценка в линейной случае 𝑛 = 1 ранее была получена в работах [21, 22, 23].
Из оценки (7) для коротких тригонометрических сумм с простыми числами при 𝜃 ⩾ 0,6,

𝑞 ⩽ 𝑥3−3𝜃, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝑞𝛼− 𝑎| ⩽ 𝑥−𝑛+2−2𝜃𝑞 следует оценка (см. [19, 20], теорема 2)∑︁
𝑥−𝑥𝜃<𝑚⩽𝑥

Λ(𝑚)𝑒(𝛼𝑚𝑛) ≪ 𝑥
2
3
− 1

6
𝜃+ 1

3
𝜀𝑞

1
2 +

(︁
𝑥

3
10

+0,5𝜃 + 𝑥𝜃𝑞−
1
2

)︁
(𝜏(𝑞))

ln𝑛
ln 2 L 31

𝑥 , L𝑥 = ln𝑥,

которая, в частности, является нетривиальной при 𝜃 > 0,6 + 2
7𝜀, если 𝑃 ⩽ 𝑞 ⩽ min(𝑥

1
15 , 𝑥3−3𝜃)

и 𝑃 ⩾ L
66
1−𝜀
𝑥 . Это усиливает оценки, ранее полученные А. В. Кумчевым [24], Б. Хуаном [25] и

З. Х. Рахмоновым и Ф. З. Рахмоновым [26, 27].
Оценка (7) позволяет также получить в малых дугах равномерную по параметрам оценку

специальных коротких линейных тригонометрических сумм с простыми числами 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦),
следствием которого является нетривиальную оценку для более коротких сумм по сравнению
с оценкой (4).
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Теорема 2. Пусть 𝑦 > 𝑥
3
5 L 62

𝑥 , 𝛼 — вещественное число, а целые числа 𝑎 и 𝑞 удовле-
творяют условиям

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞1 =

𝑞

(𝑏, 𝑞)
⩽
𝑥3

𝑦3
, |𝑏𝜆| ⩽ 𝑥

𝑦2
.

Тогда для всякого 𝜀 > 0 имеет место оценка

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝑞

1
2
1 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝑞

1
2
1 |𝑏𝜆|

1
3 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦𝑞
− 1

2
1 L 31

𝑥 ,

где постоянная под знаком Виноградова зависит от 𝜀.

Следствие 1. Пусть 𝑏 — натуральное число, ℎ ⩾ 1 — вещественное число, 𝑥
3
5 L 62

𝑥 <

< 𝑦 ⩽ 𝑥
4
5ℎ

1
5 , 𝛼 — вещественное число, а целые числа 𝑎 и 𝑞 удовлетворяют условиям

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑏ℎ < 𝑞 ⩽ 𝜏 |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥ℎ
, 𝑞1 =

𝑞

(𝑏, 𝑞)
, 𝑏1 =

𝑏

(𝑏, 𝑞)
.

Тогда для всякого 𝜀 > 0 имеет место оценка

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝑞

1
2
1 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝑞

1
6
1 𝜏

− 1
3 𝑏

1
3
1 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦𝑞
− 1

2
1 L 31

𝑥 .

Если ℎ = 𝑥0.7𝜀 и 𝑏 ⩽ L 𝐵
𝑥 , 𝐴 и 𝐵 — положительные фиксированные числа, то при

𝑦 ⩾ 𝑥0.6+0.55𝜀 справедлива нетривиальная оценка вида

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

,

где постоянные под знаками Виноградова зависит от 𝜀.
В больших дугах сумма 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) впервые были изучена также в работах [3, 4]. Была

доказана асимптотическая формула в M(L 𝑐1
𝑥 ) при условии

𝑦 ⩾ 𝑏𝑥
5
8L 2,25𝐴+𝑐1+81

𝑥 , 𝑏 ⩽ L 𝐵
𝑥 , 𝜏 = 𝑦2𝑥−1L −𝑐2

𝑥 , (8)

где 𝐴, 𝐵, 𝑐1 и 𝑐2 — абсолютные фиксированные постоянные, 𝑐2 ⩽ 𝑐1. В следующей теореме
асимптотическая формула выводится в более «коротких» больших дугах.

Теорема 3. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴 и 𝐵 — положительные фиксированные постоянные числа,
𝑏 — натуральное число, 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 ,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ℎ, L 2𝐴+6

𝑥 ⩽ ℎ ⩽ 𝑥
1
8 , 𝜏 =

𝑦2

𝑥ℎ
.

Тогда при 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8 𝑏ℎL 1,5𝐴+16.5

𝑥 справедливо равенство

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇
(︁

𝑞
(𝑏,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏,𝑞)

)︁ sin𝜋𝑏𝜆𝑦
𝜋𝑏𝜆

𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴

𝑥

)︀
.

Теорема 3 доказывается методом работы [28], где, воспользовавшись вторым моментом
𝐿-функций Дирихле на критической прямой для суммы

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘)
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в больших дугах M(L 𝑏
𝑥 ), 𝜏 = 𝑦2𝑘−1𝑥−𝑘+1L −𝑏1

𝑥 , за исключением малой окрестности их цен-
тров получена нетривиальная оценка, а в малой окрестности центров больших дуг доказана
асимптотическая формула (см. также [29, 30, 31, 32, 33].

Обозначения. 𝑁 > 𝑁0 – натуральное число, 𝜀 — произвольное положительное число, не
превосходящее 0.00001, L𝑥 = ln𝑥,

𝑆(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑚=1

𝑒

(︂
𝑎𝑚𝑛

𝑞

)︂
, 𝛾𝑛(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑢

)︁𝑛)︁
𝑑𝑢.

2. Вспомагательные леммы

Лемма 1. [34]. Пусть 2 ⩽ 𝑇0 ⩽ 𝑥, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули функции 𝐿(𝑠, 𝜒).
Тогда

𝜓(𝑥, 𝜒) = 𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌
+𝑅(𝑥, 𝑇0), 𝑅(𝑥, 𝑇0) ≪

𝑥L 2
𝑥

𝑇0
,

где 𝐸0 = 1, если 𝜒 = 𝜒0; 𝐸0 = 0, если 𝜒 ̸= 𝜒0.

Лемма 2. [35]. Для любого 𝜀 > 0 существует 𝑐 = 𝑐(𝜀) такое, что если 𝜒1 — действи-
тельный характер по модулю 𝑞 и 𝛽1 — действительный нуль 𝐿(𝑠, 𝜒1), то

𝛽1 ⩽ 1− 𝑐(𝜀)

𝑞𝜀
.

Лемма 3. [36]. Пусть действительная функция — 𝑓(𝑢), и монотонная функция — 𝑔(𝑢)
удовлетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 𝑚1 > и |𝑔(𝑢)| ⩽𝑀 . Тогда справедлива
оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Лемма 4. [37]. Пусть 𝑞 ⩾ 3, и пусть 𝜒 mod 𝑞 – характер Дирихле. Функция Дирихле
𝐿(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒) не обращается в нуль в области

𝜎 ⩾ 1− 𝑐

10.5 ln 𝑞 + 61.5(ln |𝑡|)
2
3 (ln ln |𝑡|)

1
3

, |𝑡| > 10.

Лемма 5. [38, 39]. Пусть 𝜀 — сколь угодно малая положительная постоянная,

и 𝑇
35
108

+𝜀 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑇 , тогда справедливы оценки

∑︁
𝜒mod𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)) ≪

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑞𝐻)

4
3−2𝑢

(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)9, для
1

2
⩽ 𝑢 ⩽

3

4

(𝑞𝐻)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀, для

3

4
⩽ 𝑢 ⩽ 1,

Лемма 6. ([3], стр. 284) Пусть 𝑏 — натуральное число, 𝑁 — достаточно большое нату-
ральное число,

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑏𝑝−𝑁
3 |⩽𝐻

𝑒(𝑏𝛼𝑝), 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛).

Тогда при
√
𝑏𝑁
(︀
ln 𝑁

3𝑏

)︀2
⩽ 𝐻 ⩽ 𝑁1− 1

30 , имеет место соотношение

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
1

ln 𝑁
3𝑏

𝑆1

(︂
𝑏𝛼;

𝑁

3𝑏
+
𝐻

𝑏
,
2𝐻

𝑏

)︂
+𝑂

(︃
𝐻2

𝑏𝑁 ln 𝑁
3𝑏

)︃
.
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3. Доказательство теоремы 2

Для удобства с помощью обозначений 𝑞1 =
𝑞

(𝑏, 𝑞)
и 𝑏1 =

𝑏

(𝑏, 𝑞)
представляя числа 𝑞 и 𝑏 в

виде 𝑏 = 𝑏1(𝑏, 𝑞), 𝑞 = 𝑞1(𝑏, 𝑞), 1 ⩽ 𝑞1 ⩽ 𝑞, (𝑏1, 𝑞1) = 1, имеем

𝑏𝛼 =
𝑏1𝑎

𝑞1
+ 𝑏𝜆, (𝑏1𝑎, 𝑞1) = 1.

Отсюда, воспользовавшись свойством ортогональности характеров, а затем, вспоминая опре-
деление суммы Гаусса 𝜏(𝜒), и функции Чебышёва с экспоненциальным весом 𝜓𝑛(𝑢, 𝜒, 𝜆), на-
ходим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝑞1∑︁
𝑟=1

𝜒(𝑟)𝑒

(︂
𝑎𝑏1𝑟

𝑞1

)︂ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑎𝑏1)𝜏(𝜒) (𝜓1(𝑥, 𝜒, 𝑏𝜆)− 𝜓1(𝑥− 𝑦, 𝜒, 𝑏𝜆)) +𝑂(L 2
𝑥 ).

Переходя к оценкам, пользуясь для суммы Гаусса оценкой |𝜏(𝜒)| ⩽ √
𝑞1, и неравенством

√
𝑞1

𝜙(𝑞1)
=

1
√
𝑞1

· 𝑞1
𝜙(𝑞1)

≪ 1
√
𝑞1

· ln ln 𝑞1, (9)

которое в свою очередь следует из известного соотношения 𝑞1 ≪ 𝜙(𝑞1) ln ln 𝑞1, а затем вспоми-
ная из (6) определение суммы 𝑡𝑛(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆), получим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
ln ln 𝑞1√

𝑞1

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

|𝜓1(𝑥, 𝜒, 𝑏𝜆)− 𝜓1(𝑥− 𝑦, 𝜒, 𝑏𝜆)|+ L 2
𝑥 =

=
ln ln 𝑞1√

𝑞1
𝑡1(𝑥; 𝑞1, 𝑦, 𝑏𝜆) + L 2

𝑥 . (10)

Для 𝑡1(𝑥; 𝑞1, 𝑦, 𝑏𝜆) все условия оценки (7) при 𝑛 = 1 выполняются, то есть

𝑦 > 𝑥
3
5 L 62

𝑥 , 𝑞1 =
𝑞

(𝑏, 𝑞)
⩽
𝑥3

𝑦3
, |𝑏𝜆| ⩽ 𝑥

𝑦2
.

Поэтому согласно оценки (7) при 𝑛 = 1, имеем

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
ln ln 𝑞1√

𝑞1

(︂
𝑥

1
2
+ 3

10
𝜀𝑞1 + 𝑥

1
3
+ 3

10
𝜀𝑦

1
2 𝑞1|𝑏𝜆|

1
3 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 𝑞

1
2
1 L 30

𝑥 + 𝑦L 30
𝑥

)︂
+ L 2

𝑥

≪ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝑞

1
2
1 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝑞

1
2
1 |𝑏𝜆|

1
3 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦𝑞
− 1

2
1 L 31

𝑥 .

Теорема 2 доказана.

4. Доказательство следствие 1

Воспользовавшись значением параметра 𝜏 и условиями 𝑦 ⩽ 𝑥
4
5ℎ

1
5 и 𝑞1 > 𝑏1ℎ, имеем

𝜏 =
𝑦2

𝑥ℎ
=
𝑥3

𝑦3
·
(︂

𝑦

𝑥
4
5ℎ

1
5

)︂5

⩽
𝑥3

𝑦3
,

|𝑏𝜆| ⩽ 𝑏

𝑞𝜏
=

𝑏1
𝑞1𝜏

=
𝑏1
𝑞1

· 𝑥ℎ
𝑦2

=
𝑏1ℎ

𝑞1
· 𝑥
𝑦2

<
𝑥

𝑦2
,
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то есть выполняются условия теоремы 2, поэтому, заменяя в утверждение этой теоремы |𝑏𝜆|

на
𝑏1
𝑞1𝜏

, получим первое утверждение следствие:

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝑞

1
2
1 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝑞

1
2
1

(︂
𝑏1
𝑞1𝜏

)︂ 1
3

+ 𝑥
3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦𝑞
− 1

2
1 L 31

𝑥 ⩽

⩽ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝑞

1
2
1 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝑞

1
6
1 𝜏

− 1
3 𝑏

1
3
1 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦𝑞
− 1

2
1 L 31

𝑥 .

Теперь докажем второе утверждение. Воспользовавшись соотношениями 𝑏1ℎ ⩽ 𝑞1 ⩽ 𝜏 , 𝜏 = 𝑦2

𝑥ℎ ,
имеем

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀𝜏

1
2 + 𝑥

1
3
+ 1

3
𝜀𝑦

1
2 𝜏−

1
6 𝑏

1
3
1 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 + 𝑦(𝑏1ℎ)
− 1

2 L 31
𝑥 =

= 𝑥
1
2
+ 1

3
𝜀

(︂
𝑦2

𝑥ℎ

)︂ 1
2

+ 𝑥
1
3
𝜀+ 1

3
𝜀𝑦

1
2

(︂
𝑦2

𝑥ℎ

)︂− 1
6

𝑏
1
3
1 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2 L 31

𝑥 +
𝑦L 31

𝑥

(𝑏1ℎ)
1
2

=

= 𝑦

⎛⎝𝑥 1
3
𝜀

ℎ
1
2

+
𝑥

1
2
+ 1

3
𝜀ℎ

1
6 𝑏

1
3
1

𝑦
5
6

+
𝑥

3
10 L 31

𝑥

𝑦
1
2

+
L 31

𝑥

(𝑏1ℎ)
1
2

⎞⎠ =

= 𝑦

⎛⎜⎝𝑥 1
3
𝜀

ℎ
1
2

+

⎛⎝𝑥 3
5
+ 2

5
𝜀ℎ

1
5 𝑏

2
5
1

𝑦

⎞⎠ 5
6

+

(︃
𝑥

3
5 L 62

𝑥

𝑦

)︃ 1
2

+
L 31

𝑥

(𝑏1ℎ)
1
2

⎞⎟⎠ .

Отсюда при ℎ = 𝑥0.7𝜀 > 𝑥
2
3
𝜀L 2𝐴

𝑥 и 𝑦 ⩾ 𝑥0.6+0.55𝜀, получим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑦

⎛⎜⎝
⎛⎝𝑥0.6+0.54𝜀L

2𝐵
5

𝑥

𝑦

⎞⎠ 5
6

+

(︂
𝑥0.6L 62

𝑥

𝑦

)︂ 1
2

+ L −𝐴
𝑥

⎞⎟⎠≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

.

5. Доказательство теоремы 3

Не ограничивая общности, будем считать, что

𝑦 = 𝑥
5
8 𝑏ℎL 1.5𝐴+16,5

𝑥 . (11)

Для удобства с помощью обозначений 𝑞1 =
𝑞

(𝑏, 𝑞)
и 𝑏1 =

𝑏

(𝑏, 𝑞)
чисел 𝑞 и 𝑏 представим в виде

𝑏 = 𝑏1(𝑏, 𝑞), 𝑞 = 𝑞1(𝑏, 𝑞), 1 ⩽ 𝑞1 ⩽ 𝑞, (𝑏1, 𝑞1) = 1.

Пользуясь свойством ортогональности характеров, находим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑎𝑏1)𝜏(𝜒)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) (12)

Применяя преобразование Абеля в интегральной форме, имеем:∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) =−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝜓(𝑢, 𝜒)𝑑𝑒(𝑏𝜆𝑢) + 𝑒(𝑏𝜆𝑥)𝜓(𝑥, 𝜒)− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒).
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Пользуясь леммой 1 при 𝑇0 =
√
𝑞1(1 + 𝑏|𝜆|𝑦)𝑥L 𝐴+2

𝑥

𝑦
, найдём

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

⎛⎝𝐸0𝑢−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑢𝜌

𝜌

⎞⎠ 𝑑𝑒(𝑏𝜆𝑢)+

+ 𝑒(𝑏𝜆𝑥)

⎛⎝𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌

⎞⎠− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))

⎛⎝𝐸0(𝑥− 𝑦)−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

(𝑥− 𝑦)𝜌

𝜌

⎞⎠
−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑅(𝑢, 𝑇0)2𝜋𝑖𝑏𝜆𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢+ 𝑒(𝑏𝜆𝑥)𝑅(𝑥, 𝑇0)− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))𝑅(𝑥− 𝑦, 𝑇0).

Применяя к первому интегралу формулу интегрирования по частям и, пользуясь оценкой для
𝑅(𝑢, 𝑇0) ≪ 𝑢L 2

𝑥 𝑇
−1
0 из леммы 1, и значением параметра 𝑇0, находим∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) = 𝐸0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢−

∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

𝑢𝜌−1

𝜌
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢+𝑅1

= 𝐸0
sin𝜋𝑏𝜆𝑦

𝜋𝑏𝜆
𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) +𝑅1,

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) =

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︁
𝑏𝜆𝑢+

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢,

𝑅1 ≪
(1 + 𝑏|𝜆|𝑦)𝑥L 2

𝑥

𝑇0
=

𝑦
√
𝑞1L 𝐴

𝑥

.

Отсюда и из (12) для 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦), найдём следующее выражение:

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇(𝑞1)

𝜙(𝑞1)

sin𝜋𝑏𝜆𝑦

𝜋𝑏𝜆
𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
−𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)− 𝐸1𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑅2, (13)

𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑎𝑏1)𝜏(𝜒)
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆),

𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜒1(𝑎𝑏)𝜏(𝜒1)

𝜙(𝑞1)
𝐼(𝛽1, 𝑏𝜆),

𝑅2 ≪
√
𝑞1|𝑅1| ≪

𝑦

L 𝐴
𝑥

,

где 𝐸1 = 1, если по модулю 𝑞1 существует действительный характер 𝜒1 такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1)
имеет действительный нуль 𝛽1,

𝛽1 ⩾ 1− 𝑐

ln 𝑞
,

и 𝐸1 = 0 в противном случае.

5.1. Оценка |𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)|

Воспользовавшись оценкой суммы Гаусса |𝜏(𝜒)| ⩽ √
𝑞1 и тривиальной оценкой интеграла

𝐼(𝛽1, 𝜆) а затем неравенством (9), найдём

𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝜒1)

𝜙(𝑞1)

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

𝑢𝛽1−1

𝛽1
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢≪

√
𝑞1

𝜙(𝑞1)
𝑦𝑥𝛽1−1 ≪ L𝑥√

𝑞1
𝑦𝑥𝛽1−1.
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Рассморим два случая: а) 𝑞1 ⩽ L 2𝐴+2
𝑥 и б) L 2𝐴+2

𝑥 < 𝑞1 ⩽ ℎ.
а) Согласно лемме 2, имея в виду, что 𝑞1 < 𝑞 ⩽ L 2𝐴+2

𝑥 , при 𝜀 = (2𝑐)−1, 𝑐 = 𝑐(𝜀), имеем

𝑥𝛽1−1 = exp ((𝛽1 − 1)L𝑥)) ⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

𝑞𝜀

)︂
⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

L 𝑐𝜀
𝑥

)︂
= exp(−𝑐(𝜀)

√︀
L𝑥).

Следовательно

|𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
L𝑥√
𝑞1
𝑦 exp

(︁
−𝑐(𝜀)

√︀
L𝑥

)︁
≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

. (14)

б) В этом случае тривиально имеем

𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦L𝑥√
𝑞1

⩽
𝑦

L 𝐴
𝑥

.

5.2. Преобразование |𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)|

Переходя к оценкам, имеем

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ⩽ 1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

|𝜏(𝜒̄)||W (𝑏𝜆, 𝜒)|, W (𝑏𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| , (15)

где 𝛽1 — действительный нуль, если по модулю 𝑞1 существует действительный характер 𝜒1

такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 ⩾ 1− 𝑐
ln 𝑞 . Сумму |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| оценим в случае

𝜆 ⩾ 0. Случай 𝜆 ⩽ 0, сводится к случаю 𝜆 ⩾ 0 с помощью соотношения

W (𝑏𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒
𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)

⃒⃒⃒
=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︂
−𝑏𝜆𝑢− 1

2𝜋
𝛾 ln𝑢

)︂
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝑏𝜆)| =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝑏𝜆)| = W (−𝑏𝜆, 𝜒),

Воспользовавшись леммой 3, при 𝑀 = 𝑥𝛽−1, 𝑓(𝑢) = 𝑏𝜆𝑢 + 𝛾
2𝜋 ln𝑢 и 𝑚1 = min 𝑓 ′(𝑢), оценим

тригонометрический интеграл 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆). Найдём

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽−1

min |𝑓 ′(𝑢)|
=

𝑥𝛽

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|
, 𝑓 ′(𝑢) = 𝑏𝜆+

𝛾

2𝜋𝑢
=
𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢

2𝜋𝑢
.

Отсюда и из тривиальной оценки

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ⩽
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑑𝑢 ⩽ 𝑦𝑥𝛽−1,

получим

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽 min

(︂
𝑦

𝑥
,

1

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|

)︂
.

Эту оценку, пользуясь соотношением

|𝑥𝑓 ′(𝑢)| = |𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢| 𝑥

2𝜋𝑢
⩾

1

2𝜋
|𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢| ,

представим в виде

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︂
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢|

)︂
. (16)
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Подставляя эту оценку, а также оценку |𝜏(𝜒)| ⩽ √
𝑞1, в (15), а затем пользуясь неравенством

(9), получим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
√
𝑞1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

W (𝑏𝜆, 𝜒) ≪ lnL𝑥√
𝑞1

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

W (𝑏𝜆, 𝜒). (17)

Все нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьём на множества

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷3 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦
< 𝛾 ⩽ 𝑇0

}︂
.

Обозначая сумму модулей сумма модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) по нулям 𝜌, принадлежащим
множеству 𝐷𝑗 , через W𝑗(𝑏𝜆, 𝜒), 𝑗 = 1, 2, 3, представим сумму W (𝑏𝜆, 𝜒) в (15) в виде:

W (𝑏𝜆, 𝜒) = W1(𝑏𝜆, 𝜒) + W2(𝑏𝜆, 𝜒) + W3(𝜒, 𝑏𝜆). (18)

5.2.1. Преобразование W1(𝑏𝜆, 𝜒)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷1, прибавляя
слагаемое 2𝜋𝑏𝜆𝑢, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥+ 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 𝑥

𝑦

}︂
.

Функция 2𝜋𝑏𝜆𝑢 в интервале 𝑥−𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
множества 𝐷1, имеем

−2𝜋𝑏𝜆𝑥+ 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 𝑥

𝑦
⩽ −𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 ∈ 𝐷1, то выполняется неравенство 𝛾+2𝜋𝑏𝜆𝑢 < −𝑥
𝑦 , поэтому в интервале

𝑥− 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 для монотонно возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 справедливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢| = −max(𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢) = −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷1.

Отсюда и из второй оценки (16), найдём

W1(𝑏𝜆, 𝜒) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦

}︂
=

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 < 𝑇0 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥

}︂
,

разобьём на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦, в класс 𝐷1𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 < −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, 𝐻 =
𝑏1ℎ𝑥

𝑞1𝑦
, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑟.
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Следовательно

W1(𝑏𝜆, 𝜒) ≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥
⩽

1

𝐻

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽

⩽
L𝑥

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽
L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

5.2.2. Преобразование W3(𝜒, 𝑏𝜆)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷3, прибавляя
слагаемое 2𝜋𝑏𝜆𝑢, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷3 =

{︂
𝜌 : 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦
< 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢

}︂
.

Функция 2𝜋𝑏𝜆𝑢 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому на левой границе
множества 𝐷3, имеет место неравенство

2𝜋𝑏𝜆𝑢− 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) +
𝑥

𝑦
⩾
𝑥

𝑦
.

Отсюда следует, что если 𝜌 ∈ 𝐷3, то имеет место неравенство 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 > 𝑥
𝑦 . Следователь-

но в отрезке 𝑥 − 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 для монотонно возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 справедливо
неравенство

min |𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢| = min(𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢) = 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) ⩾
𝑥

𝑦
, при 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда и из второй оценки (16), находим

W3(𝜒, 𝑏𝜆) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷3 =

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) < 𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)

}︂
,

разобьём на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝐻
−1, в класс 𝐷3𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 < 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, 𝐻 =
𝑏1ℎ𝑥

𝑞1𝑦
, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑟.

Следовательно

W3(𝜒, 𝑏𝜆) ≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)
⩽

1

𝐻

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽

L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.
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5.2.3. Преобразование W2(𝑏𝜆, 𝜒)

Представляя множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦

}︂
=

=

{︂
𝜌 : 𝑇1 − 2𝜋𝑏𝜆𝑦 − 2𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1

}︂
, 𝑇1 = 2𝜋𝑏𝜆𝑥+

𝑥

𝑦
⩽ 𝑇0,

и имея в виду, что для длины множества 𝐷2 при |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥ℎ
и 𝑐2 ⩽ 𝑐1, выполняется

неравенство

2𝜋𝑏𝜆𝑦 +
2𝑥

𝑦
⩽

2𝜋𝑏𝑦

𝑞𝜏
+

2𝑥

𝑦
=

2𝜋𝑏ℎ𝑥

𝑞𝑦
+

2𝑥

𝑦
≪ 𝑏1𝑥ℎ

𝑞1𝑦
= 𝐻,

и пользуясь тривиальной оценкой тригонометрического интеграла 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆), то есть первой
оценкой (16), получим

W2(𝑏𝜆, 𝜒) ⩽
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ≪ 𝑦

𝑥

∑︁
𝜌∈𝐷2

𝑥𝛽 ⩽
𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻⩽−𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ 𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻⩽𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

5.3. Сведение оценки 𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) к минимизации A1 и A2

Подставляя полученные оценки для W1(𝑏𝜆, 𝜒), W3(𝜒, 𝑏𝜆) и W3(𝜒, 𝑏𝜆) в (18), а потом в (17),
а затем, воспользовавшись соотношением

√
𝑞1

𝜙(𝑞1)

(︂
L𝑥

𝐻
+
𝑦

𝑥

)︂
=

√
𝑞1

𝜙(𝑞1)

(︂
𝑞1L𝑥

𝑏1ℎ
+ 1

)︂
𝑦

𝑥
≪

√
𝑞1𝑦L𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
,

находим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
√
𝑞1

𝜙(𝑞1)

(︂
L𝑥

𝐻
+
𝑦

𝑥

)︂
W (𝑏𝜆, 𝜒) ≪

√
𝑞1𝑦L𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

V𝑞1 (𝑇,𝐻) , (19)

V𝑞1(𝑇,𝐻) =
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Сумму V𝑞1 = V𝑞1(𝑇,𝐻) оценим, воспользовавшись теоремой о плотности нулей 𝐿-рядов Дири-
хле в узких прямоугольниках критической полосы. Имеем

V𝑞1 =
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

(︂
L𝑥

∫︁ 𝛽

0
𝑥𝑢𝑑𝑢+ 1

)︂
= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝛽⩾𝑢

𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

1

= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) 𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) .

Нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 расположены симметрично относительно критической пря-
мой 𝜎 = 0.5. Воспользовавшись этим свойством нулей, правую часть последнего равенства
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представим в виде

V𝑞1(𝑇,𝐻) ⩽ L𝑥

∫︁ 1

0,5
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) 𝑑𝑢+

+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂ ∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) ⩽

⩽ L𝑥 max
𝑢⩾0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒))+

+
√
𝑥L𝑥

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) .

Согласно лемме 4 функция 𝐿(𝑢+ 𝑖𝑡, 𝜒) не имеет нулей в области

𝑢 ⩾ 1− 𝛿(𝑞1, 𝑡), 𝛿(𝑞1, 𝑡) =
𝑐3

10.5 ln 𝑞1 + 61.5(ln |𝑡|)
2
3 (ln ln |𝑡|)

1
3

,

для всех характеров 𝜒mod𝑞1, за исключением, быть может простого действительного нуля 𝛽1
у 𝐿-функции, определенной исключительным характером 𝜒1, кроме того имеет место следу-
ющая оценка сверху∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) ≪ 𝜙(𝑞)𝐻 ln𝑇 ≪ 𝜙(𝑞)𝐻L𝑥.

Поэтому, имея в виду, что 𝛿(𝑞1, 𝑇 ) ⩾ 𝛿(𝑞1, 𝑇0), найдём

V𝑞1 (𝑇,𝐻) ≪ L𝑥 max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) + 𝜙(𝑞1)𝑥
1
2𝐻L 2

𝑥 .

Подставляя правую часть этого неравенства в (19), а затем воспользовавшись неравенством

√
𝑥𝑏1ℎ√
𝑞1

L 3
𝑥 =

√
𝑥𝑏1ℎL

3
𝑥 =

𝑦

L 𝐴
𝑥

·
√
𝑥𝑏1ℎL 𝐴+3

𝑥

𝑦
=

𝑦

L 𝐴
𝑥

· 𝑏1

𝑥
1
8 𝑏L 0,5𝐴+13,5

𝑥

≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

,

имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁 (𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) +

√
𝑥𝑏1ℎ√
𝑞1

L 3
𝑥 ≪

≪
√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁 (𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) +
𝑦

L 𝐴
𝑥

. (20)

Из определения параметра 𝑇0, условия |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥ℎ
, 𝑞1 ⩽ ℎ, 1 ⩽ 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 и (11), находим

𝑇

𝐻3
⩽
𝑇0(𝑞1𝑦)

3

(𝑏1𝑥ℎ)3
=

(𝑞1𝑦)
3

(𝑏1𝑥ℎ)3

√
𝑞1(1 + 𝑏|𝜆|𝑦)𝑥L 𝐴+2

𝑥

𝑦
⩽

(𝑞1𝑦)
3

(𝑏1𝑥ℎ)3

(︂
𝑥

𝑦
+
𝑏ℎ𝑥2

𝑞𝑦2

)︂
√
𝑞1L

𝐴+2
𝑥 =

=
𝑦

𝑏21𝑥

(︂
𝑞31𝑦

𝑏1ℎ3𝑥
+
𝑞21
ℎ2

)︂
√
𝑞1L

𝐴+2
𝑥 ⩽

𝑦

𝑏21𝑥

(︂
𝑦

𝑏1𝑥
+ 1

)︂
√
𝑞1L

𝐴+2
𝑥 ⩽

2𝑦ℎ
1
2 L 𝐴+2

𝑥

𝑥
=

=
2𝑏ℎ

3
2 L 3.5𝐴+18.5

𝑥

𝑥
3
8

⩽
2L 3.5𝐴+𝐵+18.5

𝑥

𝑥
3
16

⩽ 1.



К обобщению тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слагаемыми 85

Отсюда следует, что в сумме по 𝜒mod𝑞 в (20) выполняется условие 𝑥
𝑦 ⩾ 𝑇

1
3 , то есть к этой

сумме можно применить лемму 5. Разбивая отрезок 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 1− 𝛿 на отрезки 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75
и 0, 75 ⩽ 𝑢 ⩽ 1− 𝛿 получим на две суммы, которых соответственно будем обозначать через A1

и A2, а затем полагая в лемме 5 𝜀 = 𝛿
3 , 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0), имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥

⎛⎝ max
|𝑇 |⩽𝑇0

0,5⩽𝑢⩽0.75

𝑥𝑢
(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 4−4𝑢
3−2𝑢

L 9
𝑥 + max

|𝑇 |⩽𝑇0

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

⎞⎠+

+

√
𝑥𝑏1ℎ√
𝑞1

L 3
𝑥 = A1 + A2 +

𝑦

L 𝐴
𝑥

, (21)

A1 =

√
𝑞1𝑦L 11

𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
max

0,5⩽𝑢⩽0,75
𝑥𝑢
(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 4−4𝑢
3−2𝑢

=

√
𝑞1𝑏

2
1ℎ

2𝑥L 11

𝜙(𝑞1)𝑦
max

0,5⩽𝑢⩽0,75
𝑓1(𝑢),

A2 =

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)𝑥
max

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑥𝑢
(︂
𝑏1𝑥ℎ

𝑦

)︂ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

=

√
𝑞1𝑦

3−𝜀L 2

𝜙(𝑞1)(𝑏1ℎ)2−𝜀𝑥3−𝜀
max

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑓2(𝑢),

𝑓1(𝑢) = 𝑥𝑢
(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 1
𝑢−1,5

, 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢
(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢

.

Заметим, что значения A1 и A2 при 𝑢 = 0, 75 по определению совпадают, поэтому для еди-
нообразия после применения леммы 5, за оценку сверху A1 и A2 при 𝑢 = 0, 75 возьмем для
удобства оценку для A1.

5.4. Оценка A1

Имеем

𝑓 ′1(𝑢) = 𝑓1(𝑢)

(︃
ln𝑥+

ln
(︀ 𝑦
𝑏ℎ𝑥

)︀
(𝑢− 1, 5)2

)︃
=

𝑓1(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln

𝑦

𝑏ℎ𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
.

Из условия (11) и из соотношения

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

следует, что

ln
𝑦

𝑏ℎ𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
⩾ ln

𝑦

𝑏ℎ𝑥
7
16

= ln
(︁
𝑥

3
16 L 1.5𝐴+18

𝑥

)︁
> 0,

то есть 𝑓 ′1(𝑢) > 0 и 𝑓1(𝑢) возрастающая функция. Воспользовавшись этим свойством, а затем
соотношением (11), имеем

A1 =

√
𝑞1𝑏

2
1ℎ

2𝑥L 11
𝑥

𝜙(𝑞1)𝑦
max

0,5⩽𝑢⩽0,75
𝑓1(0, 75) =

√
𝑞1𝑏

2
1ℎ

2𝑥L 11
𝑥

𝜙(𝑞1)𝑦
𝑥

3
4

(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂− 4
3

=

=

√
𝑞1𝑦

𝜙(𝑞1)
· (𝑏1ℎ)

2
3𝑥

5
12 L 11

𝑥

𝑦
2
3

=

√
𝑞1𝑦

𝜙(𝑞1)L 𝐴
𝑥

(︃
𝑏1ℎ𝑥

5
8 L 1.5𝐴+16.5

𝑥

𝑦

)︃ 2
3

=

√
𝑞1𝑦

𝜙(𝑞1)L 𝐴
𝑥

⩽
𝑦

L 𝐴
𝑥

. (22)

5.5. Оценка A2

A2 =

√
𝑞1𝑦

3−𝜀L 2
𝑥

𝜙(𝑞1)(𝑏1ℎ)2−𝜀𝑥3−𝜀
max

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢

.
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Воспользовавшись условием (11), имеем

𝑓 ′2(𝑢) = 𝑓2(𝑢)

⎛⎝ln𝑥+
2 ln

(︁
𝑦

𝑏1ℎ𝑥

)︁
𝑢2

⎞⎠ =
2𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln

𝑦

𝑏1ℎ𝑥1−0,5𝑢2 ,

𝑓 ′2(0, 75) =
32𝑓2(0, 75)

9
ln

𝑦

𝑏1ℎ𝑥
23
32

=
32𝑓2(0, 75)

9
ln

L 1.5𝐴+16.5
𝑥

𝑥
3
32

< 0,

𝑓 ′2(1− 𝛿) =
2𝑓2(1− 𝛿)

(1− 𝛿)2
ln

𝑦

𝑏1ℎ𝑥0,5+𝛿−0,5𝛿2
=

2𝑓2(1− 𝛿)

(1− 𝛿)2
ln
(︁
(𝑏, ℎ)𝑥

1
8
−𝛿+0,5𝛿2L 1.5𝐴+16.5

𝑥

)︁
> 0,

𝑓 ′′2 (𝑢) = 𝑓2(𝑢)

⎛⎝ln𝑥−
2 ln

(︁
𝑏1ℎ𝑥
𝑦

)︁
𝑢2

⎞⎠2

+ 𝑓2(𝑢)
4 ln

(︁
𝑏1ℎ𝑥
𝑦

)︁
𝑢3

> 0,

Следовательно в интервале 0, 75 ⩽ 𝑢 ⩽ 1− 𝛿 существует точка 𝑢0, что 𝑓 ′2(𝑢0) = 0 и 𝑓 ′′2 (𝑢0) > 0,
то есть в интервале 0, 75 ⩽ 𝑢 ⩽ 1− 𝛿 график функции 𝑓2(𝑢) является вогнутым вниз и сумма
A2 оценивается сверху её значением в точках 𝑢 = 0, 75 и 𝑢 = 1− 𝛿. Выше мы условились, что
за оценку сверху суммы A2 при 𝑢 = 0, 75 возьмем оценку для A1 в этой точке, поэтому ввиду
(22), имеем

A2 ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦

3−𝜀L 2
𝑥

𝜙(𝑞1)(𝑏1ℎ)2−𝜀𝑥3−𝜀
𝑓2(1− 𝛿) =

𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦

3−𝜀L 2
𝑥

𝜙(𝑞1)(𝑏1ℎ)2−𝜀𝑥3−𝜀
𝑥1−𝛿

(︂
𝑏1ℎ𝑥

𝑦

)︂ 2
1−𝛿

=

=
𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
· 𝑥

2𝛿
1−𝛿

−𝛿+𝜀(𝑏1ℎ)
2𝛿
1−𝛿

+𝜀

𝑦
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
=

𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)

(︃
𝑏1ℎ𝑥

5
8

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)

)︃ 2𝛿
1−𝛿

+𝜀

,

𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
− 5

8
.

Отсюда и из условия (11), получим

A2 ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
· 𝑥𝑓(𝛿,𝜀)

2𝛿+(1−𝛿)𝜀
1−𝛿 .

Далее при 𝜀 = 𝛿
3 , воспользовавшись соотношением

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
=
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
− 5(2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀)

8(1− 𝛿)
=

= −𝛿
8
+

3

8

(︂
𝜀− 𝛿

3
− 𝛿2

3(1− 𝛿)

)︂
< −𝛿

8
+

3

8

(︂
𝜀− 𝛿

3

)︂
⩽ −𝛿

8
,

находим

A2 ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
𝑥−0,125𝛿 =

𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
· exp (−0, 125𝛿L𝑥) . (23)

Возможны случаи: а) L 2𝐴+6
𝑥 < 𝑞1 ⩽ ℎ, и б) 𝑞 ⩽ L 2𝐴+6

𝑥 .
а) В этом случае из (23) и из известного соотношения 𝑞1 ≪ 𝜙(𝑞1) ln ln 𝑞1, тривиально имеем

A2 ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

+
ln ln 𝑞1 · 𝑦L 2

𝑥√
𝑞1

· exp (−0, 125𝛿L𝑥) ⩽
𝑦

L 𝐴
𝑥

+
𝑦L 3

𝑥√
𝑞1

≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

.
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б) Пользуясь условиями 𝜆 ⩽ 1
𝑞𝜏 , 𝜏 = 𝑦2

𝑥ℎ и условием (11), имеем

𝑇0 =

√
𝑞1(1 + 𝑏|𝜆|𝑦)𝑥L 𝐴+2

𝑥

𝑦
=

√
𝑞1

(︂
𝑥

𝑦
+
𝑏𝑥

𝑞𝜏

)︂
L 𝐴+2

𝑥 =

(︂√
𝑞1𝑥

𝑦
+
𝑏1ℎ𝑥

2

√
𝑞1𝑦2

)︂
L 𝐴+2

𝑥 ⩽

⩽

(︃
𝑥
√
ℎ

𝑦
+
𝑏1ℎ𝑥

2

𝑦2

)︃
L 𝐴+2

𝑥 =
𝑏1ℎ𝑥

2

𝑦2

(︂
𝑦

𝑥𝑏1
√
ℎ
+ 1

)︂
L 𝐴+2

𝑥 ⩽
2𝑏1ℎ𝑥

2

𝑦2
L 𝐴+2

𝑥 =
2𝑏1𝑥

3
4

𝑏2ℎL 2𝐴+31
𝑥

⩽ 𝑥.

Пользуясь этим неравенством и условием 𝑞 ⩽ L 2𝐴+6
𝑥 , оценим снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0):

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐3

10.5 ln 𝑞1 + 61.5(ln𝑇0)
2
3 (ln ln𝑇0)

1
3

⩾

⩾
𝑐3

10.5(2𝐴+ 6) lnL𝑥 + 61.5L
2
3
𝑥 (lnL𝑥)

1
3

⩾
𝑐3

123L
2
3
𝑥 (lnL𝑥)

1
3

.

Отсюда и из (23), имеем

A2 ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
· exp (−0, 125𝛿L𝑥) ≪

≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

+

√
𝑞1𝑦L 2

𝑥

𝜙(𝑞1)
exp

(︃
− 𝑐3
984

(︂
L𝑥

lnL𝑥

)︂ 1
3

)︃
≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

.

Подставляя эту оценку, а также оценок (23) и (22) в правую часть (21), получим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦

L 𝐴
𝑥

.

Из полученной оценки и оценки (14), имея в виду (13), получим утверждение теоремы.

6. Доказательство теоремы 1

Как в работе [3] для удобства вводим следующие обозначения:

L = ln

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂
, L𝑖 = ln

𝑁

3𝑏𝑖
L ≪ L𝑖 ≪ L , (24)

и не ограничивая общности, будем считать, что выполняются следующие условия

𝐻 = 𝑁
5
8
+𝜀, 𝑏1 < 𝑏2 < 𝑏3, (25)

а также пусть æ = 𝜏−1, где

𝜏 =
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3ℎ
, ℎ =

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂0.7𝜀

. (26)

Имеем

𝐼(𝑁,𝐻) =

1−æ∫︁
−æ

F(𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼,

F(𝛼) = F(𝛼;𝑁,𝐻) =

3∏︁
𝑖=1

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻), S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑏𝑖𝑝−𝑁
3 |⩽𝐻

𝑒(𝑏𝑖𝛼𝑝).
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Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числами,
каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ] представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
. (27)

В этом представлении 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑞 − 1, причём 𝑎 = 0 лишь при 𝑞 = 1. Через M обозначим те 𝛼,
для которых

𝑞 ⩽ L 𝑐, 𝑐 = 4 +
ln 𝑏1 + ln 𝑏2 + 2 ln 𝑏3

2L
, (28)

в представлении (27), через m – обозначим оставшиеся 𝛼. Множество M состоит из непересе-
кающихся отрезков. Разобьём множество M на множества M1 и M2:

M1 =

{︂
𝛼 : 𝛼 =

𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞𝑐, |𝜆| ⩽

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

}︂
, (29)

M2 =

{︂
𝛼 : 𝛼 =

𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞𝑐,

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏

}︂
. (30)

Обозначим через 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно интегралы по множествам M1, M2 и m.
Будем иметь

𝐼(𝑁,𝐻) = 𝐼(M1) + 𝐼(M2) + 𝐼(m). (31)

В последней формуле первый член, то есть 𝐼(M1), доставляет главный член асимптотической
формулы для 𝐼(𝑁,𝐻), а 𝐼(M2) и 𝐼(m) входят в его остаточный член.

6.1. Вывод асимптотической формулы для интеграла 𝐼(M1)

По определению интеграла 𝐼(M1) имеем:

𝐼(M1) =

∫︁
M1

F(𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼 =
∑︁
𝑞⩽L 𝑐

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
𝐼(𝑎, 𝑞), (32)

𝐼(𝑎, 𝑞) =

∫︁
|𝜆|⩽

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

F
(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆;𝑁,𝐻

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆. (33)

Применяя к суммам S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻), 𝑖 = 1, 2, 3 лемму 6, и пользуясь формулой (24), получим

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) =
1

L𝑖
𝑆1

(︂
𝑏𝑖𝛼;

𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖
,
2𝐻

𝑏𝑖

)︂
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏𝑖𝑁L

)︂
. (34)

А к суммам 𝑆1

(︁
𝑏𝑖𝛼;

𝑁
3𝑏𝑖

+ 𝐻
𝑏𝑖
, 2𝐻𝑏𝑖

)︁
, 𝑖 = 1, 2, 3 при 𝛼 из множества M1, полагая

𝐴 = 2𝑐+ 4 +
ln 𝑏1 + ln 𝑏2 + 2 ln 𝑏3

2 lnL
, (35)

применим теорему 3. Из значений параметров ℎ и 𝐻 соответственно из (25) и (26), следует,
что выполняется условие:

𝐻

𝑏3
=
𝑁

5
8
+𝜀

𝑏3
=

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 5
8
+0.7𝜀

𝑏3L
1,5𝐴+16.5 · 3

5
8
+0.7𝜀𝑁0.3𝜀

𝑏
3
8
−0.7𝜀

3 L 1,5𝐴+16.5

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂− 5
8
−0.7𝜀

⩾

⩾

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 5
8

𝑏3ℎL
1,5𝐴+16.5, (36)
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(далее для нетривиальной оценки суммы 𝑆1

(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
при оценке интегралов 𝐼(M2)

и 𝐼(m) мы также применим теорему 3, и будем пользоваться выполнением условие (36)). Со-
гласно этой теореме, и формуле (24), находим

𝑆1

(︂
𝑏𝑖𝛼;

𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖
,
2𝐻

𝑏𝑖

)︂
=B𝑖(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝑏𝑖𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+𝑂

(︂
𝐻

𝑏𝑖L 𝐴

)︂
, B𝑖(𝑞) =

𝜇
(︁

𝑞
(𝑏𝑖,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏𝑖,𝑞)

)︁ .
Из этой формулы и (34), имея в виду, что 𝐻 ⩽ 𝑁L −𝐴, найдём

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) =
B𝑖(𝑞)

𝑏𝑖L𝑖
· sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+ R1𝑖, R1𝑖 ≪

𝐻

𝑏𝑖L 𝐴+1
. (37)

Воспользовавшись этой формулой, а также соотношением (24), и имея в виду, что⃒⃒⃒⃒
B𝑖(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝑏𝑖𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐻

𝑏𝑖
, |S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻

𝑏𝑖L
, (38)

найдём

F(𝛼) =
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
· sin

3 2𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑒(𝜆𝑁) + R2, R2 ≪

𝐻3

𝑏1𝑏2𝑏3L 𝐴+3
.

R2 ≪

Подставляя значение функции F(𝛼), в (33), находим

𝐼(𝑎, 𝑞) =
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
· 𝐽(𝐻) + R3,

𝐽(𝐻) =

∫︁
|𝜆|⩽

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

sin3 2𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑑𝜆, R3 ≪

𝐻2

√
𝑏1𝑏2L 𝐴

.

Подставляя полученное значение интеграла 𝐼(𝑎, 𝑞) в (32), а затем при оценке остаточного
члена R4 пользуясь значением параметра 𝐴 из формулы (35), получим

𝐼(M1) =
𝐽(𝐻)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
·
∑︁
𝑞⩽L 𝑐

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) + R4, (39)

R4 ≪
∑︁
𝑞⩽L 𝑐

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

R3 ≪
𝐻2

√
𝑏1𝑏2L 𝐴−2𝑐

=
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4
,

где

𝑐𝑞(−𝑁) =

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
— сумма Рамануджана.

Заменяя сумму по 𝑞 в (39) близким к ней бесконечным рядом, не зависящим от ℎ, то есть∑︁
𝑞⩽L 𝑐

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) = S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)−𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁),

S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =

∞∑︁
𝑞=1

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁),

𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =
∑︁
𝑞>L 𝑐

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁),

(40)
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получим

𝐼(M1) =
S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)𝐽(𝐻)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
− R5 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
, R5 =

𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)𝐽(𝐻)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
. (41)

Теперь воспользовавшись следующими соотношениями

S(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) =
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)3

)︂ ∏︁
𝑝|𝑏1𝑏2𝑏3𝑁

(︂
1− 1

𝑝2 − 3𝑝+ 3

)︂
,

𝐽(𝐻) = 3𝐻2 +𝑂

(︂
𝐻2

L

)︂
, 𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) ≪ L −1,

доказанные в работе [3], имеем

𝐼(M1) =
3S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
. (42)

6.2. Оценка интеграла 𝐼(M2)

Поступая, как в работе [3], имеем

𝐼(M2) =

∫︁
M2

3∏︁
𝑖=1

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁) 𝑑𝛼≪ 𝐻√
𝑏1𝑏2L

· max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)| . (43)

Воспользовавшись формулой (34), оценку суммы S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) сведём к оценке суммы

𝑆1

(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
. Имеем

S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) ≪ 1

L

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

. (44)

Для получения нетривиальной оценки суммы 𝑆1

(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
при 𝛼 ∈ M2, с учётом

выполнения условия (36), применим теорему 3, полагая

𝐴 = 3 +
ln 𝑏1 + ln 𝑏2

2 lnL
.

Согласно этой теореме и учитывая, что |𝜆| >
√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

, получаем

𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂
=
𝜇
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁ sin
(︁
2𝜋𝜆𝐻
𝑏3

)︁
𝜋𝜆

𝑒

(︂
𝜆𝑁

3𝑏3

)︂
+𝑂

(︂
𝐻

𝑏3L 𝐴

)︂
≪

≪ 1

𝜆
+

𝐻

𝑏3L 𝐴
<

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

+
𝐻

𝑏3L 𝐴
=

2𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

.

Подставляя полученную оценку в правую часть соотношения (44), а затем в (43), получаем

𝐼(M2) ≪
𝐻√
𝑏1𝑏2L

· 𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

=
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4
. (45)
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6.3. Оценка интеграла 𝐼(m)

Поступая аналогично случаю оценки интеграла 𝐼(M2), имеем

𝐼(m) =

∫︁
m

3∏︁
𝑖=1

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁) 𝑑𝛼≪ 𝐻√
𝑏1𝑏2L

·max
𝛼∈m

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)| , (46)

S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) ≪ 1

L

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

. (47)

Для получения нетривиальной оценки суммы 𝑆1

(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
при 𝛼 ∈ m рассмотрим два

возможных случая: а) L 𝑐 < 𝑞 ⩽ 𝑏3ℎ и б) 𝑏3ℎ < 𝑞 ⩽ 𝜏 .
а) С учётом выполнения условия (36) применим теорему 3, полагая

𝐴 = 3 +
ln 𝑏1 + ln 𝑏2

2 lnL
.

Согласно этой теореме в сочетании с известными неравенствами | sin𝑢| ⩽ |𝑢| и 𝑞1 ≪
≪ 𝜙(𝑞1) ln ln 𝑞1, а также учитывая условие рассматриваемого случая, получаем

𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂
=
𝜇
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁ sin
(︁
2𝜋𝜆𝐻
𝑏3

)︁
𝜋𝜆

𝑒

(︂
𝜆𝑁

3𝑏3

)︂
+𝑂

(︂
𝐻

𝑏3L 𝐴

)︂
≪

≪ 𝐻(𝑏3, 𝑞) lnL

𝑞𝑏3
+

𝐻

𝑏3L 𝐴
≪ 𝐻L

𝑞
+

𝐻

𝑏3L 𝐴
⩽

𝐻

L 𝑐−1
+

𝐻

𝑏3L 𝐴
=

2𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2L 3

.

б) Воспользуемся вторым утверждением следствия 1 теоремы 2, полагая

𝐴 = 3 +
ln 𝑏1 + ln 𝑏2

2 lnL
.

Проверим выполнение условий следствия 1. Пользуясь значением параметра 𝐻 = 𝑁
5
8
+𝜀 и

условием 1 ⩽ 𝑏3 ⩽ (ln𝑁)𝐵3 , имеем

𝐻

𝑏3
=

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂0.6+0.55𝜀

· 3
0.6+0.55𝜀𝑁

1
40

+0.45𝜀

𝑏0.4−0.55𝜀
3

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂−0.6−0.55𝜀

⩾

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂0.6+0.55𝜀

,

𝐻

𝑏3
=

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 4
5

· 3
4
5𝑁− 7

40
+𝜀

𝑏
1
5
3

(︂
1 +

𝐻

𝑁

)︂− 4
5

⩽

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 4
5

.

Заметим, что если 𝛼 ∈ m и выполняется условие рассматриваемого случая, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑏3ℎ < 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3ℎ
, ℎ =

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂0.7𝜀

.

Таким образом, все условия следствия 1 выполняются, и, согласно его второму утверждению,
получаем

𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
𝐻

𝑏3

)︂
≪ 2𝐻

𝑏3

(︂
ln

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂)︂−𝐴

=
2𝐻

𝑏3L 𝐴
=

2𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2L 3

.

Подставляя полученную оценку в правую часть соотношения (47), а затем в (46), получаем

𝐼(m) ≪ 𝐻√
𝑏1𝑏2L

· 𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

=
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4
. (48)
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6.4. Асимптотическая формула для 𝐼(𝑁,𝐻)

Подставляя найденные оценки для 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно из формул (42),
(45) и (48) в (31), а затем воспользовавшись соотношением

1

L1L2L3
=

(︂
1

ln𝑁
+𝑂

(︂
ln ln𝑁

(ln𝑁)2

)︂)︂3

=
1

ln3𝑁
+𝑂

(︂
ln ln𝑁

(ln𝑁)4

)︂
.

являющиеся следствием условий 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 — абсолютная постоянная, получим

𝐼(𝑁,𝐻) =
3S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
=

3S(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)3
+𝑂

(︂
𝐻2 ln ln𝑁

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)4

)︂
.
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