
Интегрирование модифицированного уравнения Кортевега – де Фриза. . . 111

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 27. Выпуск 1.

УДК: 517.957 DOI: 10.22405/2226-8383-2026-27-1-111-133

Интегрирование модифицированного уравнения
Кортевега – де Фриза с интегральным источником

А. Б. Яхшимуратов, М. М. Хасанов

Яхшимуратов Алишер Бекчанович — доктор физико-математических наук, университет
Мамуна (г. Хива, Узбекистан).
e-mail: alisher.yakhshi@gmail.com
Хасанов Музаффар Машарипович — доктор философии (PhD) по физико-математиче-
ским наукам, Ургенчский государственный университет (г. Ургенч).
e-mail: hmuzaffar@mail.ru

Аннотация

В данной работе рассматривается модифицированное уравнение Кортевега – де Фриза
с интегральным источником. Показано, что метод обратной спектральной задачи может
быть применен для интегрирования модифицированного уравнения Кортевега – де Фри-
за с интегральным источником. Определена эволюция спектральных данных оператора
Дирака с периодическим потенциалом, связанным с решением модифицированного урав-
нения Кортевега – де Фриза с интегральным источником. Доказана разрешимость задачи
Коши для бесконечной системы дифференциальных уравнений Дубровина — Трубовица в
классе шесть раз непрерывно дифференцируемых периодических функций. Показано, что
построенное решение действительно удовлетворяет рассматриваемому уравнению.
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Abstract

In this paper, we consider the modified Korteweg–de Vries equation with an integral source.
It is shown that the inverse spectral problem method can be applied to integrate the modified
Korteweg–de Vries equation with an integral source. The evolution of the spectral data of
the Dirac operator with a periodic potential associated with the solution of the modified
Korteweg–de Vries equation with an integral source is determined. The solvability of the Cauchy
problem for the infinite system of Dubrovin–Trubowitz differential equations in the class of six
times continuously differentiable periodic functions is proved. It is shown that the constructed
solution, indeed, satisfies the equation under consideration.
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1. Введение

Одним из представителей класса вполне интегрируемых нелинейных уравнений в частных
производных, имеющий большое прикладное значение, является модифицированное уравне-
ние Кортевега – де Фриза (мКдФ). Полная интегрируемость этого уравнения методом об-
ратной задачи, в классе быстроубывающих функций, впервые было установлена в работе
М.Вадати (см. [1]). Исследованию уравнения мКдФ в классе конечнозонных функций посвя-
щены работы [2, 3, 4].

В работе [5] В.К.Мельникова с помощью метода обратной задачи рассеяния было проин-
тегрировано уравнение КдФ с самосогласованным источником, в классе быстроубывающих
функций.

В работе J.Leon, A.Latifi [6] приводится физическая задача, описываемая с помощью урав-
нения с самосогласованным источником.

В работах [7, 8] изучены интегрируемые нелинейные эволюционные уравнения с нагружен-
ным членом в классе периодических функций.
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В работах [9, 10, 11, 12] использован метод (𝐺′/𝐺)-разложения для интегрирования на-
груженного уравнения Кортевега – де Фриза (КдФ), нагруженного модифицированного урав-
нения Кортевега – де Фриза (мКдФ), нагруженного уравнения Бюргерса и нагруженного
нелинейного уравнения Дегаспериса – Просеси.

В работах [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25] рассмотрены различные нелинейные
уравнения отрицательного порядка с самосогласованным источником.

Рассмотрим следующее уравнение мКдФ с интегральным источником

𝑞𝑡 = 6𝑞2𝑞𝑥 − 𝑞𝑥𝑥𝑥 +

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)(𝜓

+
1 𝜓

−
1 − 𝜓+

2 𝜓
−
2 )𝑑𝜆, 𝑡 > 0 , 𝑥 ∈ 𝑅, (1)

с начальным условием
𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥), (2)

в классе действительнозначных 𝜋-периодических по 𝑥 функций

𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶3
𝑥(𝑡 > 0) ∩ 𝐶1

𝑡 (𝑡 > 0) ∩ 𝐶(𝑡 ⩾ 0). (3)

Здесь 𝛽(𝜆, 𝑡) заданная действительная, непрерывная функция, имеющая равномерную асимп-
тотику

𝛽(𝜆, 𝑡) = 𝑂
(︀
𝜆−2

)︀
, 𝜆→ ±∞,

𝜓± = (𝜓±
1 (𝑥, 𝜆, 𝑡), 𝜓

±
2 (𝑥, 𝜆, 𝑡))

𝑇 решения Флоке (нормированные условиями 𝜓±
1 (0, 𝜆, 𝑡) = 1)

следующего уравнения Дирака

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ 𝐵
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+Ω(𝑥, 𝑡)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅, (4)

где

𝐵 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, Ω(𝑥, 𝑡) =

(︂
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

𝑞(𝑥, 𝑡) 0

)︂
, 𝑦 =

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
.

Через 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡) = (𝑠1(𝑥, 𝜆, 𝑡), 𝑠2(𝑥, 𝜆, 𝑡))
𝑇 обозначено решение уравнения (4), удовлетворяющее

начальным условиям 𝑠(0, 𝜆, 𝑡) = (0, 1)𝑇 .
Цель данной работы дать процедуру построения решения (𝑞(𝑥, 𝑡),𝜓+(𝑥, 𝜆, 𝑡),𝜓−(𝑥, 𝜆, 𝑡)) за-

дачи (1)-(2), в рамках обратной спектральной задачи для уравнения Дирака (4).

2. Спектральная теория для оператора Дирака с периодическим
коэффициентом

В этом пункте, для полноты изложения, приведем некоторые основные сведения, касающи-
еся обратной спектральной задачи для оператора Дирака с периодическими коэффициентами
(см. [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]).

Рассмотрим систему уравнений Дирака на всей прямой

𝐿𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞(𝑥) −𝑝(𝑥)

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ 𝑅, (5)

где 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) действительные непрерывные функции из класса 𝐶1(𝑅), имеющие период 𝜋, а
𝜆 комплексный параметр.

Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆) = (𝑐1(𝑥, 𝜆), 𝑐2(𝑥, 𝜆))
𝑇 и 𝑠(𝑥, 𝜆) = (𝑠1(𝑥, 𝜆), 𝑠2(𝑥, 𝜆))

𝑇

решения уравнения (5) удовлетворяющие начальным условиям 𝑐(0, 𝜆) = (1, 0)𝑇 и 𝑠(0, 𝜆) =
= (0, 1)𝑇 .



114 А. Б. Яхшимуратов, М. М. Хасанов

Функция Δ(𝜆) = 𝑐1(𝜋, 𝜆) + 𝑠2(𝜋, 𝜆) называется функцией Ляпунова или дискриминантом
Хилла для оператора Дирака (5). Следующее утверждение составляет содержание теоремы
Флоке: при Δ2(𝜆) − 4 ̸= 0, уравнение (5) имеет два линейно независимых решения имею-

щие вид: 𝜓±(𝑥, 𝜆) = 𝜌
𝑥
𝜋
± · 𝑝±(𝑥, 𝜆), где 𝑝±(𝑥, 𝜆) – 𝜋-периодические вектор-функции по 𝑥, и

𝜌± = (Δ(𝜆) ∓
√︀

Δ2(𝜆)− 4)/2; при Δ(𝜆) = 2, уравнение (5) имеет решение с периодом 𝜋; при
Δ(𝜆) = −2, уравнение (5) имеет решение с антипериодом 𝜋. Если положить 𝜓±

1 (0, 𝜆) = 1, то

𝜓±(𝑥, 𝜆) = 𝑐(𝑥, 𝜆) +
𝑠2(𝜋, 𝜆)− 𝑐1(𝜋, 𝜆)∓

√︀
Δ2(𝜆)− 4

2𝑠1(𝜋, 𝜆)
𝑠(𝑥, 𝜆).

Эти решения принято называть решениями Флоке.
Спектр оператора (5) состоит из следующего множества

𝐸 = {𝜆 ∈ 𝑅 : −2 ⩽ Δ(𝜆) ⩽ 2 } = 𝑅∖

{︃ ∞⋃︁
𝑛=−∞

(𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛)

}︃
.

Интервалы (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍 называются лакунами.
Корни уравнения 𝑠1(𝜋, 𝜆) = 0 обозначим через 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍. Числа 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 совпадают с

собственными значениями задачи Дирихле 𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0 для системы (5) и выполняются
соотношения 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 ∈ 𝑍.

Числа 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 ∈ 𝑍 и знаки 𝜎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 {𝑠2(𝜋, 𝜉𝑛)− 𝑐1(𝜋, 𝜉𝑛)}, 𝑛 ∈ 𝑍 называются
спектральными параметрами задачи (5). Спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 и границы
спектра 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 называются спектральными данными задачи (5). Нахождение спектральных
данных задачи (5) называется прямой задачей, а восстановление коэффициентов 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥)
по спектральным данным называется обратной задачей.

Если в задаче (5), вместо 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) рассмотреть 𝑝(𝑥+ 𝜏) и 𝑞(𝑥+ 𝜏), то спектр полученной
задачи не зависит от параметра 𝜏 : 𝜆𝑛(𝜏) ≡ 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, а спектральные параметры зависят
от параметра 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏), 𝑛 ∈ 𝑍. Эти спектральные параметры удовлетворяют аналогу
системы уравнений Дубровина-Трубовица:

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

= (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉)[2𝜉𝑛 +

∞∑︁
𝑘=−∞

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘)], 𝑛 ∈ 𝑍,

где

ℎ𝑛(𝜉) =
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) ·

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∞∏︁

𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
.

Знак 𝜎𝑛(𝜏) – меняется на противоположный при каждом столкновении 𝜉𝑛(𝜏) с границами
своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛].

Система уравнений Дубровина-Трубовица, а также следующие формулы следов

𝑝(𝜏) =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂
𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘

2
− 𝜉𝑘(𝜏)

)︂
,

𝑞(𝜏) =

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉(𝜏))

дают метод решения обратной спектральной задачи.
Нетрудно доказываются следующие лемма и теоремы.
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Лемма 1. Выполняются следующие равенства

𝜕

𝜕𝜏
𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝜏) = 2𝑞(𝜏)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝜏)− (𝜆+ 𝑝(𝜏))[𝑠2(𝜋, 𝜆, 𝜏)− 𝑐1(𝜋, 𝜆, 𝜏)],

𝜕

𝜕𝜏
𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝜏) = −(𝜆− 𝑝(𝜏))[𝑠2(𝜋, 𝜆, 𝜏)− 𝑐1(𝜋, 𝜆, 𝜏)]− 2𝑞(𝜏)𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝜏),

𝜕

𝜕𝜏
(𝑠2(𝜋, 𝜆, 𝜏)− 𝑐1(𝜋, 𝜆, 𝜏)) = 2(𝜆− 𝑝(𝜏))𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝜏) + 2(𝜆+ 𝑝(𝜏))𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝜏).

Здесь через 𝑐(𝑥, 𝜆, 𝜏) и 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝜏) обозначены решения системы Дирака с коэффициента-
ми 𝑝(𝑥 + 𝜏) и 𝑞(𝑥 + 𝜏), удовлетворяющие начальным условиям 𝑐(0, 𝜆, 𝜏) = (1, 0)𝑇 и
𝑠(0, 𝜆, 𝜏) = (0, 1)𝑇 .

Теорема 1. Если число 𝜆 является собственным значением граничной задачи(︂
0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ (0, 𝜋), (6)

𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0, (7)

где 𝑞(𝑥) действительная непрерывная функция, и ему соответствует собственная вектор-

функция

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
, то (−𝜆) тоже является собственным значением этой задачи, и ему

соответствует собственная вектор-функция

(︂
𝑦1(𝑥)
−𝑦2(𝑥)

)︂
.

Замечание 1. Эта теорема верна и при других граничных условиях, например, при
граничных условиях Неймана 𝑦2(0) = 0, 𝑦2(𝜋) = 0, при периодических граничных
условиях 𝑦1(0) = 𝑦1(𝜋), 𝑦2(0) = 𝑦2(𝜋), при антипериодических граничных условиях
𝑦1(0) = −𝑦1(𝜋), 𝑦2(0) = −𝑦2(𝜋).

Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆) и 𝑠(𝑥, 𝜆) решения уравнения (6), удовлетворяющие следующим на-

чальным условиям 𝑐(0, 𝜆) =

(︂
1
0

)︂
и 𝑠(0, 𝜆) =

(︂
0
1

)︂
. Нетрудно видеть, что

(︂
𝑐1(𝑥,−𝜆)
−𝑐2(𝑥,−𝜆)

)︂
и(︂

−𝑠1(𝑥,−𝜆)
𝑠2(𝑥,−𝜆)

)︂
также являются решениями уравнения (6). Так, как

(︂
𝑐1(0,−𝜆)
−𝑐2(0,−𝜆)

)︂
=

(︂
1
0

)︂
и

(︂
−𝑠1(0,−𝜆)
𝑠2(0,−𝜆)

)︂
=

(︂
0
1

)︂
, из теоремы единственности решения задачи Коши, получим, что

(︂
𝑐1(𝑥,−𝜆)
−𝑐2(𝑥,−𝜆)

)︂
=

(︂
𝑐1(𝑥, 𝜆)
𝑐2(𝑥, 𝜆)

)︂
,

(︂
−𝑠1(𝑥,−𝜆)
𝑠2(𝑥,−𝜆)

)︂
=

(︂
𝑠1(𝑥, 𝜆)
𝑠2(𝑥, 𝜆)

)︂
,

в частности, Δ(−𝜆) = 𝑐1(𝜋,−𝜆) + 𝑠2(𝜋,−𝜆) = 𝑐1(𝜋, 𝜆) + 𝑠2(𝜋, 𝜆) = Δ(𝜆).
Замечание 2. Обозначим через 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 все собственные значения задачи (6)+(7). Так

как они расположены симметрично относительно нуля, мы можем их нумеровать следующим
образом 𝜉−𝑛 = −𝜉𝑛, 𝑛 ⩾ 0. Кроме того, 𝜉0 = 0 всегда является собственным значением и ему

соответствует собственная вектор-функция

(︂
0

exp{−
∫︀ 𝑥
0 𝑞(𝑡)𝑑𝑡}

)︂
. Кроме, этого выполняется

следующее равенство

𝜎−𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠2(𝜋, 𝜉−𝑛)− 𝑐1(𝜋, 𝜉−𝑛)} = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠2(𝜋,−𝜉𝑛)− 𝑐1(𝜋,−𝜉𝑛)} =

= 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠2(𝜋, 𝜉𝑛)− 𝑐1(𝜋, 𝜉𝑛)} = 𝜎𝑛.
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Теорема 2. Если в уравнении (6), коэффициент 𝑞(𝑥) является действительной непре-

рывно-дифференцируемой функцией, то компоненты решения

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
этого уравнения

удовлетворяют следующим уравнениям

−𝑦′′1 + [𝑞2(𝑥) + 𝑞′(𝑥)]𝑦1 = 𝜆2𝑦1,

−𝑦′′2 + [𝑞2(𝑥)− 𝑞′(𝑥)]𝑦2 = 𝜆2𝑦2.

Следствие 1. Если

(︂
𝑦𝑛,1(𝑥)
𝑦𝑛,2(𝑥)

)︂
является собственной вектор-функцией задачи (6)+(7),

соответствующей собственному значению 𝜉𝑛, и 𝜉𝑛 ̸= 0, то 𝑦𝑛,1(𝑥) является собственной функ-
цией следующей граничной задачи

−𝑦′′1 + [𝑞2(𝑥) + 𝑞′(𝑥)]𝑦1 = 𝜇𝑦1,

𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0,

соответствующей собственному значению 𝜉2𝑛.
Покажем равномерную сходимость интеграла участвующего в уравнении (1). Для этого

воспользуемся тождеством

𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)[𝜓
+
1 (𝜏, 𝜆, 𝑡)𝜓

−
1 (𝜏, 𝜆, 𝑡)− 𝜓−

2 (𝜏, 𝜆, 𝑡)𝜓
+
2 (𝜏, 𝜆, 𝑡)] =

= 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏),
(8)

где 𝑐(𝑥, 𝜆, 𝑡, 𝜏) и 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡, 𝜏) – решения системы Дирака с коэффициентами 𝑝(𝑥+𝜏, 𝑡) и 𝑞(𝑥+𝜏, 𝑡),
удовлетворяющие начальным условиям 𝑐(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 1, 𝑐′(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 0 и 𝑠(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 0,
𝑠′(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 1.

Из асимптотических формул для решений 𝑐(𝑥, 𝜆, 𝑡, 𝜏) и 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡, 𝜏) следует оценка
𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝑂

(︀
1
𝜆

)︀
, при 𝜆→ ±∞.

Эта оценка и равенство (8) обеспечивают равномерную сходимость интеграла участвующего
в уравнении (1).

3. Эволюция спектральных параметров

Теорема 3. Пусть (𝑞(𝑥, 𝑡),𝜓+(𝑥, 𝜆, 𝑡),𝜓−(𝑥, 𝜆, 𝑡)) является решением задачи (1)-(3).
Тогда спектр оператора (4) не зависит от параметра 𝑡, а спектральные параметры
𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍 удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина-Трубовица:

𝜉𝑛(𝑡) = 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)ℎ𝑛(𝜉){−2𝜉𝑛[𝑞
2(0, 𝑡) + 𝑞𝑥(0, 𝑡)]− 4𝜉3𝑛+

+

∫︁ ∞

−∞

𝜉𝑛𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜉2𝑛 − 𝜆2
𝑑𝜆}, 𝑛 ∈ 𝑍. (9)

Знаки 𝜎𝑛(𝑡) = ±1 меняются при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с границами своей
лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛]. Кроме того, выполняются следующие начальные условия

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑍, (10)

где 𝜉0𝑛, 𝜎
0
𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 – спектральные параметры оператора Дирака с коэффициентами 𝑝0(𝑥) = 0

и 𝑞0(𝑥).
Следствие 2. Если мы вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡), то собственные значения

периодической и антипериодической задачи не зависят от параметров 𝜏, 𝑡, а собственные
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значения 𝜉𝑛 задачи Дирихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏, 𝑡: 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1,
𝑛 ∈ 𝑍. В этом случае, система (9) примет вид

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉){−2𝜉𝑛[𝑞
2(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝑥(𝜏, 𝑡)]− 4𝜉3𝑛+

+

∫︁ ∞

−∞

𝜉𝑛𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉2𝑛 − 𝜆2
𝑑𝜆}, 𝑛 ∈ 𝑍. (11)

Здесь

𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝜋
∞∏︁

𝑘=−∞

𝜉𝑘 − 𝜆

𝑎𝑘
, 𝑎𝑘 =

{︃
𝑘, 𝑘 ̸= 0

1, 𝑘 = 0
. (12)

Учитывая формулы следов

𝑞2(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏 (𝜏, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=−∞

(︃
𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘

2
− 𝜉2𝑘(𝜏, 𝑡)

)︃
(13)

систему (11) можно переписать в замкнутой форме.
Следствие 3. Эта теорема дает метод решения задачи (1)-(3). Для этого, сначала найдем

спектральные данные 𝜆𝑛, 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ 𝑍, соответствующие коэффициенту 𝑞0(𝑥 + 𝜏).
Далее, решаем задачу Коши

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ 𝑍

для системы уравнений Дубровина-Трубовица (11). После этого по формуле следов

𝑞(𝜏, 𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) (14)

определяем 𝑞(𝑥, 𝑡).
Покажем, что функция 𝑞(𝜏, 𝑡), построенная с помощью системы уравнений Дубровина-

Трубовица (11) и формулы следов (14), действительно удовлетворяет уравнению мКдФ с
интегральным самосогласованным источником (1). При этом мы также будем использовать
систему уравнений Дубровина-Трубовица

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

= (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) · 2𝜉𝑛ℎ𝑛(𝜉) (15)

и формулы следов (13) и

∞∑︁
𝑘=−∞

(︂
𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘

2
− 𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)

)︂
= 𝑝(𝜏, 𝑡) ≡ 0. (16)

Дифференцируя формулу следов (14) по 𝑡 имеем

𝑞𝑡 =

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝑡

)︃
. (17)

Из равенств (11) и (15) находим, что

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(𝑞2 + 𝑞𝜏 ) ·
𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

+ 4𝜉2𝑛 · 𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

−
{︂∫︁ ∞

−∞

𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉2𝑛 − 𝜆2
𝑑𝜆

}︂
· 𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

.
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Подставляя это выражение в равенство (17) получим, что

𝑞𝑡 = 2(𝑞2 + 𝑞𝜏 )
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜏
+

+4
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜉2𝑚 · 𝜕𝜉𝑚

𝜕𝜏

)︃
−

−
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
·
{︂∫︁ ∞

−∞

𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉2𝑚 − 𝜆2
𝑑𝜆

}︂
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃
. (18)

Учитывая, равенство

𝑞𝜏 =
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜏
,

полученное дифференцированием формулы следов (14) по 𝜏 , равенство (18) перепишем в сле-
дующем виде

𝑞𝑡 = 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞2𝜏 + 4
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜉2𝑚 · 𝜕𝜉𝑚

𝜕𝜏

)︃
+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)

{︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉2𝑚 − 𝜆2
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
𝑑𝜆. (19)

Используя тождество 1
𝜉2𝑚−𝜆2 = 1

2𝜆

(︁
1

𝜉𝑚−𝜆 − 1
𝜉𝑚+𝜆

)︁
, из равенства (19) получим, что

𝑞𝑡 = 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞2𝜏 + 4

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜉2𝑚 · 𝜕𝜉𝑚

𝜕𝜏

)︃
+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)

1

2𝜆

{︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑚 − 𝜆
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
𝑑𝜆−

−
∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)

1

2𝜆

{︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑚 + 𝜆
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
𝑑𝜆.

В последнем равенстве сделаем замену 𝜆 ↦→ −𝜆. Учитывая 𝑠1(𝜋,−𝜆, 𝑡, 𝜏) = −𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) имеем

𝑞𝑡 = 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞2𝜏 + 4
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜉2𝑚 · 𝜕𝜉𝑚

𝜕𝜏

)︃
+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)

1

2𝜆

{︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑚 − 𝜆
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
𝑑𝜆−

−
∫︁ ∞

−∞
𝛽(−𝜆, 𝑡) 1

2𝜆

{︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑚 − 𝜆
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
𝑑𝜆. (20)

Пользуясь теоремой Миттаг-Лефлера выводим, что

𝑠2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)− 𝑐1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 2

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)ℎ𝑛(𝜉)

𝜆− 𝜉𝑛
. (21)
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В силу третьего равенства леммы 1 имеем

2𝜆(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)) =
𝜕

𝜕𝜏
(𝑠2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)− 𝑐1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)). (22)

Из (21) и (22) получим

2𝜆(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)) = 2

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛
𝜕

𝜕𝜏

(︂
𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)ℎ𝑛(𝜉)

𝜆− 𝜉𝑛

)︂
=

= 2
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛

{︂
ℎ𝑛(𝜉)

𝑠̇1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜆− 𝜉𝑛
+
𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜆− 𝜉𝑛
·

∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

𝑑𝜉𝑚
𝑑𝜏

+

+
𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)ℎ𝑛(𝜉)

(𝜆− 𝜉𝑛)2
𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

}︂
. (23)

Из формулы (12) находим, что

𝑠̇1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝜋

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑑𝜉𝑚(𝜏)

𝑑𝜏

1

𝑎𝑚

∞∏︁
𝑘=−∞,𝑘 ̸=𝑚

𝜉𝑘(𝜏)− 𝜆

𝑎𝑘
=

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑚(𝜏)− 𝜆

𝑑𝜉𝑚(𝜏)

𝑑𝜏
.

Подставляя это выражение в равенство (23) получим следующее тождество

𝜆(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)) =

=
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛

𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜆− 𝜉𝑛

⎧⎨⎩
∞∑︁

𝑚=−∞,𝑚 ̸=𝑛

(︂
ℎ𝑛(𝜉)

𝜉𝑚 − 𝜆
+
𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

)︂
𝑑𝜉𝑚
𝑑𝜏

+

+

(︂
ℎ𝑛(𝜉)

𝜉𝑛 − 𝜆
+
𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

)︂
𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

− ℎ𝑛(𝜉)

𝜉𝑛 − 𝜆

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

}︂
.

Так как при 𝑚 ̸= 𝑛 имеем ℎ𝑛(𝜉) = (𝜉𝑛 − 𝜉𝑚)𝜕ℎ𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑚

, отсюда выводим, что

𝜆(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)) =

=
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛𝜎𝑛𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

⎧⎨⎩
∞∑︁

𝑚=−∞,𝑚 ̸=𝑛

1

𝜉𝑚 − 𝜆

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

𝑑𝜉𝑚
𝑑𝜏

+
1

𝜉𝑛 − 𝜆

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

⎫⎬⎭ =

=
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛𝜎𝑛𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

{︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

1

𝜉𝑚 − 𝜆

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

𝑑𝜉𝑚
𝑑𝜏

}︃
.

Значит,

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

{︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

1

𝜉𝑚 − 𝜆

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

𝑑𝜉𝑚
𝑑𝜏

}︃
= 𝜆(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)). (24)

Подставляя это выражение в равенство (20), сделав замену переменных 𝜆 ↦→ −𝜆 в последнем
интеграле, учитывая 𝑠1(𝜋,−𝜆, 𝑡, 𝜏) = −𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) и 𝑐2(𝜋,−𝜆, 𝑡, 𝜏) = −𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) имеем

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 − 2𝑞2𝜏 = 4

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜉2𝑚 · 𝜕𝜉𝑚

𝜕𝜏

)︃
+
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+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆. (25)

Теперь дифференцируем по 𝜏 формулу следов (13):

2𝑞𝑞𝜏 + 𝑞𝜏𝜏 = −2
∞∑︁

𝑛=−∞
𝜉𝑛
𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

.

Если подставить сюда выражение (15), то это равенство примет вид

2𝑞𝑞𝜏 + 𝑞𝜏𝜏 = −4

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) · 𝜉2𝑛ℎ𝑛(𝜉).

Дифференцируя ещё раз по 𝜏 это тождество, имеем

2𝑞2𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 =

= −4

∞∑︁
𝑛=−∞

{︃
4𝜉2𝑛ℎ

2
𝑛(𝜉) + (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) · 𝜉2𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· 𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

)︃}︃
. (26)

Сложив равенства (25) и (26) находим, что

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 =

= 4
∞∑︁

𝑛=−∞

⎧⎨⎩−4𝜉2𝑛ℎ
2
𝑛(𝜉) + (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑚=−∞, 𝑚 ̸=𝑛

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
· (𝜉2𝑚 − 𝜉2𝑛) ·

𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

⎞⎠⎫⎬⎭+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆. (27)

Подставляя выражение 𝜕ℎ𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑚

= ℎ𝑛(𝜉)
𝜉𝑛−𝜉𝑚

, (𝑚 ̸= 𝑛) в равенство (27) выводим, что

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 =

= −4

∞∑︁
𝑛=−∞

⎧⎨⎩4𝜉2𝑛ℎ
2
𝑛(𝜉) + (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑚=−∞,𝑚 ̸=𝑛

ℎ𝑛(𝜉) · (𝜉𝑚 + 𝜉𝑛) ·
𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

⎞⎠⎫⎬⎭+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆.

Перепишем последнее равенство в следующем виде

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 =

= −4

∞∑︁
𝑛=−∞

⎧⎨⎩4𝜉2𝑛ℎ
2
𝑛(𝜉) + (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑚=−∞

𝜉𝑚
𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

− 𝜉𝑛
𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

+ 𝜉𝑛

∞∑︁
𝑚=−∞,𝑚 ̸=𝑛

𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

⎞⎠ +

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆

}︂
. (28)

Используя формулы следов (13) и (16) выводим тождества

−2

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜉𝑛
𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

= 2𝑞𝑞𝜏 + 𝑞𝜏𝜏 , (29)
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∞∑︁
𝑚=−∞,𝑚 ̸=𝑛

𝜕𝜉𝑚
𝜕𝜏

= −𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

. (30)

Если учитывать формулы (29) и (30), то равенство (28) примет вид

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 =

= 2(2𝑞𝑞𝜏 + 𝑞𝜏𝜏 ) ·
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉)+

+8

∞∑︁
𝑛=−∞

{︂
−2𝜉2𝑛ℎ

2
𝑛(𝜉) + (−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉)𝜉𝑛 · 𝜕𝜉𝑛

𝜕𝜏

}︂
+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆.

Подставляя сюда выражения (14) и (15) находим, что

𝑞𝑡 − 2𝑞2𝑞𝜏 + 2𝑞𝑞𝜏𝜏 + 𝑞𝜏𝜏𝜏 = 2𝑞(2𝑞𝑞𝜏 + 𝑞𝜏𝜏 )+

+

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆.

Значит, выполняется тождество

𝑞𝑡 = 6𝑞2𝑞𝜏 − 𝑞𝜏𝜏𝜏 +

∫︁ ∞

−∞
𝛽(𝜆, 𝑡)(𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) + 𝑐2(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏))𝑑𝜆.

Учитывая равенство (8), и обозначив 𝜏 через 𝑥 получим (1).
Исследуем существование и единственность решения задачи Коши (9), (10) для системы

Дубровина-Трубовица в случае, когда 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶6(𝑅) и 𝛽(𝜆, 𝑡) не зависит от 𝑡.
Рассмотрим систему Дубровина-Трубовица

𝜉𝑛(𝑡) = 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) · 𝑔𝑛(𝜉) · 𝑓𝑛(𝜉), 𝑛 ∈ 𝑍 (31)

с начальными условиями

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑍. (32)

Здесь

𝑔𝑛(𝜉) = −𝜉𝑛
∞∑︁

𝑘=−∞
(𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘 − 2𝜉2𝑘)− 4𝜉3𝑛 +

∫︁ ∞

−∞

𝜉𝑛𝛽(𝜆)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜉2𝑛 − 𝜆2
𝑑𝜆,

𝑓𝑛(𝜉) =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∞∏︁

𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑛 − 𝜉𝑘)2
.

В целях дальнейшего упрощения системы уравнений Дубровина-Трубовица (31) сделаем
замену переменных

𝜉𝑛 = 𝜆2𝑛−1 + (𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1) sin
2 𝑥𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍. (33)

Используя это, получим равенства

𝜉𝑛 = (𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1) sin 2𝑥𝑛 · 𝑥̇𝑛,
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√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) =

1

2
(𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1) |sin 2𝑥𝑛| .

Подставляя эти выражения в уравнение (31) получим равенство

𝑥̇𝑛 = (−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛{sin𝑥𝑛 cos𝑥𝑛} · 𝑔𝑛(𝜉) · 𝑓𝑛(𝜉), 𝑛 ∈ 𝑍. (34)

Знак 𝜎𝑛(𝑡) = ±1 меняется на противоположный при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с
границами своей лакуны при этом выражение sin𝑥𝑛(𝑡) cos𝑥𝑛(𝑡) так же меняет знак на проти-
воположный. Учитывая это и выбирая начальные условия в виде:

𝑥𝑛(0) = 𝑥0𝑛 = arcsin

√︃
𝜉0𝑛 − 𝜆2𝑛−1

𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1
, 𝑛 ∈ 𝑍, (35)

получим равенство 𝜎𝑛(𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛{sin𝑥𝑛(𝑡) cos𝑥𝑛(𝑡)} = 𝜎𝑛(0). Поэтому уравнение (34) примет сле-
дующий вид:

𝑥̇𝑛 = (−1)𝑛𝜎𝑛(0) · 𝑔𝑛(𝜉) · 𝑓𝑛(𝜉), 𝑛 ∈ 𝑍.

Если подставить в правую часть этой системы выражения (33), то замена переменных полно-
стью выполняется:

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝐻𝑛(..., 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, ...), 𝑛 ∈ 𝑍, (36)

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝜎𝑛(0) · 𝑔𝑛(𝜉) · 𝑓𝑛(𝜉).

В этом случае, для изучения задачи Коши (36), (35) введем банахово пространство:

𝐾 =

{︃
𝑥 = (..., 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, ...) : ‖𝑥‖ =

∞∑︁
𝑛=−∞

1

(|𝑛|+ 1)5
|𝑥𝑛| <∞

}︃
,

и обозначим 𝐻 = (..., 𝐻−1, 𝐻0, 𝐻1, ...). Напишем систему уравнений Дубровина-Трубовица
(36) в виде одного уравнения в банаховом пространстве 𝐾:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐻(𝑥). (37)

Начальные условия можно переписать в виде

𝑥(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0 = 𝑥0 , 𝑥0 ∈ K. (38)

Известно, что ([31], стр. 181) для того чтобы задача Коши 𝑦′ = 𝐹 (𝑦), 𝑦(0) = 𝑦0 в банаховом
пространстве 𝐾 имела единственное решение достаточно выполнение условия Липшица для
функции 𝐹 (𝑦), т.е.

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑦)‖ ⩽ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑥− 𝑦‖ ,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾.

Поэтому докажем, что функция 𝐻(𝑥) удовлетворяет условию Липшица в банаховом простран-
стве 𝐾.

Из условия 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶6(𝑅) следует, что 𝑞20(𝑥)+ 𝑞
′
0(𝑥) ∈ 𝐶5(𝑅), в силу следствия 1 теоремы 2

и асимптотики (см. [32], стр.75 ) собственных значений оператора Штурма-Лиувилля получим
следующие асимптотики

𝜆2𝑛−1 = 𝑛+
5∑︁

𝑝=1

𝑐𝑝
𝑛𝑝

+
𝜀−𝑛
𝑛6
, 𝜆2𝑛 = 𝑛+

5∑︁
𝑝=1

𝑐𝑝
𝑛𝑝

+
𝜀+𝑛
𝑛6
, (39)

где 𝑐𝑝, 𝑝 = 1, 2, 3, 4, 5 постоянные числа и {𝜀±𝑛 } ∈ 𝑙2. Отсюда, учитывая 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛],
получим, что inf

𝑘 ̸=𝑛
|𝜉𝑛 − 𝜉𝑘| ⩾ 𝑎 > 0.

Теперь, пользуясь этим неравенством, оценим функции |𝑓𝑛(𝜉)| и
⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒
.
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Лемма 2. Справедлива оценка

𝐶1 ⩽ |𝑓𝑛(𝜉)| ⩽ 𝐶2, 𝑛 ∈ 𝑍,

где 𝐶1 > 0 и 𝐶2 > 0 не зависят от 𝑛.

Доказательство. Рассмотрим следующую последовательность

𝑓2𝑛 =

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
=

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 +

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

)︂(︂
1 +

𝜆2𝑘 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

)︂

и оценим её сверху:

𝑓2𝑛 =
∞∏︁

𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
1 +

𝜆2𝑘 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
∞∏︁

𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
⩽

⩽
∞∏︁

𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 +

𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎

)︂2

⩽
∞∏︁

𝑘=−∞

(︂
1 +

𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎

)︂2

= 𝐶2
2 ,

(40)

где константа 𝐶2 > 0 не зависит от 𝑛.
Теперь оценим |𝑓𝑛(𝜉)| снизу. Для этого введём множество индексов

𝑀 =

{︂
𝑘 ∈ 𝑍 :

𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎
⩾ 1

}︂
.

Это множество имеет конечное число элементов. Рассмотрим бесконечные произведения

𝐴𝑛 =

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

и 𝐵𝑛 =

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

.

Ясно, что 𝑓2𝑛 = 𝐴𝑛 ·𝐵𝑛. Перепишем 𝐴𝑛 в следующем виде 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛,1 ·𝐴𝑛,2 ·𝐴𝑛,3. Здесь

𝐴𝑛,1 =

∞∏︁
𝑘 = −∞, 𝑘 ̸= 𝑛
𝑘 /∈𝑀

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

, 𝐴𝑛,2 =

𝑛−1∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

, 𝐴𝑛,3 =

=

∞∏︁
𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

.
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Если 𝑘 ̸= 𝑛 и 𝑘 /∈𝑀 , то имеем

1−
⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾ 1− 𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎
> 0.

Отсюда

|𝐴𝑛,1| =
∞∏︁

𝑘 = −∞, 𝑘 ̸= 𝑛
𝑘 /∈𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

∞∏︁
𝑘 = −∞, 𝑘 ̸= 𝑛
𝑘 /∈𝑀

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾

⩾
∞∏︁

𝑘 = −∞, 𝑘 ̸= 𝑛
𝑘 /∈𝑀

(︂
1−

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
⩾

⩾
∞∏︁

𝑘 = −∞, 𝑘 ̸= 𝑛
𝑘 /∈𝑀

(︂
1− 𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎

)︂
>

∞∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 /∈𝑀

(︂
1− 𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎

)︂
= 𝐶 ′

1.

Если 𝑘 ⩽ 𝑛− 1 и 𝑘 ∈𝑀 , то

|𝐴𝑛,2| =
𝑛−1∏︁

𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

𝑛−1∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑛 − 𝜉𝑘
=

=

𝑛−1∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

(︂
1 +

𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑛 − 𝜉𝑘

)︂
> 1.

Теперь рассмотрим случай 𝑘 ⩾ 𝑛 + 1 и 𝑘 ∈ 𝑀 . Введём обозначение Δ = max
𝑘∈𝑍

(𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1), и
рассмотрим два случая.

1-случай. Пусть 𝑘 ⩾ 𝑛+ 1, 𝑘 ∈𝑀 , |𝜉𝑘 − 𝜉𝑛| ⩽ 2Δ. Тогда

∞∏︁
𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀*

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

∞∏︁
𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀*

𝜆2𝑘−1 − 𝜆′2𝑘−1

2Δ
⩾

∞∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

𝜆2𝑘−1 − 𝜆′2𝑘−1

2Δ
.

Здесь 𝑀* = {𝑘 ∈𝑀 : |𝜉𝑘 − 𝜉𝑛| < 2Δ}, число 𝜆′2𝑘−1 выбирается из условий

max{𝜆2𝑘−2, 𝜆2𝑘−1 − 2Δ} < 𝜆′2𝑘−1 < 𝜆2𝑘−1.

2-случай. Пусть 𝑘 ⩾ 𝑛+ 1, 𝑘 ∈𝑀 , |𝜉𝑘 − 𝜉𝑛| > 2Δ. Тогда из-за того, что

𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑘 − 𝜉𝑛
<
𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

2Δ
<
𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

2Δ
<

1

2
,

−𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑘 − 𝜉𝑛
> −1

2
, 1− 𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑘 − 𝜉𝑛
>

1

2
,
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

>
1

2
,
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получим оценку

∞∏︁
𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀 * *

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

∞∏︁
𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀 * *

1

2
>

∞∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

1

2
,

где 𝑀** = {𝑘 ∈𝑀 : |𝜉𝑘 − 𝜉𝑛| > 2Δ}.
Значит,

|𝐴𝑛,3| =
∞∏︁

𝑘 = 𝑛+ 1,
𝑘 ∈𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛
𝜉𝑘 − 𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

∞∏︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ∈𝑀

𝜆2𝑘−1 − 𝜆′2𝑘−1

4Δ
= 𝐶 ′′

1 .

Используя полученные неравенства, выводим оценку

|𝐴𝑛| = |𝐴𝑛,1| · |𝐴𝑛,2| · |𝐴𝑛,3| > 𝐶 ′
1𝐶

′′
1 = 𝐶1,1. (41)

Аналогичным образом, выводится следующая оценка:

|𝐵𝑛| > 𝐶1,2. (42)

Умножая оценки (41) и (42), извлекая квадратный корень, получим неравенство 𝐶1 ⩽ |𝑓𝑛(𝜉)|.
Здесь 𝐶1 =

√︀
𝐶1,1 · 𝐶1,2 > 0. 2

Лемма 3. Справедлива оценка ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶3, (43)

где константа 𝐶3 > 0 не зависит от 𝑛 и от 𝑚.

Доказательство. Если 𝑚 ̸= 𝑛, то

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝜉𝑚

=
𝑓𝑛

𝜉𝑛 − 𝜉𝑚
.

Отсюда, в случае 𝑚 ̸= 𝑛 получим оценку:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑓𝑛(𝜉)|
|𝜉𝑛 − 𝜉𝑚|

⩽
𝐶2

𝑎
. (44)

Теперь оценим функцию
⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒
. Используем равенство 𝑓2𝑛 = 𝐴𝑛 ·𝐵𝑛, где

𝐴𝑛 =
∞∏︁

𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑛 − 𝜉𝑘
и 𝐵𝑛 =

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘
𝜉𝑛 − 𝜉𝑘

.

Дифференцируя тождество

ln𝐴𝑛 = ln

∞∏︁
𝑘 = −∞
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 +

𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑛 − 𝜉𝑘

)︂
=

∞∑︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

ln

(︂
1 +

𝜉𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝜉𝑛 − 𝜉𝑘

)︂
,
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получим равенство
𝜕𝐴𝑛

𝜕𝜉𝑛
= 𝐴𝑛

∞∑︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1)(𝜉𝑛 − 𝜉𝑘)

.

Из этого равенства, учитывая неравенство |𝐴𝑛| ⩽ 𝐶2, выводим оценку:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴𝑛

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ |𝐴𝑛|

∞∑︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

|𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑘|
|𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1| |𝜉𝑛 − 𝜉𝑘|

⩽ 𝐶2

∞∑︁
𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1

𝑎2
⩽ 𝐶1.

Аналогичным образом, используя неравенство |𝐵𝑛| ⩽ 𝐶2, получим⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐵𝑛

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶1.

Из полученных неравенств следует оценка⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓2𝑛
𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴𝑛

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
|𝐵𝑛|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐵𝑛

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
|𝐴𝑛| ⩽ 𝐶2.

Отсюда получим

|𝑓𝑛(𝜉)|
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶3.

Используя оценку 𝐶1 ⩽ |𝑓𝑛(𝜉)| из леммы 2, выводим неравенства

𝐶1 ·
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ |𝑓𝑛(𝜉)|

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶3,

т.е. ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶3

𝐶1
. (45)

Наконец, из оценок (44) и (45) выводим (43). 2

Лемма 4. Имеет место оценка

|𝑔𝑛(𝜉)| ⩽ 𝐶4 |𝑛|3 , (46)

где константа 𝐶4 > 0 не зависит от 𝑛.

Доказательство. Используя асимптотики (39) и условие 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 ∈ 𝑍, нетрудно
получить следующие оценки⃒⃒⃒⃒

⃒
∞∑︁

𝑘=−∞
(𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘 − 2𝜉2𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=−∞

[(𝜆22𝑘 − 𝜉2𝑘)− (𝜉2𝑘 − 𝜆22𝑘−1)]

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽

⩽
∞∑︁

𝑘=−∞
[(𝜆22𝑘 − 𝜉2𝑘) + (𝜉2𝑘 − 𝜆22𝑘−1)] =

∞∑︁
𝑘=−∞

(𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1)(𝜆2𝑘 + 𝜆2𝑘−1) ∼

∼
∞∑︁

𝑘=−∞

2(𝜀+𝑛 − 𝜀−𝑛 )

𝑛2
< 𝐶3,

(47)
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∫︁ ∞

−∞

𝜉𝑛𝛽(𝜆)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜉2𝑛 − 𝜆2
𝑑𝜆 = 𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
, (48)

𝜉𝑛 = 𝑛+
𝑐1
𝑛

+
𝑐2
𝑛2

+
𝑐3
𝑛3

+
𝛾𝑛
𝑛3
, {𝛾𝑛} ∈ 𝑙2. (49)

Отсюда выводим оценку (46). 2

Лемма 5. Имеет место оценка⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶5 |𝑚| |𝑛| , (50)

где константа 𝐶5 > 0 не зависит от 𝑛 и от 𝑚.

Доказательство. Если 𝑚 ̸= 𝑛, то

𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
= 4𝜉𝑛𝜉𝑚,

поэтому используя асимптотику (48), получим, что⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶 ′

5 |𝑚| |𝑛| , (51)

где константа 𝐶 ′
5 > 0 не зависит от 𝑛 и от 𝑚.

Теперь оценим функцию
⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒
. Легко видеть, что

𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛
= −

∞∑︁
𝑘=−∞

(𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘 − 2𝜉2𝑘)− 8𝜉2𝑛 +

∫︁ ∞

−∞

𝜉2𝑛 + 𝜆2

(𝜉2𝑛 − 𝜆2)2
𝛽(𝜆)𝑠1(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝑑𝜆.

Используя асимптотику (49), имеем ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶 ′′

5 |𝑛|
2 , (52)

где константа 𝐶 ′′
5 > 0 не зависит от 𝑛.

Из оценок (51) и (52) выводим (50). 2

Используя доказанные выше леммы, оценим производную функции 𝐹𝑛(𝜉) = 𝑔𝑛(𝜉)𝑓𝑛(𝜉):⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
𝑓𝑛(𝜉) +

𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚
𝑔𝑛(𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝑓𝑛(𝜉)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝑔𝑛(𝜉)| ⩽

⩽ 𝐶2𝐶5 |𝑚| |𝑛|+ 𝐶3𝐶4 |𝑛|3 ⩽ 𝐶6(|𝑚|+ 1) |𝑛|3 ,

где постоянная 𝐶6 > 0 не зависит от 𝑛 и 𝑚.

Лемма 6. Вектор-функция 𝐻(𝑥) удовлетворяет условие Липшица в банаховым про-
странстве 𝐾, т.е. существует константа 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, такая, что для произвольных
элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 выполняется следующее неравенство

‖𝐻(𝑥)−𝐻(𝑦)‖ ⩽ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦‖ .
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Доказательство. Используя выражение 𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝜎𝑛(0)𝐹𝑛(𝜉), получим равенство
|𝐻𝑛(𝑥)−𝐻𝑛(𝑦)| = |𝐹𝑛(𝜉)− 𝐹𝑛(𝜂)|. Теперь применим теорему Лагранжа о конечном прира-
щении к функции 𝜙(𝑡) = 𝐹𝑛(𝜉 + 𝑡(𝜂 − 𝜉)) на отрезке 𝑡 ∈ [0, 1]. Тогда получим равенство
𝜙(1)− 𝜙(0) = 𝜙′(𝑡*), т.е.

𝐹𝑛(𝜉)− 𝐹𝑛(𝜂) =
∞∑︁

𝑚=−∞

𝜕 𝐹𝑛(𝜃)

𝜕𝜉𝑚
· (𝜉𝑚 − 𝜂𝑚),

где 𝜃 = 𝜉 + 𝑡 * (𝜂 − 𝜉). Отсюда следует, что

|𝐻𝑛(𝑥)−𝐻𝑛(𝑦)| = |𝐹𝑛(𝜉)− 𝐹𝑛(𝜂)| ⩽
∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹𝑛(𝜃)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝜉𝑚 − 𝜂𝑚| ⩽

⩽
∞∑︁

𝑚=−∞
𝐶6(|𝑚|+ 1) |𝑛|3 |𝜆2𝑚 − 𝜆2𝑚−1|

⃒⃒
sin2 𝑥𝑚 − sin2 𝑦𝑚

⃒⃒
⩽

⩽ 𝐶6 |𝑛|3 ·
∞∑︁

𝑚=−∞
(|𝑚|+ 1) |𝜆2𝑚 − 𝜆2𝑚−1| · |𝑥𝑚 − 𝑦𝑚| ⩽

⩽ 𝐶6 |𝑛|3 ·
∞∑︁

𝑚=−∞
(|𝑚|+ 1) · 𝐶 ′

6

(|𝑚|+ 1)6
|𝑥𝑚 − 𝑦𝑚| =

= 𝐶6𝐶
′ |𝑛|3

∞∑︁
𝑚=−∞

1

(|𝑚|+ 1)5
|𝑥𝑚 − 𝑦𝑚| = 𝐶7 |𝑛|3 ‖𝑥− 𝑦‖ .

Здесь использованы асимптотики (39) и равенства

𝜉𝑘 = 𝜆2𝑘−1 + (𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1) sin
2 𝑥𝑘 и 𝜂𝑘 = 𝜆2𝑘−1 + (𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1) sin

2 𝑦𝑘.

Теперь оценим норму ‖𝐻(𝑥)−𝐻(𝑦)‖:

‖𝐻(𝑥)−𝐻(𝑦)‖ =
∞∑︁

𝑛=−∞

1

(|𝑛|+ 1)5
|𝐻𝑛(𝑥)−𝐻𝑛(𝑦)| ⩽

∞∑︁
𝑛=−∞

1

(|𝑛|+ 1)5
𝐶7 |𝑛|3 ‖𝑥− 𝑦‖ =

= {𝐶7

∞∑︁
𝑛=−∞

|𝑛|3

(|𝑛|+ 1)5
} ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝐿 ‖𝑥− 𝑦‖ ,

где 𝐿 = 𝐶7
∑︀∞

𝑛=−∞
|𝑛|3

(|𝑛|+1)5
, т.е. условие Липшица выполняется.

Значит, решение задачи Коши (37)+(38), следовательно, и задачи Коши (31)+(32), для
всех 𝑡 > 0 существует и единственно. 2
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