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Аннотация

В работе изучаются свойства унимодулярных решёток совместных приближений Ди-
рихле и взаимных решёток совместных приближений Дирихле. Доказывается теорема о
равенстве расстояний между двумя решётками и между двумя соответствующими взаим-
ными решётками. Доказывается полнота пространств решёток совместных приближений
Дирихле и взаимных решёток совместных приближений Дирихле.
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Abstract

This paper studies the properties of unimodular lattices of simultaneous Dirichlet ap-
proximations and reciprocal lattices of simultaneous Dirichlet approximations. A theorem is
proved stating the equality of distances between two lattices and between two corresponding
reciprocal lattices. The completeness of the spaces of lattices of simultaneous Dirichlet
approximations and mutual lattices of simultaneous Dirichlet approximations is proved.
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1. Введение

Определение 1. Решётка Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), заданная равенством

Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = {(𝑞, 𝑞𝛽1 − 𝑝1, . . . , 𝑞𝛽𝑛 − 𝑝𝑛)|𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ Z} ⊂ R𝑛+1,

называется решёткой совместных приближений Дирихле.

Очевидно, что Λ(0, . . . , 0) = Z𝑛+1.
Решётка Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) имеет базис

𝜆⃗0 = (1, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), 𝜆⃗1 = (0,−1, 0, . . . , 0), . . . , 𝜆⃗𝑛 = (0, . . . , 0,−1).

Базисная матрица 𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) решётки Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) имеет вид

𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Ясно, что решётка Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = Z𝑛+1 ·𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) — образ фундаментальной решётки
Z𝑛+1 по действием линейного преобразования с матрицей 𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛).

Через D𝑛 обозначим пространство решёток совместных приближений Дирихле.
Рассмотрим взаимную решётку Λ*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), заданную равенством

Λ*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = {(𝑚1𝛽1 + . . .+𝑚𝑛𝛽𝑛 −𝑚,−𝑚1,−𝑚2, . . . ,−𝑚𝑛)|𝑚,𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 ∈ Z} ⊂ R𝑛+1,

которую будем называть взаимной решёткой совместных приближений Дирихле.
Взаимная решётка Λ*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) имеет взаимный базис

𝜆⃗*0 = (1, 0, . . . , 0), 𝜆⃗*1 = (𝛽1,−1, 0, . . . , 0), . . . , 𝜆⃗*𝑛 = (𝛽𝑛, 0, . . . , 0,−1).

Базисная матрица 𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) взаимной решётки Λ*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) имеет вид

𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Ясно, что решётка Λ*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = Z𝑛+1 ·𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) — образ фундаментальной решётки
Z𝑛+1 по действием линейного преобразования с матрицей 𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛).

Через D*
𝑛 обозначим пространство взаимных решёток совместных приближений Дирихле.

Как обычно, через ℳ𝑛(Z) будем обозначать кольцо квадратных целочисленных матриц
порядка 𝑛. Через GL𝑛(Z) — общую линейную группу над Z. Таким образом, GL𝑛(Z) — это
множество квадратных унимодулярных целочисленных матриц порядка 𝑛, которое является
мультипликативной подгруппой кольца ℳ𝑛(Z). Множество всех базисных матриц произволь-
ной решётки Λ получается из произвольной базисной матрицы решётки Λ умножением на про-
извольные матрицы из группы GL𝑛(Z). Действительно, если 𝜆⃗𝜈 = (𝜆𝜈,1, . . . , 𝜆𝜈,𝑛) (𝜈 = 1, . . . , 𝑛)

– один базис решётки Λ, а 𝜆⃗′𝜈 = (𝜆′𝜈,1, . . . , 𝜆
′
𝜈,𝑛) (𝜈 = 1, . . . , 𝑛) – другой базис решётки Λ, то⎛⎜⎜⎜⎝

𝜆′1,1 𝜆′1,2 . . . 𝜆′1,𝑛
𝜆′2,1 𝜆′2,2 . . . 𝜆′2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆′𝑛,1 𝜆′𝑛,2 . . . 𝜆′𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1,1 𝑣1,2 . . . 𝑣1,𝑛
𝑣2,1 𝑣2,2 . . . 𝑣2,𝑛
...

...
. . .

...
𝑣𝑛,1 𝑣𝑛,2 . . . 𝑣𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝜆1,1 𝜆1,2 . . . 𝜆1,𝑛
𝜆2,1 𝜆2,2 . . . 𝜆2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆𝑛,1 𝜆𝑛,2 . . . 𝜆𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜆⃗′𝜈 =

𝑛∑︁
𝜇=1

𝑣𝜈,𝜇𝜆⃗𝜇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛),

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1,1 𝜆1,2 . . . 𝜆1,𝑛
𝜆2,1 𝜆2,2 . . . 𝜆2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆𝑛,1 𝜆𝑛,2 . . . 𝜆𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜔1,1 𝜔1,2 . . . 𝜔1,𝑛

𝜔2,1 𝜔2,2 . . . 𝜔2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜔𝑛,1 𝜔𝑛,2 . . . 𝜔𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝜆′1,1 𝜆′1,2 . . . 𝜆′1,𝑛
𝜆′2,1 𝜆′2,2 . . . 𝜆′2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆′𝑛,1 𝜆′𝑛,2 . . . 𝜆′𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜆⃗𝜈 =

𝑛∑︁
𝜇=1

𝜔𝜈,𝜇𝜆⃗
′
𝜇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Отсюда следует, что

𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1,1 𝑣1,2 . . . 𝑣1,𝑛
𝑣2,1 𝑣2,2 . . . 𝑣2,𝑛
...

...
. . .

...
𝑣𝑛,1 𝑣𝑛,2 . . . 𝑣𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , Ω =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜔1,1 𝜔1,2 . . . 𝜔1,𝑛

𝜔2,1 𝜔2,2 . . . 𝜔2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜔𝑛,1 𝜔𝑛,2 . . . 𝜔𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ GL𝑛(Z)

и

𝑉 · Ω =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1,1 𝑣1,2 . . . 𝑣1,𝑛
𝑣2,1 𝑣2,2 . . . 𝑣2,𝑛
...

...
. . .

...
𝑣𝑛,1 𝑣𝑛,2 . . . 𝑣𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝜔1,1 𝜔1,2 . . . 𝜔1,𝑛

𝜔2,1 𝜔2,2 . . . 𝜔2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜔𝑛,1 𝜔𝑛,2 . . . 𝜔𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

= Ω · 𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜔1,1 𝜔1,2 . . . 𝜔1,𝑛

𝜔2,1 𝜔2,2 . . . 𝜔2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜔𝑛,1 𝜔𝑛,2 . . . 𝜔𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝑣1,1 𝑣1,2 . . . 𝑣1,𝑛
𝑣2,1 𝑣2,2 . . . 𝑣2,𝑛
...

...
. . .

...
𝑣𝑛,1 𝑣𝑛,2 . . . 𝑣𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

⎞⎟⎠ .

Отметим важное для дальнейшего обстоятельство: матрица перехода от одного базиса
решётки Λ к другому базису той же решётки Λ задается умножением базисных матриц на
матрицы перехода слева, а базисная матрица 𝑀1 решётки Λ1 = Λ · 𝑇 образа решётки Λ под
действием линейного преобразования с матрицей 𝑇 образуется из базисной матрицы 𝑀 ре-
шётки Λ с помощью умножения справа на матрицу 𝑇 : 𝑀1 =𝑀 · 𝑇 .
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𝑀1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆′1,1 𝜆′1,2 . . . 𝜆′1,𝑛
𝜆′2,1 𝜆′2,2 . . . 𝜆′2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆′𝑛,1 𝜆′𝑛,2 . . . 𝜆′𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =𝑀 · 𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1,1 𝜆1,2 . . . 𝜆1,𝑛
𝜆2,1 𝜆2,2 . . . 𝜆2,𝑛
...

...
. . .

...
𝜆𝑛,1 𝜆𝑛,2 . . . 𝜆𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎝ 𝑡1,1 . . . 𝑡1,𝑛
...

. . .
...

𝑡𝑛,1 . . . 𝑡𝑛,𝑛

⎞⎟⎠ .

Таким образом, 𝜆⃗′𝜈 = 𝜆⃗𝜈 · 𝑇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).
Цель данной работы — рассмотреть метрическое пространствоD𝑛 унимодулярных решёток

совместных приближений Дирихле, а также метрическое пространство D*
𝑛 взаимных унимо-

дулярных решёток совместных приближений Дирихле.

2. Расстояние между решётками совместных приближений Ди-
рихле

Рассмотрим две решётки совместных приближений Дирихле Λ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) и Λ(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).
Как известно (см. [2], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным

метрическим пространством относительно метрики1

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (1)

где
𝜇 = inf

Γ=Λ·𝐴
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=Γ·𝐵
‖𝐵 − 𝐼‖

и 𝐼 — 𝑠-мерная единичная матрица, а норма произвольной матрицы 𝑀 задается равенством

‖𝑀‖ = 𝑠 · max
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠

|𝑚𝑖𝑗 |.

Рассмотрим вопрос о том какие линейные преобразования переводят решётку Λ в решётку
Γ. Пусть 𝑀 — произвольная базисная матрица решётки Λ и 𝑁 — произвольная базисная
матрица решётки Γ. Множество M(Λ) всех базисных матриц решётки Λ задается равенством

M(Λ) = {𝑉 ·𝑀 |𝑉 ∈ GL𝑠(Z)} ,

а множество M(Γ) всех базисных матриц решётки Γ задается равенством

M(Γ) = {𝑊 ·𝑁 |𝑊 ∈ GL𝑠(Z)} .

Если линейное преобразование с матрицей 𝐴 переводит решётку Λ в решётку Γ, то оно пе-
реводит множество M(Λ) во множество M(Γ). Таким образом, если 𝑊 · 𝑁 = 𝑉 ·𝑀 · 𝐴, то
множество всех матриц 𝐻𝑜𝑚(Λ,Γ) линейных преобразований, переводящих решётку Λ в ре-
шётку Γ задается равенством

𝐻𝑜𝑚(Λ,Γ) =
{︀
𝑀−1 · 𝑈 ·𝑁 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
, 𝐻𝑜𝑚(Γ,Λ) =

{︀
𝑁−1 · 𝑈 ·𝑀 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
.

Нетрудно видеть, что для матрицы 𝑀(𝛽, 𝛼⃗) заданной равенством

𝑀(𝛽, 𝛼⃗) =𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
−1𝑀(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗))

1Так как точки решётки и арифметического пространства R𝑛 записываются вектор-строками, то действие
линейного преобразования на решётку записывается умножением на матрицу линейного преобразования спра-
ва, как было отмечено выше.
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справедливо соотношение

𝑀(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) =𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ·𝑀(𝛽, 𝛼⃗), 𝑀(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) =𝑀(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ·𝑀(𝛼⃗, 𝛽).

Справедливо равенство

𝑀(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)
−1 =𝑀(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).

Действительно,⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛼1 . . . 𝛼𝑛

0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛼1 . . . 𝛼𝑛

0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что

𝑀(𝛽, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛼1 . . . 𝛼𝑛

0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛼1 − 𝛽1 . . . 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀(𝛼⃗, 𝛽) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛼1 . . . 𝛼𝑛

0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 − 𝛼1 . . . 𝛽𝑛 − 𝛼𝑛

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для любого действительного числа 𝛽 наряду с хорошо известной дробной частью {𝛽}
определим абсолютно наименьшую дробную часть {{𝛽}} с помощью равенств

{{𝛽}} =

{︂
{𝛽}, если 0 ⩽ {𝛽} ⩽ 1

2 ,
{𝛽} − 1, если 1

2 < {𝛽} < 1.

Кроме этого, определим ближайшее целое [[𝛽]] с помощью равенства

[[𝛽]] =

{︂
[𝛽], если 0 ⩽ {𝛽} ⩽ 1

2 ,
[𝛽] + 1, если 1

2 < {𝛽} < 1.

Очевидно, что выполняется равенство [[𝛽]] + {{𝛽}} = 𝛽.
Напомним, что {𝛽} = ({𝛽1}, . . . , {𝛽𝑛}), [𝛽] = ([𝛽1], . . . , [𝛽𝑛]). Аналогично, {{𝛽}} = ({{𝛽1}},

. . . , {{𝛽𝑛}}), [[𝛽]] = ([[𝛽1]], . . . , [[𝛽𝑛]]).
Нетрудно видеть, что для любого вектора 𝛽 базисной матрицей для решётки совместных

приближений Дирихле Λ(𝛽) будет матрица

𝑀𝑎𝑠𝑓𝑝(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 {{𝛽1}} . . . {{𝛽𝑛}}
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Действительно,⎛⎜⎜⎜⎝
1 [[𝛽1]] . . . [[𝛽𝑛]]
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 {{𝛽1}} . . . {{𝛽𝑛}}
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .



68 А. П. Крылов, Н. М. Добровольский, И. Н. Балаба

Для произвольного вектора (𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+1 имеем:

(𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 {{𝛽1}} . . . {{𝛽𝑛}}
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ = (𝑞, 𝑞{{𝛽1}} − 𝑝1, . . . , 𝑞{{𝛽𝑛}} − 𝑝𝑛) ∈ Λ(𝛽),

(𝑞, 𝑞{{𝛽1}} − 𝑝1, . . . , 𝑞{{𝛽𝑛}} − 𝑝𝑛) ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 {{𝛽1}} . . . {{𝛽𝑛}}
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ = (𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+1.

Отсюда следует, что 𝜌(Z𝑛+1,Λ(𝛽)) = ln

(︂
1 + (𝑛+ 1) max

1⩽𝜈⩽𝑛
|{{𝛽𝜈}}|

)︂
. Таким образом, множе-

ство всех решёток D𝑛 совместных приближений Дирихле образует ограниченное множество с
центром в фундаментальной решётке Z𝑛+1 радиуса ln

(︀
1 + 𝑛+1

2

)︀
.

Лемма 1. Если две решётки совместных приближений Дирихле Λ(𝛽) и Λ(𝛼⃗) совпадают,
то справедливы соотношения 𝛼𝜈 − 𝛽𝜈 ∈ Z (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Доказательство. Действительно, если

(𝑞, 𝑞𝛽1 − 𝑝1, . . . , 𝑞𝛽𝑛 − 𝑝𝑛) = (𝑞, 𝑞𝛼1 − 𝑝′1, . . . , 𝑞𝛼𝑛 − 𝑝′𝑛),

то 𝛼𝜈 −𝛽𝜈 = 𝑝′𝜈−𝑝𝜈
𝑞 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛). Положим 𝑎𝜈 = 𝛼𝜈 −𝛽𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠), тогда 𝑝′𝜈 − 𝑝𝜈 = 𝑎𝜈𝑞 ∈ Z

(𝜈 = 1, . . . , 𝑛) для любого натурального 𝑞 только при условии, что 𝛼𝜈 − 𝛽𝜈 ∈ Z (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).
2

Из доказанной леммы следуют равенства Λ
(︁
𝛽
)︁
= Λ

(︁{︁
𝛽
}︁)︁

= Λ
(︁{︁{︁

𝛽
}︁}︁)︁

.

Лемма 2. Для множества базисных матриц решётки Λ(𝛽) справедливо равенство

M(Λ(𝛽)) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝

𝑣1,1 𝑣1,1𝛽1 − 𝑣1,2 . . . 𝑣1,1𝛽𝑛 − 𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 𝑣2,1𝛽1 − 𝑣2,2 . . . 𝑣2,1𝛽𝑛 − 𝑣2,𝑛+1
...

...
. . .

...
𝑣𝑛+1,1 𝑣𝑛+1,1𝛽1 − 𝑣𝑛+1,2 . . . 𝑣𝑛+1,1𝛽𝑛 − 𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .

Доказательство. Действительно, для любой матрицы 𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z) имеем:⎛⎜⎝ 𝑣1,1 . . . 𝑣1,𝑛+1
...

. . .
...

𝑣𝑛+1,1 . . . 𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1,1 𝑣1,1𝛽1 − 𝑣1,2 . . . 𝑣1,1𝛽𝑛 − 𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 𝑣2,1𝛽1 − 𝑣2,2 . . . 𝑣2,1𝛽𝑛 − 𝑣2,𝑛+1
...

...
. . .

...
𝑣𝑛+1,1 𝑣𝑛+1,1𝛽1 − 𝑣𝑛+1,2 . . . 𝑣𝑛+1,1𝛽𝑛 − 𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

2

Лемма 3. Для 𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗)) справедливо равенство

𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗)) =
{︁
𝑀(𝛽) · 𝑉 ·𝑀(𝛼⃗)

⃒⃒⃒
𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

}︁
.
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Доказательство. Действительно,⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1,1 𝑣1,1𝛼1 − 𝑣1,2 . . . 𝑣1,1𝛼𝑛 − 𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 𝑣2,1𝛼1 − 𝑣2,2 . . . 𝑣2,1𝛼𝑛 − 𝑣2,𝑛+1
...

...
. . .

...
𝑣𝑛+1,1 𝑣𝑛+1,1𝛼1 − 𝑣𝑛+1,2 . . . 𝑣𝑛+1,1𝛼𝑛 − 𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ 𝑚1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)
...

. . .
...

𝑚𝑛+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚𝑛+1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)

⎞⎟⎠ ,

где

𝑚1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝑣1,1+
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑣𝜈+1,1𝛽𝜈, 𝑚𝜈+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = −𝑣𝜈+1,1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛),

𝑚1,𝜇+1(𝛽⃗, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝑣1,1𝛼𝜇−𝑣1,𝜇+1+

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑣𝜈+1,1𝛼𝜇−𝑣𝜈+1,𝜇+1)𝛽𝜈 (𝜇 = 1, . . . , 𝑛),

𝑚𝜈+1,𝜇+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝑣𝜈+1,𝜇+1 − 𝑣𝜈+1,1𝛼𝜇 (𝜇, 𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Таким образом,

𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗)) =
{︁
𝑀(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =𝑀(𝛽) · 𝑉 ·𝑀(𝛼⃗)

⃒⃒⃒
𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

}︁
,

𝑀(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑚1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 𝑚1,2(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)

−𝑣2,1 𝑣2,2 − 𝑣2,1𝛼1 . . . 𝑣2,𝑛+1 − 𝑣𝑛+1,1𝛼𝑛
...

...
. . .

...
−𝑣𝑛+1,1 𝑣𝑛+1,2 − 𝑣𝑛+1,1𝛼1 . . . 𝑣𝑛+1,𝑛+1 − 𝑣𝑛+1,1𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
2

Теорема 1. Для произвольных двух решёток совместных приближений Дирихле Λ(𝛽)
и Λ(𝛼⃗) справедливо равенство

𝜌(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗)) = ln

(︂
1 + (𝑛+ 1) max

1⩽𝜈⩽𝑛
|{{𝛼𝜈 − 𝛽𝜈}}|

)︂
.

Доказательство. Для базисных матриц𝑀(𝛽⃗) и𝑀(𝛼⃗) решёток совместных приближений
Дирихле Λ(𝛽) и Λ(𝛼⃗) без ограничения общности можно считать, что 𝛼⃗, 𝛽 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

Чтобы вычислить расстояние между двумя решётками совместных приближений Дирихле
Λ(𝛽) и Λ(𝛼⃗) необходимо найти величины

𝜈(𝛼⃗, 𝛽) = inf
𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛽),Λ(𝛼⃗))

‖𝐴− 𝐼‖, 𝜇(𝛼⃗, 𝛽) = inf
𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ(𝛼⃗),Λ(𝛽))

‖𝐴− 𝐼‖.

Из предыдущего следует, что max(𝜈(𝛼⃗, 𝛽), 𝜇(𝛼⃗, 𝛽)) < 𝑛 + 1. Поэтому, пользуясь леммой 3,
получим 𝑣2,1 = . . . = 𝑣𝑛+1,1 = 0, 𝑣2,2 = 𝑣3,3 = . . . = 𝑣𝑛+1,𝑛+1 = 1, 𝑣𝜈,𝜇 = 0
(2 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑛+ 1, 2 ⩽ 𝜇 ⩽ 𝑛+ 1, 𝜈 ̸= 𝜇).

Таким образом, матрица из леммы 3, на которой достигается 𝜈(𝛼⃗, 𝛽) имеет вид

𝑀(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑚1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 𝑚1,2(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠
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и 𝑚1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 1, 𝑚1,𝜇+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝛼𝜇−𝑣1,𝜇+1−𝛽𝜇 (𝜇 = 1, . . . , 𝑛). Ясно, что целые 𝑣1,𝜇+1 надо
выбирать из условия 𝑣1,𝜇+1 = [[𝛼𝜇 − 𝛽𝜇]] (𝜇 = 1, . . . , 𝑛) и тогда

𝜈(𝛼⃗, 𝛽) = (𝑛+ 1) max
𝜇=1,...,𝑛

|{{𝛼𝜇 − 𝛽𝜇}}|.

Аналогично получается утверждение относительно 𝜇(𝛼⃗, 𝛽). 2

3. Полнота пространства решёток совместных приближений Ди-
рихле

Для доказательства полноты метрического пространства D𝑛 унимодулярных решёток сов-
местных приближений Дирихле необходимо доказать, что любая фундаментальная последова-
тельность решёток совместных приближений Дирихле сходится к решётке Дирихле. Как было
отмечено выше, метрическое пространство D𝑛 унимодулярных решёток совместных прибли-
жений Дирихле состоит из решёток Λ(𝛽), где 𝛽 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

Теорема 2. Для любой фундаментальной последовательности унимодулярных решё-
ток совместных приближений Дирихле Λ(𝛽𝜈), 𝛽𝜈 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
(𝜈 = 1, 2, . . .) существует

𝛽 = lim
𝜈→∞

𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
такой, что lim

𝜈→∞
Λ(𝛽𝜈) = Λ(𝛽).

Доказательство. Пусть для любого 𝜀 > 0 при 𝜈, 𝜇 ⩾ 𝑁(𝜀) выполнено неравенство
𝜌(Λ(𝛽𝜈),Λ(𝛽𝜇)) < 𝜀. Тогда выполняется неравенство

ln

(︂
1 + (𝑛+ 1) max

1⩽𝜆⩽𝑛
|{{𝛽𝜇,𝜆 − 𝛽𝜈,𝜆}}|

)︂
< 𝜀, max

1⩽𝜆⩽𝑛
|{{𝛽𝜇,𝜆 − 𝛽𝜈,𝜆}}| <

𝑒𝜀 − 1

𝑛+ 1
.

Отсюда следует, что последовательность векторов 𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
является фундаментальной,

а, значит, существует 𝛽 = lim
𝜈→∞

𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
и lim

𝜈→∞
Λ(𝛽𝜈) = Λ(𝛽). 2

Замечание 1. Условие 𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
в формулировке теоремы является существенным,

так как для любой последовательности целых векторов 𝑚⃗𝜈 ∈ Z𝑛 имеем: Λ(𝛽) = Λ(𝛽 + 𝑚⃗𝜈),
но lim

𝜈→∞
𝛽 + 𝑚⃗𝜈 существует только для стационарных последовательностей 𝑚⃗𝜈 , начиная с

некоторого места.

Замечание 2. Из предыдущего следует, что метрическое пространство D𝑛 унимоду-
лярных решёток совместных приближений Дирихле является гладким многообразием, как
образ

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

4. Расстояние между взаимными решётками совместных прибли-
жений Дирихле

Пусть 𝑀(𝛽) ·𝐴 =𝑀*(𝛽), тогда 𝐴 =𝑀−1(𝛽) ·𝑀*(𝛽) =𝑀(𝛽) ·𝑀*(𝛽):

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 +

∑︀𝑛
𝜈=1 𝛽

2
𝜈 −𝛽1 . . . −𝛽𝑛

−𝛽1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
−𝛽𝑛 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Пусть 𝑀*(𝛽) ·𝐵 =𝑀(𝛽), тогда 𝐵 = (𝑀*(𝛽))−1 ·𝑀(𝛽) =𝑀*(𝛽) ·𝑀(𝛽):⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

⎞⎟⎠ ,

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 . . . 𝛽𝑛
0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝛽1 𝛽2 . . . 𝛽𝑛
𝛽1 𝛽21 + 1 𝛽1𝛽2 . . . 𝛽1𝛽𝑛
𝛽2 𝛽2𝛽1 𝛽22 + 1 . . . 𝛽2𝛽𝑛
...

...
...

. . .
...

𝛽𝑛 𝛽𝑛𝛽1 𝛽𝑛𝛽2 . . . 𝛽2𝑛 + 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Замечание 3. Из предыдущего следует, что метрическое пространство D*
𝑛 взаимных

унимодулярных решёток совместных приближений Дирихле является гладким многообра-
зием, как образ

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

Лемма 4. Если две взаимные решётки совместных приближений Дирихле Λ*(𝛽⃗) и Λ*(𝛼⃗)
совпадают, то справедливы соотношения 𝛼𝜈 − 𝛽𝜈 ∈ Z (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Доказательство. Действительно, если для любых целых 𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 и 𝑚 найдётся целое
𝑚′ такое, что

(𝑚1𝛽1+ . . .+𝑚𝑛𝛽𝑛−𝑚,−𝑚1,−𝑚2, . . . ,−𝑚𝑛) = (𝑚1𝛼1+ . . .+𝑚𝑛𝛼𝑛−𝑚′,−𝑚1,−𝑚2, . . . ,−𝑚𝑛),

то
𝑛∑︀

𝜈=1
(𝛼𝜈 − 𝛽𝜈)𝑚𝜈 ∈ Z. Отсюда следует, что 𝛼𝜈 − 𝛽𝜈 ∈ Z (𝜈 = 1, . . . , 𝑛). 2

Из доказанной леммы следуют равенства Λ*
(︁
𝛽
)︁
= Λ*

(︁{︁
𝛽⃗
}︁)︁

= Λ*
(︁{︁{︁

𝛽
}︁}︁)︁

.

Нетрудно видеть, что для матрицы 𝑀*(𝛽, 𝛼⃗) заданной равенством

𝑀*(𝛽, 𝛼⃗) =𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
−1𝑀*(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛽),Λ*(𝛼⃗))

справедливо соотношение

𝑀*(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) =𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ·𝑀*(𝛽⃗, 𝛼⃗), 𝑀*(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) =𝑀*(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ·𝑀*(𝛼⃗, 𝛽).

Справедливо равенство

𝑀*(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)
−1 =𝑀*(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).

Действительно,⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛼1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛼𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛼1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛼𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что

𝑀*(𝛽, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛼1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛼𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

𝛽1 − 𝛼1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 − 𝛼𝑛 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀*(𝛼⃗, 𝛽) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛼1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛼𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

𝛼1 − 𝛽1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Лемма 5. Для множества базисных матриц решётки Λ*(𝛽) справедливо равенство

M(Λ*(𝛽)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑣1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣1,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣1,2 . . . −𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣2,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣2,2 . . . −𝑣2,𝑛+1

...
...

. . .
...

𝑣𝑛+1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣𝑛+1,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣𝑛+1,2 . . . −𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Доказательство. Действительно, для любой матрицы 𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z) имеем:

⎛⎜⎝ 𝑣1,1 . . . 𝑣1,𝑛+1
...

. . .
...

𝑣𝑛+1,1 . . . 𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑣1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣1,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣1,2 . . . −𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣2,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣2,2 . . . −𝑣2,𝑛+1

...
...

. . .
...

𝑣𝑛+1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣𝑛+1,𝜈+1𝛽𝜈 −𝑣𝑛+1,2 . . . −𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

2

Лемма 6. Для 𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛽),Λ*(𝛼⃗)) справедливо равенство

𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛽⃗),Λ*(𝛼⃗)) =
{︁
𝑀*(𝛽) · 𝑉 ·𝑀*(𝛼⃗)

⃒⃒⃒
𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

}︁
.

Доказательство. Действительно,

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝛽1 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
𝛽𝑛 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑣1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣1,𝜈+1𝛼𝜈 −𝑣1,2 . . . −𝑣1,𝑛+1

𝑣2,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣2,𝜈+1𝛼𝜈 −𝑣2,2 . . . −𝑣2,𝑛+1

...
...

. . .
...

𝑣𝑛+1,1 +
𝑛∑︀

𝜈=1
𝑣𝑛+1,𝜈+1𝛼𝜈 −𝑣𝑛+1,2 . . . −𝑣𝑛+1,𝑛+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎝ 𝑚*
1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚*

1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)
...

. . .
...

𝑚*
𝑛+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) . . . 𝑚*

𝑛+1,𝑛+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗)

⎞⎟⎠ ,

где

𝑚*
1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝑣1,1+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑣1,𝜈+1𝛼𝜈, 𝑚*
1,𝜈+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = −𝑣1,𝜈+1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛),
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𝑚*
𝜈+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝛽𝜈

⎛⎝𝑣1,1 + 𝑛∑︁
𝜇=1

𝑣1,𝜇+1𝛼𝜇

⎞⎠−

⎛⎝𝑣𝜈+1,1 +
𝑛∑︁

𝜇=1

𝑣𝜈+1,𝜇+1𝛼𝜇

⎞⎠ =

= 𝛽𝜈𝑣1,1 − 𝑣𝜈+1,1 +
𝑛∑︁

𝜇=1

(𝛽𝜈𝑣1,𝜇+1 − 𝑣𝜈+1,𝜇+1)𝛼𝜇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛),

𝑚*
𝜈+1,𝜇+1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝑣𝜈+1,𝜇+1 − 𝑣1,𝜇+1𝛽𝜈 (𝜇, 𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Таким образом,

𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛽),Λ*(𝛼⃗)) =
{︁
𝑀*(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =𝑀*(𝛽) · 𝑉 ·𝑀*(𝛼⃗)

⃒⃒⃒
𝑉 ∈ GL𝑛+1(Z)

}︁
,

𝑀*(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚*

1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) −𝑣1,2 . . . −𝑣1,𝑛+1

𝑚*
2,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 𝑣2,2 − 𝑣1,2𝛽1 . . . 𝑣2,𝑛+1 − 𝑣1,𝑛+1𝛽1

...
...

. . .
...

𝑚*
𝑛+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 𝑣𝑛+1,2 − 𝑣1,2𝛽𝑛 . . . 𝑣𝑛+1,𝑛+1 − 𝑣1,𝑛+1𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

2

Теорема 3. Для произвольных двух взаимных решёток совместных приближений Ди-
рихле Λ*(𝛽⃗) и Λ*(𝛼⃗) справедливо равенство

𝜌(Λ*(𝛽⃗),Λ*(𝛼⃗)) = ln

(︂
1 + (𝑛+ 1) max

1⩽𝜈⩽𝑛
|{{𝛼𝜈 − 𝛽𝜈}}|

)︂
.

Доказательство. Для базисных матриц 𝑀*(𝛽) и 𝑀*(𝛼⃗) взаимных решёток совмест-
ных приближений Дирихле Λ*(𝛽) и Λ*(𝛼⃗) без ограничения общности можно считать, что
𝛼⃗, 𝛽 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

Чтобы вычислить расстояние между двумя взаимными решётками совместных приближе-
ний Дирихле Λ*(𝛽) и Λ*(𝛼⃗) необходимо найти величины

𝜈*(𝛼⃗, 𝛽) = inf
𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛽),Λ*(𝛼⃗))

‖𝐴− 𝐼‖, 𝜇*(𝛼⃗, 𝛽) = inf
𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ*(𝛼⃗),Λ*(𝛽))

‖𝐴− 𝐼‖.

Из предыдущего следует, что max(𝜈*(𝛼⃗, 𝛽), 𝜇*(𝛼⃗, 𝛽)) < 𝑛 + 1. Поэтому, пользуясь лем-
мой 6, получим 𝑣1,2 = . . . = 𝑣1,𝑛+1 = 0, 𝑣2,2 = 𝑣3,3 = . . . = 𝑣𝑛+1,𝑛+1 = 1, 𝑣𝜈,𝜇 = 0
(2 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑛+ 1, 2 ⩽ 𝜇 ⩽ 𝑛+ 1, 𝜈 ̸= 𝜇).

Таким образом, матрица из леммы 6, на которой достигается 𝜈*(𝛼⃗, 𝛽) имеет вид

𝑀*(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚*

1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 0 . . . 0

𝑚*
2,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 1 . . . 0

...
...

. . .
...

𝑚*
𝑛+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и 𝑚*

1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 1, 𝑚*
𝜈+1,1(𝛽, 𝑉, 𝛼⃗) = 𝛽𝜈− 𝛼𝜈−𝑣𝜈+1,1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛). Ясно, что целые 𝑣𝜈+1,1

надо выбирать из условия 𝑣𝜈+1,1 = [[𝛽𝜈 − 𝛼𝜇]] (𝜈 = 1, . . . , 𝑛) и тогда

𝜈*(𝛼⃗, 𝛽) = (𝑛+ 1) max
𝜈=1,...,𝑛

|{{𝛽𝜈 − 𝛼𝜈}}|.

Аналогично получается утверждение относительно 𝜇*(𝛼⃗, 𝛽). 2
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5. Полнота пространства взаимных решёток совместных прибли-
жений Дирихле

Для доказательства полноты метрического пространства D*
𝑛 взаимных унимодулярных ре-

шёток совместных приближений Дирихле необходимо доказать, что любая фундаментальная
последовательность взаимных решёток совместных приближений Дирихле сходится к взаим-
ной решётке Дирихле. Как было отмечено выше, метрическое пространство D*

𝑛 взаимных
унимодулярных решёток совместных приближений Дирихле состоит из решёток Λ*(𝛽), где
𝛽 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

Теорема 4. Для любой фундаментальной последовательности взаимных унимодуляр-
ных решёток совместных приближений Дирихле Λ*(𝛽𝜈), 𝛽⃗𝜈 ∈

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
(𝜈 = 1, 2, . . .) суще-

ствует 𝛽 = lim
𝜈→∞

𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
такой, что lim

𝜈→∞
Λ*(𝛽𝜈) = Λ*(𝛽).

Доказательство. Пусть для любого 𝜀 > 0 при 𝜈, 𝜇 ⩾ 𝑁(𝜀) выполнено неравенство
𝜌(Λ*(𝛽𝜈),Λ

*(𝛽𝜇)) < 𝜀. Тогда выполняется неравенство

ln

(︂
1 + (𝑛+ 1) max

1⩽𝜆⩽𝑛
|{{𝛽𝜇,𝜆 − 𝛽𝜈,𝜆}}|

)︂
< 𝜀, max

1⩽𝜆⩽𝑛
|{{𝛽𝜇,𝜆 − 𝛽𝜈,𝜆}}| <

𝑒𝜀 − 1

𝑛+ 1
.

Отсюда следует, что последовательность векторов 𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
является фундаментальной,

а, значит, существует 𝛽 = lim
𝜈→∞

𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
и lim

𝜈→∞
Λ*(𝛽𝜈) = Λ*(𝛽). 2

Замечание 4. Условие 𝛽𝜈 ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
в формулировке теоремы является существенным,

так как для любой последовательности целых векторов 𝑚⃗𝜈 ∈ Z𝑛 имеем: Λ*(𝛽) = Λ*(𝛽+𝑚⃗𝜈),
но lim

𝜈→∞
𝛽 + 𝑚⃗𝜈 существует только для стационарных последовательностей 𝑚⃗𝜈 , начиная с

некоторого места.

Замечание 5. Из предыдущего следует, что метрическое пространство D*
𝑛 взаимных

унимодулярных решёток совместных приближений Дирихле является гладким многообра-
зием, как образ

(︀
−1

2 ,
1
2

]︀𝑛
.

6. Сохранение расстояний при переходе к взаимным решёткам

Очевидный параллелизм между утверждениями о решётках совместных приближений Ди-
рихле и о взаимных решётках совместных приближений Дирихле становится понятным, если
рассмотреть вопрос о связи между расстояниями между двумя решётками и расстояниями
между соответствующими взаимными решётками.

Теорема 5. Расстояния между любыми двумя решётками Λ и Γ совпадает с расстоя-
нием между соответствующими взаимными решётками Λ* и Γ*:

𝜌(Λ,Γ) = 𝜌(Λ*,Γ*).

Доказательство. Действительно, пусть 𝑀 — базисная матрица решётки Λ, тогда мат-
рица (𝑀−1)𝑇 будет базисной матрицей взаимной решётки Λ*. Так как множество M(Λ) всех
базисных матриц решётки Λ задается равенством

M(Λ) = {𝑉 ·𝑀 |𝑉 ∈ GL𝑠(Z)} ,

то множество M(Λ*) всех базисных матриц взаимной решётки Λ* задается равенством

M(Λ*) =
{︀
((𝑉 ·𝑀)−1)𝑇 |𝑉 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
.
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Расстояние 𝜌(Λ,Γ) согласно (1) будет равно

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (2)

где
𝜇 = inf

𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ,Γ)
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

𝐵∈𝐻𝑜𝑚(Γ,Λ)
‖𝐵 − 𝐼‖.

Для расстояния 𝜌(Λ*,Γ*) между взаимными решётками получим

𝜌(Λ*,Γ*) = max(ln(1 + 𝜇*), ln(1 + 𝜈*)) = ln(1 + max(𝜇*, 𝜈*)), (3)

где
𝜇* = inf

𝐴∈𝐻𝑜𝑚(Λ*,Γ*)
‖𝐴1 − 𝐼‖, 𝜈 = inf

𝐵1∈𝐻𝑜𝑚(Γ*,Λ*)
‖𝐵1 − 𝐼‖.

Если𝑀 — произвольная базисная матрица решётки Λ и 𝑁 — произвольная базисная матрица
решётки Γ, то как было показано раньше

𝐻𝑜𝑚(Λ,Γ) =
{︀
𝑀−1 · 𝑈 ·𝑁 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
, 𝐻𝑜𝑚(Γ,Λ) =

{︀
𝑁−1 · 𝑈 ·𝑀 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
,

поэтому
𝜇 = inf

𝑈∈GL𝑠(Z)
‖𝑀−1 · 𝑈 ·𝑁 − 𝐼‖, 𝜈 = inf

𝑈∈GL𝑠(Z)
‖𝑁−1 · 𝑈 ·𝑀 − 𝐼‖.

Переходя к взаимным решёткам, получим

𝐻𝑜𝑚(Λ*,Γ*) =
{︀
((𝑀−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑁−1)𝑇 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
,

𝐻𝑜𝑚(Γ,Λ) =
{︀
((𝑁−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑀−1)𝑇 |𝑈 ∈ GL𝑠(Z)

}︀
,

поэтому

𝜇* = inf
𝑈∈GL𝑠(Z)

‖((𝑀−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑁−1)𝑇 − 𝐼‖, 𝜈* = inf
𝑈∈GL𝑠(Z)

‖((𝑁−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑀−1)𝑇 − 𝐼‖.

Далее имеем:

((𝑀−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑁−1)𝑇 =𝑀𝑇 · 𝑈 · (𝑁−1)𝑇 = (𝑁−1 · 𝑈𝑇 ·𝑀)𝑇 ,

((𝑁−1)𝑇 )−1 · 𝑈 · (𝑀−1)𝑇 = 𝑁 · 𝑈 · (𝑀−1)𝑇 = (𝑀−1 · 𝑈𝑇 ·𝑁)𝑇 .

Так как для любого 𝑈 ∈ GL𝑠(Z) имеем 𝑈𝑇 ∈ GL𝑠(Z) и ‖𝐴− 𝐼‖ = ‖𝐴𝑇 − 𝐼‖, то 𝜇 = 𝜈*, 𝜈 = 𝜇*

и утверждение теоремы доказано. 2
Таким образом доказано, что отображение взаимности является изометрией на метриче-

ском пространстве решёток. Отсюда следует, что если имеется произвольная фундаменталь-
ная последовательность решёток, которая в силу полноты метрического пространства решёток
сходится к некоторой решётке, то соответствующая последовательность взаимных решёток
также будет фундаментальной, которая сходится к соответствующей взаимной решётке.

7. Заключение

Из доказанных теорем возникает вопрос о дифференциальных свойствах диагональных
унимодулярных решёток и решёток совместных приближений Дирихле, то есть речь идёт о
соответствующих гладких многообразиях (см. [5]). Ответ на этот вопрос будет темой нашей
следующей работы.
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