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Аннотация

Современные математические модели, компьютерные технологии, финансовые инстру-
менты и механизмы сформировали новое направление «финансовый инжиниринг». В рам-
ках финансового инжиниринга представляет интерес формулировка новых математиче-
ских задач управления финансовыми ресурсами, в том числе модификация целевых функ-
ционалов. В данной работе предлагается один из вариантов такой модификации, а именно
для двухсекторной модели эконмической динамики рассматривается двухкритериальная
задача, формализуемая в виде максиминной задачи управления. Проведено полное иссле-
дование зависимости вида оптимальной траектории от величины интервала управления.
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Abstract

Modern mathematical models, computer technologies, financial instruments and mechanisms
have formed a new scientific sphere – "financial engineering". In the context of financial
engineering, the formulation of new mathematical problems of financial resource management,
including the modification of target functionals, is of interest. In this paper, one of the variants
of such modification is proposed, namely, for a two-sector model of economic dynamics, a two-
criteria problem is considered formalized as a maximin control problem. A complete study of
the dependence of the type of optimal trajectory on the value of the control interval is carried
out.
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effect.
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1. Введение

Современные математические модели и компьютерные технологии, финансовые инстру-
менты и механизмы для решения актуальных финансовых вопросов, минимизации рисков и
увеличения доходности сформировали новое направление «финансовый инжиниринг» [1-4].

В рамках финансового инжиниринга представляет интерес в теоретическом плане фор-
мулировка новых математических задач управления финансовыми ресурсами, в том числе
модификация целевых функционалов. В данной работе предлагается один из вариантов та-
кой модификации.

В экономических системах различного уровня очень распространенной является задача
распределение ресурса или производимого продукта между производственной и непроизвод-
ственной сферами. Обе эти сферы можно описать размерами фондов, изменения которых свя-
заны с вложением дополнительных ресурсов (продуктов) и амортизации. Величина вновь про-
изводимого продукта зависит непосредственно от размеров производственных фондов (опре-
деляется производственной функцией). Если при этом качество функционирования системы
оценивается двумя критериями, отражающими соответственно достижения в производствен-
ной и непроизводственной сферах, то это стимулирует развитие и непроизводственных фон-
дов. Такая ситуация имеет место при разработке программ экономического и социального
развития, производства и охраны окружающей среды и т.д. [5].

При наличии нескольких (в данном случае двух) критериев понятие оптимальности неод-
нозначно. Тут возможны разные постановки задачи. Традиционной для теоретических иссле-
дований является задача о максимальном потреблении, один из вариантов которой изложен,
например, в [6]. Она состоит в максимизации критерия, зависящего от размеров непроизвод-
ственных фондов, при ограничении снизу на критерий, оценивающий производственные фон-
ды. Возможна в некотором смысле обратная задача: при ограничении снизу на допустимый
уровень потребления максимизировать критерий, оценивающий производственные фонды.

Указанные задачи характеризуются неравноправным учетом критериев (и соответствую-
щих сфер). Равноправное (симметричное) их рассмотрение естественно связать с паретоопти-
мальностью. Для выделения конкретного решения из множества Парето можно использовать
свертку Гермейера, а именно, ввести общий критерий, представляющий собой минимум из
частных критериев, умноженных на весовые коэффициенты. Этот критерий имеет ясный со-
держательный смысл: соизмеряются достижения в обеих сферах, и ситуация оценивается по
худшему результату («узкому месту»), причем в силу разнородности сфер результаты в них не



Двухкритериальная задача оптимального управления. . . 53

являются взаимозамещающими. Весовые коэффициенты могут играть роль переводных, ес-
ли достижения измеряются в разных единицах, оценивать приоритеты, отражать желаемый
уровень в каждой сфере и т.п. По-видимому, указанные критерии в таких задачах хорошо опи-
сывают цель и поведение системы. Однако он имеет математический недостаток – является
негладким функционалом, что усложняет анализ.

2. Формулировка задачи управления

Рассмотрим конкретную постановку задачи подобного типа. Пусть имеется непрерывный
промежуток планирования [0, 𝑇 ]. Обозначим величины фондов в производственной и непро-
изводственной сферах в момент 𝑡 соответственно 𝑥̃(𝑡) и 𝑦(𝑡). Будем считать их скалярными
величинами (например, все в денежном выражении). В каждый момент времени 𝑡 выпускае-
мый однородный продукт в количестве 𝛼𝑥̃(𝑡) (линейная производственная функция) распре-
деляется в пропорции 𝑢(𝑡) и 1−𝑢(𝑡) между производственной и непроизводственной сферами.
Управление 𝑢(·) в каждый момент удовлетворяет ограничениям 0 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 1. Заданы величи-
ны амортизации 𝜇, 𝛿 и начальные условия 𝑥̃0, 𝑦0. В качестве критерия возьмем функционал
интегрального типа, в котором подынтегральная функция, оценивающая эффективность в
каждый момент времени 𝑡, имеет вид

𝑓 (𝑥̃, 𝑦) = min {𝜆𝑥̃, 𝑦},

где 𝜆 – весовой коэффициент. В результате получается следующая задача оптимального управ-
ления с фиксированным временем: найти кусочно-непрерывную функцию 𝑢(𝑡) и кусочно-
непрерывно-дифференцируемые функции 𝑥̃(𝑡) и 𝑦(𝑡), максимизирующие функционал

𝐼 =

∫︁ 𝑇

0
min{𝜆𝑥̃, 𝑦}𝑑𝑡 (1)

и удовлетворяющие системе ограничений

˙̃𝑥 = (𝛼𝑢− 𝜇) 𝑥̃, 𝑥̃ (0) = 𝑥̃0, ˙̃𝑦 = 𝛼 (1− 𝑢) 𝑥̃− 𝛿𝑦, 𝑦 (0) = 𝑦0. (2)

Все переменные в (1), (2) являются скалярными, начальные условия 𝑥̃0, 𝑦0, а также кон-
станты 𝜆, 𝛼, 𝜇, 𝛿 – положительные числа, причем 𝛼 > 𝜇, 𝛼 > 𝛿.

В соотношениях (1), (2) сделаем замену переменных, упрощающее дальнейшие рассужде-
ния:

𝑥 = 𝑥̃exp (𝜇𝑡) , 𝑧 = (𝑥̃+ 𝑦) exp (𝜇𝑡). (3)

При этом задача (1), (2) преобразуется к виду

𝐼 =

∫︁ 𝑇

0
min{𝜆𝑥, 𝑧 − 𝑥}exp (−𝜇𝑡) 𝑑𝑡, (4)

𝑥̇ = 𝛼𝑢𝑥, 𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑧̇ = (𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝑥+ (𝜇− 𝛿) 𝑧, 𝑧 (0) = 𝑧0. (5)

Связь между начальными условиями в задачах (1), (2) и (4), (5) получается из соотношений
(3) при 𝑡 = 0.
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3. Исследование качественного вида закона оптимального управ-
ления

Фазовую плоскость (𝑥, 𝑧) задачи (4), (5) разобьем на три непересекающиеся части: область
«влияния» функционала 𝜆𝑥̃ (𝑡), область «влияния» функционала 𝑦 (𝑡) и область одинакового
«влияния» обоих функционалов. Обозначим эти области соответственно через

𝑆− = {(𝑥, 𝑧) | 𝜆𝑥 < 𝑧 − 𝑥} ,

𝑆+ = {(𝑥, 𝑧) | 𝜆𝑥 > 𝑧 − 𝑥} ,

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) | 𝜆𝑥 = 𝑧 − 𝑥} .

Область 𝑆 представляет собой прямую, разделяющую полуплоскости 𝑆− и 𝑆+, уравнение
которой в исходных переменных есть 𝜆𝑥̃ = 𝑦.

С помощью непрерывных на отрезке [0, 𝑇 ] сопряженных переменных 𝜙1 и 𝜙2 необходимые
условия оптимальности в задаче (4), (5) могут быть сформулированы в форме модифициро-
ванного принципа максимума [7, 8].

В данном случае функция Гамильтона имеет вид

𝐻 = 𝑝1𝜆𝑥exp (−𝜇𝑡) + 𝑝2 (𝑧 − 𝑥) exp (−𝜇𝑡) + 𝛼𝑢𝑥𝜙1 + [(𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝑥+ (𝜇− 𝛿) 𝑧]𝜙2.

Здесь коэффициенты 𝑝1 и 𝑝2 неотрицательны, 𝑝1+𝑝2 = 1 и каждый из данных коэффициен-
тов не равен нулю только в том случае, когда минимум в (4) достигается на соответствующем
ему частном критерии.

Из условия максимума функции Гамильтона по 𝑢 ∈ [0, 1] получаем связь между оптималь-
ным управлением и сопряженной переменной 𝜙1 на всей плоскости:

𝑢 =

⎧⎨⎩
1, если 𝜙1 > 0,
0, если 𝜙1 < 0,

любое, если 𝜙1 = 0.

Для кусков оптимальной траектории задачи (4), (5), целиком лежащих в области 𝑆−,
сопряженная система и функция Гамильтона определяется обычной формой принципа мак-
симума для задачи (5) с максимизируемым функционалом

∫︀ 𝑇
0 𝜆𝑥exp (−𝜇𝑡) 𝑑𝑡, а для области

𝑆+ - с функционалом
∫︀ 𝑇
0 (𝑧 − 𝑥)exp (−𝜇𝑡) 𝑑𝑡.

Таким образом, вид управления для кусков оптимальной траектории, целиком лежащих в
области 𝑆−, определяется задачей

max𝑢∈[0,1][𝜆𝑥exp (−𝜇𝑡) + 𝛼𝑢𝑥𝜙1 + [(𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝑥+ (𝜇− 𝛿) 𝑧]𝜙2],

𝜙̇1 = −𝜆exp (−𝜇𝑡) − 𝛼𝑢𝜙1 − (𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝜙2, 𝜙̇2 = (𝛿 − 𝜇)𝜙2,
(6)

дополненной уравнениями (5).
Вид управления для кусков оптимальной траектории, целиком лежащих в области 𝑆+,

определяется задачей

max𝑢∈[0,1] [(𝑧 − 𝑥)exp (−𝜇𝑡) + 𝛼𝑢𝑥𝜙1 + [(𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝑥+ (𝜇− 𝛿) 𝑧]𝜙2],

𝜙̇1 = exp (−𝜇𝑡) − 𝛼𝑢𝜙1 − (𝛼− 𝜇+ 𝛿)𝜙2,
𝜙̇2 = −exp (−𝜇𝑡) + (𝛿 − 𝜇)𝜙2,

(7)

дополненной уравнениями (5).
Куски оптимальных траекторий, целиком лежащих в 𝑆, определяется формой области 𝑆.

Поэтому для нее не потребуется аналог задач (6), (7), который имеет более сложный вид (в
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этом случае коэффициенты 𝑝1 и 𝑝2 неизвестны). Покажем, что задачи (6), (7) всюду, за ис-
ключением конечного числа точек, однозначно определяют закон оптимального управления
в областях 𝑆− и 𝑆+. В самом деле, вопрос об однозначности определения связан с нулями
функции 𝜙1. Поскольку закон управления должен быть кусочно-непрерывным, нули функ-
ции 𝜙1 либо полностью заполняют некоторые интервалы, либо появляются в изолированных
точках. Однако в условиях задачи обращение функции 𝜙1 в нуль на интервале невозможно. В
самом деле, если 𝜙1 ≡ 0, 𝜙1 ≡ 0, то сопряженные системы (6), (7) преобразуются к следующим
видам:

𝜙2 = − 𝜆

𝛼− 𝜇+ 𝛿
exp (−𝜇𝑡) , 𝜙2 = (𝛿 − 𝜇)𝜙2, (8)

𝜙2 = − 𝜆

𝛼− 𝜇+ 𝛿
exp (−𝜇𝑡) , 𝜙2 = −exp (−𝜇𝑡) + (𝛿 − 𝜇)𝜙2. (9)

Уравнения (8) совместны только при 𝛿 = 0; уравнения (9) совместны только при 𝛼 = 𝜇.
По условия задачи оба эти условия не выполняются. Таким образом, доказано, что кускам
оптимальной траектории, целиком лежащим в 𝑆− или 𝑆+, соответствуют кусочно-постоянные
управления, принимающие значения 0 или 1.

Уточним характер закона управления на таких кусках траектории. Для этого заметим,
что в предположении постоянства управления из систем (6), (7) следует, что для функции
𝑣(𝑢) = 𝑑

𝑑𝑡 (𝜙1exp (𝛼𝑢𝑡)) имеем

𝑣(𝑢) =

{︂
−[𝜆exp (−𝛿𝑡) + 𝐶(𝛼− 𝜇+ 𝛿)]exp (𝛼𝑢− 𝜇+ 𝛿) в 𝑆−,

−[𝛼−𝜇
𝛿 exp (−𝛿𝑡) + 𝐶(𝛼− 𝜇+ 𝛿)]exp (𝛼𝑢− 𝜇+ 𝛿) в 𝑆+.

(10)

Здесь константа C вследствие непрерывности 𝜙2 одна и та же для всего куска. Точкам
переключения управления соответствуют нули функции 𝜙1exp (𝛼𝑢𝑡) , а каждой паре таких
нулей по теореме Ролля о среднем соответствует нуль производной этой функции. Но из (10)
следует, что таких нулей не более одного, т.е. при прохождении оптимальной траектории внут-
ри 𝑆− или 𝑆+ не может быть более двух моментов переключения управления. Более того, из
(10) следует, что на участках постоянства управления функция

exp (−𝛼𝑢+ 𝜇− 𝛿)
𝑑

𝑑𝑡
(𝜙1exp (𝛼𝑢𝑡))

монотонно возрастает, т.е. оптимальное управление на кусках траектории, целиком лежащих
в 𝑆− или 𝑆+, задается отрезками последовательности {1, 0, 1}.

Если оптимальная траектория заканчивается внутри 𝑆− или 𝑆+, то с помощью естествен-
ных краевых условий для сопряженных переменных

𝜙1 (𝑇 ) = 𝜙2 (𝑇 ) = 0 (11)

закон управления может быть еще более уточнен для последнего куска траектории, цели-
ком лежащего в 𝑆− или 𝑆+. После подстановки (11) в (10), получаем

𝑑

𝑑𝑡
(𝜙1exp (𝛼𝑢𝑡) )

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑇

=

{︂
−𝜆exp( (𝛼𝑢− 𝜇)𝑇 ) в 𝑆−,
exp( (𝛼𝑢− 𝜇)𝑇 ) в 𝑆+.

Это значит, что для 0 < 𝜏 < 𝜏0

𝑢(𝑇 − 𝜏) =

{︂
1 в 𝑆−,
0 в 𝑆+,

где 𝜏0 является единственным отличным от нуля корнем уравнения 𝜙1

(︀
𝑇 − 𝜏0

)︀
= 0. Это

уравнение, получаемое из (7), (11) имеет вид



56 В. А. Горелик, Т. В. Золотова

𝛼− 𝜇+ 𝛿

𝛿 − 𝜇

[︀
exp

(︀
(𝜇− 𝛿) 𝜏0

)︀
− 1
]︀
+
𝛼− 𝜇

𝜇

[︀
exp

(︀
𝜇𝜏0

)︀
− 1
]︀
, 𝛿 ̸= 𝜇, (12)

или
exp

(︀
𝜇𝜏0

)︀
− 𝛼

𝛼− 𝜇
𝜇𝜏0 − 1 = 0, 𝛿 = 𝜇. (13)

C учетом доказанного ранее относительно последовательностей значений управления в
областях 𝑆− или 𝑆+ получаем, что

1) если оптимальная траектория заканчивается в 𝑆−, то на ее последнем куске, лежащем
в 𝑆−, обязательно 𝑢 ≡ 1;

2) если оптимальная траектория заканчивается в 𝑆+, то на ее последнем куске, лежащем
в 𝑆+, не более одного переключения управления и на конце такой траектории 𝑢 ≡ 1.

Движение вдоль 𝑆 возможно при выполнении равенства 𝜆𝑥 = 𝑧 − 𝑥. С учетом (5) отсюда
следует, что при движении вдоль 𝑆 обязательно

𝑢 = 𝑢0 =
1

1 + 𝜆

[︂
1 +

𝜆(𝜇− 𝛿)

𝛼

]︂
. (14)

Это управление допустимо, если 𝑢0 ∈ [0, 1]. В условиях задачи 0 ⩽ 𝑢0 ⩽ 1 при 𝜆(𝜇−𝛿) ⩽ 𝛼.
При 𝑢0 = 0 имеем 𝑥̇ = 𝑧̇ = 0, т.е. движение вдоль 𝑆 фактически невозможно.

Таким образом, при 𝜆(𝜇−𝛿) < 𝛼 на оптимальной траектории возможны участки, лежащие
в 𝑆, а закон оптимального управления определяется кусочно-постоянной функцией, принима-
ющей значения 0, 𝑢0, 1. При 𝜆(𝜇 − 𝛿) ⩾ 𝛼 оптимальная траектория может лишь пересекать
прямую 𝑆 или отражаться от нее, а закон оптимального управления определяется кусочно-
постоянной функцией, принимающей значения 0, 1.

Вследствие изложенного выше, среди траекторий системы (5) особое место отводится тем
из них, которые соответствуют закону управления c 𝑢 = 0 или 𝑢 = 1. Рассмотрим более
подробно эти траектории, уделяя главное внимание их пересечению с 𝑆.

Уравнения этих траекторий получаются в результате интегрирования системы (5) в пред-
положении 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:

𝑥 = 𝑥0exp (𝛼𝑢𝑡),

𝑧 =

{︃
𝑥0

𝛼+𝛿−𝜇
𝛼𝑢+𝛿−𝜇exp (𝛼𝑢𝑡) + (𝑧0 − 𝑥0

𝛼+𝛿−𝜇
𝛼𝑢+𝛿−𝜇exp((𝜇− 𝛿) 𝑡 ), 𝛼𝑢+ 𝛿 − 𝜇 ̸= 0,

𝑧0 + 𝛼𝑥0𝑡, 𝑢 = 0, 𝜇 = 𝛿.

(15)

В соответствии с характером особой траектории 𝑥̇ = 𝑧̇ = 0 системы (5) при 𝑢 = 0 и ее
расположением относительно 𝑆 возможны следующие случаи:

1) у системы (5) нет особой траектории, когда 𝜇 = 𝛿;
2) особая траектория расположена «выше» прямой 𝑆, когда 0 < 𝜆 (𝛿 − 𝜇) < 𝛼;
3) особая траектория совпадает с прямой 𝑆, когда 𝜆 (𝛿 − 𝜇) = 𝛼;
4) особая траектория расположена между прямыми 𝑆 и 𝑧 = 𝑥, когда 𝜆 (𝛿 − 𝜇) > 𝛼;
5) особая траектория расположена «ниже» прямой 𝑧 = 𝑥, когда 𝜇 > 𝛿.
Рассмотрим при каких условиях возможны переходы оптимальных траекторий между об-

ластями 𝑆−, 𝑆+, 𝑆. При 𝑢 = 1 фазовые траектории пересекают 𝑆, выходя из области 𝑆− и
заходя в область 𝑆+. При 𝜇 ⩾ 𝛿 или 0 < 𝜆(𝛿 − 𝜇) < 𝛼 фазовые траектории с 𝑢 = 0 осу-
ществляют обратный переход из области 𝑆+ и заходя в область 𝑆−. Из (14) следует, что в
этих случаях возможно движение вдоль 𝑆. Из (15) следует, что при 𝜆(𝛿 − 𝜇) = 𝛼 фазовые
траектории с 𝑢 = 0 не могут за конечный промежуток времени достигать 𝑆. Из (14) следует,
что в этом случае движение вдоль 𝑆 невозможно. При 𝜆(𝛿 − 𝜇) > 𝛼 фазовые траектории с
𝑢 = 0 пересекают 𝑆, выходя из области 𝑆− и заходя в область 𝑆+. Из (14) следует, что в этом
случае движение вдоль 𝑆 невозможно.
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Так как движение вдоль 𝑆 осуществляется при значении управления 𝑢0, которое отлично
от 0 и 1, то вдоль всего такого участка траектории 𝜙1 ≡ 0. Поскольку сопряженные переменные
непрерывны, отсюда, в частности, следует, что в момент захода оптимальной траектории в
область 𝑆 переменная 𝜙1 должна обращаться в 0.

При постоянных управлениях сопряженные системы легко интегрируются с учетом крае-
вых условий. Используя получающееся выражения для сопряженных переменных и учитывая
их непрерывность при переходе через 𝑆, можно доказать, что если до момента перехода оп-
тимальной траектории из 𝑆− в 𝑆+ были переключения управления, то на оставшейся части
траектории их нет, т.е. 𝑢 ≡ 1.

Остановимся кратко на предварительных результатах. Из системы сопряженных уравне-
ний в (6) и (7) получен вывод о количестве точек переключения управлений в областях 𝑆−

и 𝑆+ и о последовательности принимаемых им значений. Из естественных краевых условий
получено заключение о характере управления на последних участках траектории, заканчи-
вающихся в 𝑆− или 𝑆+. Из модифицированного принципа максимума и формы области 𝑆
получен вывод о наличии одной из точек переключения управления при пересечении 𝑆, ха-
рактере движения вдоль 𝑆 и существовании управления, при котором движение вдоль нее
возможно. Их уравнений траекторий динамической системы получен вывод о характере их
пересечения области 𝑆.

Эти выводы позволяют качественно описать закон оптимального управления и форму оп-
тимальной траектории задачи (4), (5), что в некотором смысле аналогично интегрированию
задачи Коши для систем сопряженных уравнений с граничными условиями на правом конце
интервала управления. При этом сам процесс интегрирования заменяется систематическими
ссылками на допустимые последовательности значений управления в областях 𝑆− и 𝑆+, а так-
же на связь между значениями функций 𝜙1 при пересечении траектории одной из областей
𝑆−, 𝑆+ или 𝑆. Покажем конкретно, как это делается. Если оптимальная траектория закан-
чивается участком, целиком лежащим в 𝑆, то заменим 𝑇 на время, соответствующее началу
этого участка. До момента времени 𝑇 траектория некоторое время находилась в одной из
областей 𝑆− или 𝑆+, поэтому ей соответствовала одна из систем сопряженных уравнений (6)
или (7), причем в момент времени 𝑇 переменная 𝜙1 обращается в нуль.

Пусть перед моментом времени 𝑇 траектория находится в области 𝑆−. Тогда, если траек-
тория заканчивается на 𝑆 и движение вдоль 𝑆 возможно, т.е. 𝑢0 ∈ [0, 1], то на конце такой
траектории 𝑢 = 1, так как при 𝑢 = 0 траектории удаляются от 𝑆. Если движение вдоль
𝑆 невозможно или конец траектории лежит в 𝑆−, то и в этом случае на конце траектории,
как выяснилось при обсуждении краевых условий для сопряженных переменных, обязательно
𝑢 = 1. Закон управления в 𝑆− определяется отрезками последовательности {1, 0, 1}, и посколь-
ку в момент времени 𝑇 наблюдается переключение управления, то на всем куске оптимальной
траектории, лежащем в 𝑆− и предшествующем этому переключению, обязательно 𝑢 ≡ 1. По-
скольку такие траектории целиком лежат в 𝑆−,то в этом случае управление на всем интервале
[0, 𝑇 ] равно 1.

Пусть перед моментом времени 𝑇 траектория находилась в области 𝑆+. Тогда, если тра-
ектория заканчивается на 𝑆, то на конце такой траектории 𝑢 = 0, т.к. при 𝑢 = 1 траектории
в 𝑆+ удаляются от 𝑆. Если же конец траектории лежит в 𝑆+, то и в этом случае на конце
траектории, как выяснилось при обсуждении краевых условий для сопряженных переменных,
тоже 𝑢 = 0. Закон управления в 𝑆+ определяется отрезками последовательности {1, 0, 1}. По-
этому на последнем куске оптимальной траектории, целиком лежащем в 𝑆+, либо только одно
переключение управления, либо переключения нет. Рассмотрим эти случаи отдельно.

Если в области 𝑆+ есть переключение управления, то участок траектории, соответствую-
щий значению управления 𝑢 = 1 может пересекать 𝑆, начинаясь в 𝑆−. Вследствие непрерыв-
ности сопряженных переменных при переходе других переключений управления нет.

Если в области 𝑆+ нет переключения управления, то при 𝜆(𝛿 − 𝜇) < 𝛼 (когда движе-
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ние вдоль 𝑆 возможно) участок траектории, соответствующий значению управления 𝑢 = 0,
может пересекать 𝑆 начинаясь в 𝑆−. Поскольку закон управления в 𝑆− задается отрезком
последовательности {1, 0, 1}, то в этом случае в области 𝑆− может быть лишь один момент
переключения. Из этих рассуждений следует вывод о том, то если на оптимальной траектории
есть участок в области 𝑆, то от обязательно единственный и лежит на конце траектории.

В результате качественного описания оптимального закона управления удалось выделить
конечное число семейств траекторий, каждая из которых характеризуется однозначно опре-
деленными последовательностями значений управления и также однозначно определенной
очередностью прохождения траекторий областей 𝑆−, 𝑆+ и 𝑆. После этого переход к количе-
ственному описанию оптимальных законов управления и формы траектории задачи (4), (5)
осуществляется с помощью единообразной параметризации конкретных траекторий каждого
семейства моментами переключений управления и прохождения границ областей 𝑆−, 𝑆+ и 𝑆.
Это позволяет свести задачу (4), (5) к ряду одномерных задач оптимизации, которые могут
быть решены аналитически. Естественно, решения эти различных в зависимости от парамет-
ров задачи, начальных условий и протяженности интервала управления.

При 𝜆(𝛿−𝜇) ⩾ 𝛼 полученное качественное описание оптимального закона управления сов-
местно с уравнением (12) дает полное решение задачи (4), (5). Поэтому осталось исследовать
случай 𝜆(𝛿 − 𝜇) < 𝛼, когда движение вдоль 𝑆 возможно.

Сначала рассмотрим траектории, начинающиеся в 𝑆, а затем с помощью переноса начала
отсчета времени в положительном или отрицательном направлении сведем к этому и общий
случай. Из предыдущих рассуждений следует, что закон оптимального управления при этом
задается последовательностью {1, 0}, если траектория заканчивается в 𝑆+, или последова-
тельностью {1, 0, 𝑢0}, если траектория заканчивается в 𝑆 (в частности, возможно 𝑢 ≡ 𝑢0).
Соответственно, если начальная точка оптимальной траектории находится в области 𝑆, то в
зависимости от длинны интервала планирования она либо целиком лежит в 𝑆, либо переходит
в область 𝑆+ и там заканчивается, либо в некоторый момент возвращается на S и остается
там до конца.

Рассмотрим, при каких условиях оптимум реализуется на каждой из этих последователь-
ностей и как зависит время движения на участках с постоянным управлением от величины
интервала 𝑇 . В дальнейшем через 𝑡𝑖 будет обозначаться 𝑖-й момент переключения управления.
При этом, если переключений нет (𝑢 ≡ 𝑢0), то момент окончания обозначим через 𝑡1, для по-
следовательности управления {1, 0} – через 𝑡2, для последовательности управления {1, 0, 𝑢0}
– через 𝑡3.

Обозначим начальную точку траектории, лежащую в 𝑆, через 𝐴; точку на траектории,
соответствующую моменту 𝑡1, через 𝐵; точку на траектории, соответствующую моменту 𝑡2,
через 𝐶; точку на траектории, соответствующую моменту 𝑡3, через 𝐷. С помощью уравнений
(15) находим условия, при которых точка 𝐶 принадлежит области 𝑆:

𝜆exp (𝛼𝑡1) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆+ 𝛼 (𝑡2 − 𝑡1) exp (𝛼𝑡1) , 𝜇 = 𝛿,
𝛼

𝛿−𝜇exp (𝛼𝑡1)+

+
[︁
𝜆exp ((𝜇− 𝛿) 𝑡1)− 𝛼

𝛿−𝜇exp (𝛼𝑡1)
]︁
exp((𝜇− 𝛿) (𝑡2 − 𝑡1)), 𝜇 ̸= 𝛿.

Разрешая эти соотношения относительно 𝑡2 − 𝑡1 получаем

𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1 =

{︃ 𝜆
𝛼(1− exp (−𝛼𝑡1)), 𝜇 = 𝛿,
1

𝛿−𝜇 ln
𝛼

𝛿−𝜇
−𝜆exp((𝜇−𝛼−𝛿)𝑡1)

𝛼
𝛿−𝜇

−𝜆 , 𝜇 ̸= 𝛿.
(16)

Исследование вида оптимальной траектории различается для случаев 𝜇 = 𝛿 и 𝜇 ̸= 𝛿. Далее
мы остановимся на случае 𝜇 = 𝛿 и установим зависимость вида оптимальной траектории от
величины параметра 𝑇 . В случае 𝜇 ̸= 𝛿 эта зависимость несколько более сложная, соответ-
ствующие результаты мы предполагаем опубликовать в дальнейшем.
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4. Исследование зависимости вида оптимальной траектории от
величины планового периода

Исследуем зависимость траектории 𝐴𝐵𝐶𝐷 от протяженности интервала управления 𝑇 . С
помощью формул (15) получаем значения целевого функционала

𝐼 =
𝜆

𝜇
−
[︂
𝜆

𝜇
+

𝛼

𝜇2
+

𝜆

𝛼𝑢0 − 𝜇

]︂
exp (𝛼𝑡1 − 𝜇𝑡2) +

+
𝛼

𝜇2
exp ((𝛼− 𝜇) 𝑡1) +

𝜆

𝛼𝑢0 − 𝜇
exp (𝛼𝑡1 − 𝛼𝑢0𝑡2 + (𝛼𝑢0 − 𝜇) 𝑡3) .

Эта формула выведена в предположении 𝛼𝑢0 − 𝜇 ̸= 0, т.к. с учетом непрерывности 𝐼 по
переменной 𝑢0 все получаемые ниже результаты могут быть перенесены на случай 𝛼𝑢0−𝜇 = 0.

Исследуем функционал 𝐼 на экстремум, вычисляя производную

𝜕𝐼

𝜕𝑡1
= (𝑡2 − 𝑡1) exp (𝛼𝑡1 − 𝜇𝑡2)[

𝛼(𝛼− 𝜇)(exp (𝜇 (𝑡2 − 𝑡1))− 1)

𝜇2 (𝑡2 − 𝑡1)
+

+
𝜆𝛼2𝑢0
𝛼𝑢0 − 𝜇

[︂
exp((𝛼𝑢0 − 𝜇)(𝑡3 − 𝑡2))−

𝛼− 𝜇

𝜆𝜇

]︂
].

Условие обращения в нуль этой производной дает либо значение 𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1 = 0, либо
уравнение

𝛼(𝛼−𝜇)exp (𝜇(𝜏)−1)
𝜇2(𝑡2−𝑡1)

+ 𝜆𝛼2𝑢0
𝛼𝑢0−𝜇

[︁
exp((𝛼𝑢0 − 𝜇)(𝑡3 − 𝑡2))− 𝛼−𝜇

𝜆𝜇

]︁
= 0, (17)

откуда с помощью (16) можно получить зависимость 𝑡3 = 𝑡*3(𝑡1). Вследствие того, что при
𝜏 > 0

𝜕2𝐼

𝜕𝑡1𝜕𝑡3
= (𝑡2 − 𝑡1) exp (𝛼𝑡1 − 𝜇𝑡2)𝜆𝛼

2𝑢0exp((𝛼𝑢0 − 𝜇)(𝑡3 − 𝑡2)) > 0,

участки возрастания функции 𝑡*3(𝑡1) соответствуют убыванию функционала 𝐼.
Дифференцируя уравнение (17) по переменной 𝜏 , получаем, что при 𝜏 > 0

𝜕(𝑡3 − 𝑡2)

𝜕𝜏
= −exp((𝜇− 𝛼𝑢0)(𝑡3 − 𝑡2))𝛼 (𝛼− 𝜇) (𝜇𝜏exp (𝜇 (𝜏))− exp (𝜇 (𝜏)) + 1)

𝜆𝛼2𝜇2𝜏2𝑢0
< 0,

т.е. с ростом 𝜏 , а вместе с ним и 𝑡1, время движения на участке 𝐶𝐷 монотонно убывает.
Дифференцируя уравнение (17) по 𝑡1 и вводя обозначение 𝑟 = 𝜇𝜏 , имеем

𝜕𝑡*3
𝜕𝑡1

= 1 + 𝜆exp (−𝛼𝑡1)
[︂
1− 𝜇 (𝑟 − 1) exp 𝑟 + 𝜇

𝛼𝑟𝑢0 + (𝜇− 𝛼𝑢0) (exp 𝑟 − 1) 𝑟

]︂
.

Положительность 𝜕𝑡*3
𝜕𝑡1

теперь следует из положительности значения функции

𝑓(𝑠) = 1− 𝑠 (𝑟 − 1) exp 𝑟 + 𝑠

𝑟 + (𝑠− 1) (exp 𝑟 − 1) 𝑟

при 𝑠 = 𝜇
𝛼𝑢0

(более того, эта функция положительна на [0,∞)).
Таким образом, доказано, что функция 𝑡*3(𝑡1), а значит, и обратная ей 𝑡*1(𝑡3) монотонно

возрастают. Остается исследовать предельные случаи вырождения в точку отрезков 𝐴𝐵 и
𝐵𝐶. Из (17) имеем

𝑡*3 = lim
𝑡1→∞

𝑡*3(𝑡1) =
1

𝛼𝑢0 − 𝜇
ln

(︂
𝛼− 𝜇

𝜆𝛼𝑢0

)︂
.
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Это значит, что при 𝑡3 ⩽ 𝑡*3 на оптимальной траектории отсутствуют участки 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶.
Если 𝑡3 = 𝑡2, то уравнение (17) превращается в (13). Это значит, что при 𝜏 < 𝜏0 на

оптимальной траектории обязательно содержится участок 𝐶𝐷 ненулевой длины, т.е. имеется
движение вдоль 𝑆.

Проведенные рассуждения и расчеты позволяют сформулировать следующие выводы о
форме оптимальной траектории и ее изменении при увеличении протяженности интервала
управления для всевозможных значений параметров и начальных условий задачи (1), (2).

Пусть начальная точка траектории принадлежит 𝑆−. Тогда полупрямую [0,∞) всевозмож-
ных значений 𝑇 в общем случае можно разбить на четыре участка [0, 𝑇1] ∪ [𝑇1, 𝑇2] ∪ [𝑇2, 𝑇3] ∪
∪ [𝑇3,∞), на каждом из которых оптимальная траектория имеет свои особенности.

При 𝑇 ∈ [0, 𝑇1] оптимальная траектория целиком лежит в 𝑆− и управление на ней постоян-
но и равно 1. При увеличении 𝑇 в этом интервале конец траектории приближается к области
𝑆 и достигает ее при 𝑇 = 𝑇1.

При 𝑇 ∈ [𝑇1, 𝑇2] на оптимальной траектории будут два участка: участок выхода на 𝑆 при
𝑢 = 1 и участок движение вдоль 𝑆 при 𝑢 = 𝑢0. При увеличении 𝑇 в этом интервале время
движения на втором участке траектории возрастает до величины 𝑡*3, т.е. 𝑇2 = 𝑇1 + 𝑡*3.

При 𝑇 ∈ [𝑇2, 𝑇3] на оптимальной траектории будет три участка: участок захода в 𝑆+

при 𝑢 = 1, участок выхода на 𝑆 при 𝑢 = 0 и участок движения вдоль 𝑆 при 𝑢 = 𝑢0. При
увеличении 𝑇 в этом интервале длины первых двух участков возрастают, а длина последнего
уменьшается. При 𝑇 → 𝑇3 длина последнего участка стремиться к нулю, а время движения
для предпоследнего – к значению 𝜏0.

При 𝑇 ∈ [𝑇3,∞) на оптимальной траектории будет два участка: участок захода в 𝑆+ при
𝑢 = 1 и участок движения в сторону 𝑆 при 𝑢 = 0. При изменении 𝑇 в этом интервале время
движения на втором участке остается равным 𝜏0.

Если начальная точка траектории лежит в 𝑆, то всевозможные значения 𝑇 в общем случая
можно разбить на три подмножества [𝑇1, 𝑇2]∪ [𝑇2, 𝑇3]∪ [𝑇3,∞), где 𝑇1 = 0. Форма оптимальной
траектории при изменении 𝑇 внутри каждого из этих интервалов полностью соответствует
форме траектории рассмотренного выше случая с одноименным интервалом изменения 𝑇 .

Если начальная точка траектории лежит в 𝑆+,то возможны два случая: время движения из
нее при 𝑢 = 0 до области 𝑆 меньше 𝜏0 или не меньше 𝜏0. В первом случае форма оптимальной
траектории определяется тремя рассмотренными ранее интервалами [𝑇1, 𝑇2]∪ [𝑇2, 𝑇3]∪ [𝑇3,∞),
где 𝑇1 = 0. Во втором случае форма оптимальной траектории определяется лишь одним
интервалом [𝑇3,∞).

5. Заключение

Исследованная задача с негладким интегральным критерием обладает интересной каче-
ственной особенностью, которую можно назвать «антимагистральным» эффектом. Ряд за-
дач математической экономики, в частности, классическая задача о максимальном потребле-
нии, весьма похожая на рассмотренную, характеризуются наличием магистрали. Это свойство
означает, что при достаточно большом плановом периоде оптимальная траектория почти все
время находится на некоторой магистральной прямой [9–11]. Принцип магистрали – фунда-
ментальное понятие в теории оптимального управления, утверждающее, что для широкого
класса задач оптимального управления с большим горизонтом прогнозирования оптимальная
траектория большую часть времени находится вблизи стационарного решения («магистра-
ли»), а не находится под влиянием начальных или конечных условий [12-15]. В рассмотренной
задаче, наоборот, при небольшом плановом периоде движение происходит вдоль 𝑆, а при уве-
личении 𝑇 время отрыва от нее все увеличивается и, наконец, движение вдоль 𝑆 отсутствует
вообще (возможен возврат на нее в конечный момент).
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