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1. Введение

Пусть 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠−натуральные числа, 𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, . . . , 𝑎𝑖𝑚– целые числа, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚–
простые числа. Рассмотрим систему линейных уравнений

𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1 + 𝑎𝑖2𝑝2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑚𝑝𝑚, (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠; 𝑚 > 𝑠) . (1)

Обозначим через 𝑈𝑠,𝑚(𝑋)– множество наборов ( 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠 ⩽ 𝑋, для ко-
торых система (1) неразрешима в простых числах и пусть 𝐸𝑠,𝑚(𝑋) = card 𝑈𝑠,𝑚(𝑋).

При 𝑚 ⩾ 2𝑠+1 В. Фанг [1], исследуя систему (1), в некоторых дополнительных условиях,
получил асимптотическую формулу для числа решений системы (1).

Известно, что разрешимость системы (1) связана следующими двумя условиями (см. [2]):
a) для любого простого 𝑝 существуют такие целые числа 𝑙1, . . . , 𝑙𝑚 с условиями

1 ⩽ 𝑙1, . . . , 𝑙𝑚 ⩽ 𝑝− 1, которые удовлетворяют систему линейных сравнений:
𝑎𝑖1𝑙1 + 𝑎𝑖2𝑙2 + . . .+ 𝑎𝑖𝑚𝑙𝑚 ≡ 𝑏𝑖 (𝑚𝑜𝑑𝑝) , (𝑖 = 1, . . . , 𝑠);
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b) существуют действительные положительные числа 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 для которых выполняются
равенства 𝑎𝑖1𝑦1 + 𝑎𝑖2𝑦2 + . . .+ 𝑎𝑖𝑚𝑦𝑚 = 𝑏𝑖, (𝑖 = 1, ..., 𝑠).

Пусть 𝑊𝑠,𝑚(𝑋)–множество векторов 𝑏⃗ = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠 ⩽ 𝑋, которые
удовлетворяют условиям a), b) и 𝑅(⃗𝑏)−число решений системы (1) в простых числах, и
𝐵 = max

1≤𝑖≤𝑠
1≤𝑗≤𝑚

{3|𝑎𝑖𝑗 |}.

Исследованию функций 𝐸𝑠,𝑚(𝑋), 𝑊𝑠,𝑚(𝑋) и 𝑅(⃗𝑏), при различных значениях 𝑠 и 𝑚 по-
священы работы М.Ч. Лю и K.M. Тсанг [2, 3], И. Аллакова [4, 5, 6], Хуа Ло-Кен (см. стр.
163, [7]), Б.Х.Абраева [8, 9], Б.Х.Эрдонова [10, 11] и других. Не смотря на это в случае
𝑠 < 𝑚 ⩽ 2𝑠, (𝑠 > 3) до сих пор не только не получена асимптотическая формула для 𝑅(⃗𝑏), но
в общем случае даже не установлено существование решений системы (1).

В настоящей работе рассмотрим именно этот общий случай. Положим 𝑠 = 𝑛, 𝑚 = 𝑛 + 𝑘,
(1 < 𝑘 ⩽ 𝑛), и рассмотрим следующую систему:

𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1 + 𝑎𝑖2𝑝2 + ...+ 𝑎𝑖,𝑛+𝑘𝑝𝑛+𝑘,
(︀
𝑖 = 1, 𝑛

)︀
. (2)

Как выше было подчеркнуто, разрешимость системы (2) зависит от условий a) и b). Легко
увидеть, что card𝑊𝑛,𝑛+1 (𝑋) ⩽ card𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋). Отсюда и из теоремы 3.1.1 работы [4] следует,
что множество 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) содержит достаточно много элементов. Обозначим:

Δ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝑑𝑒𝑡

⎛⎜⎜⎝
𝑎1𝑖1 𝑎1𝑖2 ... 𝑎1𝑖𝑛
𝑎2𝑖1 𝑎2𝑖2 ... 𝑎2𝑖𝑛
... ... ... ...
𝑎𝑛𝑖𝑛 𝑎𝑛𝑖2 ... 𝑎𝑛𝑖𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 1 ⩽ 𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑛 ⩽ 𝑛+ 𝑘, 𝑖1 ̸= 𝑖2 ̸= ... ̸= 𝑖𝑛.

Кроме того, для удобства используем обозначения Δ12...𝑛 = Δ, Δ𝑘+1,...,𝑘+𝑛 = Δ̄ и Δ𝑖,𝑗 опреде-
литель, полученный из Δ, заменой элементов 𝑖−столбца с элементами 𝑗−ого столбца. Чтобы
избежать тривиальности и вырожденности наложим на коэффициенты следующие условия:
Δ𝑖1...𝑖𝑛 ̸= 0, для всех (1 ⩽ 𝑖1 < ... < 𝑖𝑛 ⩽ 𝑛+ 𝑘) и взаимно простые.

Основным результатом работы является следующая теорема:
Теорема. Если 𝜀 > 0 достаточно малое действительное число, тогда:

a) существует достаточно большое число 𝐴, такое, что при 𝑋 ⩾ 𝐵𝐴 справедлива оценка
𝐸𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) ⩽ 𝑋𝑛−𝜀;

b) если 𝑅
(︁
𝑏
)︁
−количество решений системы (2) в простых числах 𝑝𝑗 ⩽ 𝑁 , тогда для 𝑅(⃗𝑏)

при заданном 𝑏⃗ = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) , справедлива оценка 𝑅
(︁
𝑏
)︁
≫ 𝒦𝑘−𝜀(ln𝒦)−𝑛−𝑘, для всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛),

1 ⩽ 𝑏1, ..., 𝑏𝑛 ⩽ 𝑋 за исключением не более чем 𝑋𝑛−𝜀 из них, где 𝑁 = 3(𝑛!)2𝐵2𝑛−1𝑋,
𝒦 = 3(𝑛!)2𝐵2𝑛−1 |⃗𝑏|(

√
𝑛)

−1
.

2. Обозначения и идея доказательства теоремы

Пусть 𝑎𝑖𝑗
(︀
𝑖 = 1, 𝑛; 𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘

)︀
целые числа удовлетворяющие условию

𝑎𝑖1𝑦1+ ...+𝑎𝑖,𝑛+𝑘𝑦𝑛+𝑘 > 0,
(︀
𝑖 = 1, 𝑛

)︀
, 𝑐1, 𝑐2, ...−эффективно вычисляемые положительные кон-

станты и 𝛿 достаточно малое эффективно вычисляемое положительное число. R− множество
действительных чисел и пусть R𝑛 = R× R× ...× R⏟  ⏞  

𝑛

.

Для любого целого 𝑞 ⩾ 1 через
∑︀
(𝑞)

обозначим суммирование по всем 𝑙1, ..., 𝑙𝑛+𝑘 удовлетво-

ряющие условиям 1 ⩽ 𝑙𝑗 ⩽ 𝑞, (𝑙𝑗 , 𝑞) = 1,
𝑛+𝑘∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑙𝑗 ≡ 𝑏𝑖 (mod𝑞) и пусть 𝑁 (𝑞) =
∑︀
(𝑞)

1.
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Пусть 𝑛 фиксированное натуральное число и 𝑋 ⩾ 𝐵exp(𝛿−2). Положим

𝑁 = 3(𝑛!)2𝐵2𝑛−1𝑋, 𝑄 := 𝑁 𝛿, 𝐿 := 𝑁𝑄− 1
90 , 𝑇 := 𝑄

1√
𝛿 . (3)

Из (3) следует, что
𝐵 ⩽ 𝑄𝛿. (4)

Через 𝜒 (mod𝑞) и 𝜒0 (mod𝑞) обозначим характер Дирихле и главный характер Дирихле по
модулю 𝑞 соответственно. Для произвольного 𝑦 ∈ R и положительного целого 𝑞 определим

𝑒 (𝑦) = 𝑒2𝜋𝑖𝑦 и 𝑒𝑞 (𝑦) = 𝑒
(︁
𝑦
𝑞

)︁
,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆 (𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛⩽𝑁

Λ (𝑛) 𝑒 (𝑛𝑦) , 𝑆𝜒 (𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛⩽𝑁

Λ (𝑛)𝜒 (𝑛) 𝑒 (𝑛𝑦) ,

𝐼 (𝑦) :=

𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑥𝑦) 𝑑𝑥, 𝐼 (𝑦) :=

𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝛽−1𝑒 (𝑥𝑦) 𝑑𝑥, 𝐼𝜒 (𝑦) :=

𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑥𝑦)
∑︁
|𝛾|⩽𝑇

′

𝑥𝜌−1𝑑𝑥,

(5)

где
∑︀

|𝛾|⩽𝑇

′
− означает, что суммирование ведётся по всем нулям 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 функции 𝐿 (𝑠, 𝜒)

в области 0, 5 ⩽ 𝛽 ⩽ 1 − 𝑐1ln
−1𝑇, |𝛾| ⩽ 𝑇 (кроме исключительного нуля 𝛽)(см. [4]) и

Λ (𝑛)−функция Мангольдта. Пусть 𝜏 = 𝑁−1𝑇 1/2𝑛. Для произвольных целых чисел ℎ1, ℎ2, ℎ3, 𝑞
с условием

1 ⩽ ℎ1, ..., ℎ𝑛 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑄 и (ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑞) = 1, (6)

определим

𝑚 (ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑞) :=

{︂
(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖 −

ℎ𝑖
𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝜏

𝑞
, 𝑖 = 1, 𝑛

}︂
а 𝑀1 и 𝑀2 определим равенством

𝑀1 = ∪𝑚 (ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑞) , 𝑀2 = [𝜏, 1 + 𝜏 ]𝑛∖𝑀1. (7)

В равенстве (7) объединение берётся по всем ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑞, которые удовлетворяют условию (6).
В дальнейшем 𝑀1 будем называть большой дугой, а 𝑀2 малой дугой.

Нетрудно видеть, что эти 𝑛−мерные кубы 𝑚 (ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑞) взаимно не пересекаются (см.
[4]) и лежат в [𝜏, 1 + 𝜏 ]𝑛 .

Для произвольного 𝑏⃗ = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) и (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 положим

𝑥̄𝑏 = 𝑏1𝑥1 + ...+ 𝑏𝑛𝑥𝑛, 𝑥̄𝑗 = 𝑎1𝑗𝑥1 + ...+ 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑛,
(︀
𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘

)︀
(8)

и
𝐼
(︁
𝑏
)︁
=
∑︁

Λ (𝑚1) ...Λ (𝑚𝑛+𝑘). (9)

В равенстве (9) суммирование ведётся по всем 𝑚𝑗 , которые удовлетворяют условиям

𝐿 < 𝑚1, ...,𝑚𝑛+𝑘 ⩽ 𝑁 и
𝑛+𝑘∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑚𝑗 = 𝑏𝑖,
(︀
𝑖 = 1, 𝑛

)︀
. Используя (5) и (7) 𝐼 (⃗𝑏) можем представить

в виде:

𝐼
(︁
𝑏
)︁
=

𝜏+1∫︁
𝜏

...

𝜏+1∫︁
𝜏

𝑒 (−𝑥̄𝑏)
𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝑆 (𝑥̄𝑗) 𝑑𝑥1 ... 𝑑𝑥𝑛 =

=

⎛⎝∫︁ ...

∫︁
𝑀1

+

∫︁
...

∫︁
𝑀2

⎞⎠ 𝑒 (−𝑥̄𝑏)
𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝑆 (𝑥̄𝑗) 𝑑𝑥1 ... 𝑑𝑥𝑛 = 𝐼1

(︁
𝑏
)︁
+ 𝐼2

(︁
𝑏
)︁
. (10)
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Теперь, если мы покажем, что 𝐼
(︁
𝑏
)︁
> 0, то можно утверждать, что система (2) разрешима в

простых числах. В силу 𝐼
(︁
𝑏
)︁
> 𝐼1

(︁
𝑏
)︁
−
⃒⃒⃒
𝐼2

(︁
𝑏
)︁⃒⃒⃒

теорема следует из следующих двух лемм.

Лемма 2.1. Для всех наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) , (1 ⩽ 𝑏1, ..., 𝑏𝑛 ⩽ 𝑋) за исключением не более чем
𝑋𝑛𝑄−𝑘/7(𝑛−1) наборов из них, справедлива оценка |𝐼2(⃗𝑏)| < 𝑁𝑘𝑄−𝑘/6(𝑛−1).

Лемма 2.2. Для всех наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), за исключением не более чем

𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) наборов, справедлива оценка 𝐼1(⃗𝑏) ≫ 𝑁𝑘𝑄
−
(︁

𝑘
16𝑛(𝑛+1)

+ 𝑘
14(𝑛−1)

)︁
.

Доказательство леммы 2.1 мы привели в [12]. Ниже мы докажем лемму 2.2.

3. Упрощение интеграла по большой дуге

Для произвольного характера 𝜒(mod𝑞) обозначим

𝐶𝜒(𝑚) :=
∑︁
1⩽𝑙⩽𝑞

𝜒(𝑙)𝑒𝑞(𝑚𝑙) и 𝐶𝑞(𝑚) = 𝐶𝜒0(𝑚).

По аналогии с (8) обозначим: ℎ̄𝑗 := 𝑎1𝑗ℎ1 + ...+ 𝑎𝑛𝑗ℎ𝑛, ℎ̄𝑏 := 𝑏1ℎ1 + ...+ 𝑏𝑛ℎ𝑛,

𝜂𝑗 := 𝑎1𝑗𝜂1+ ...+𝑎𝑛𝑗𝜂𝑛, 𝜂𝑏 := 𝑏1𝜂1+ ...+ 𝑏𝑛𝜂𝑛, (𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘) тогда 𝑥̄𝑗 =
ℎ̄𝑗

𝑞 +𝜂𝑗 , (𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘).
Используя свойство ортогональности характеров [13, 14] и свойства сумм Рамануджана [15],
сумму 𝑆 (𝑥̄𝑗) можем представить в следующем виде:

𝑆 (𝑥̄𝑗) =
1

𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒( mod 𝑞)

𝐶𝜒̄

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝑆𝜒
(︀
𝜂𝑗
)︀
+𝑂

(︀
ln2𝑁

)︀
.

Далее, при 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛+ 𝑘 обозначим⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
:=

∑︁
𝜒( mod 𝑞)

𝐶𝜒̄

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼𝜒
(︀
𝜂𝑗
)︀

и

𝐻𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
:= 𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀
− 𝛿𝑞𝐶𝜒̃𝜒0

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀
−𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀ (11)

здесь если 𝑟|𝑞, то 𝛿𝑞 = 1 и если 𝑟 ∤ 𝑞, то 𝛿𝑞 = 0, где 𝑟−модуль исключительного характера 𝜒̃.
Тогда для всех векторов 𝑏⃗ = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) за исключением не более чем 𝑋𝑛𝑄−1 наборов из

них 𝐼1
(︁
𝑏
)︁
можно представить в виде [12]

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
=
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙𝑛+𝑘 (𝑞)

∑︁
ℎ

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀∫︁
...

∫︁
R𝑛

𝑒𝑞 (−𝜂𝑏)
𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝐻𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
𝑑𝜂1...𝑑𝜂𝑛+𝑂

(︁
𝑁𝑘𝑄−1

)︁
, (12)

где
∑︀
ℎ

′− означает суммирование по всем ℎ1, ..., ℎ𝑛, удовлетворяющие условию (6).

4. Сингулярный ряд и сингулярный интеграл задачи

Для произвольного целого 𝑞 ⩾ 1 и для любого простого 𝑝 обозначим

𝐴 (𝑞) :=
1

𝜙𝑛+𝑘(𝑞)

∑︁
ℎ

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀ 𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
, 𝑠(𝑝) := 1 +𝐴(𝑝). (13)
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Пусть 𝜒𝑗 (mod𝑟𝑗) ,
(︀
𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘

)︀
- примитивные характеры и 𝑟 = [𝑟1, ..., 𝑟𝑛+𝑘] наименьшее об-

щее кратное чисел 𝑟1, ..., 𝑟𝑛+𝑘. В дальнейшем нам необходима оценка суммы вида:

𝑍 (𝑞) = 𝑍 (𝑞, 𝜒1, ..., 𝜒𝑛+𝑘) =
∑︁
ℎ̄

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀ 𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝐶𝜒𝑗𝜒0

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
,

где число 𝑞 кратно 𝑟 и 𝜒0−главный характер по модулю 𝑞.
Сингулярный ряд задачи исследован в работе [12], а для сингулярного интеграла справед-

лива следующая лемма.
Лемма 4.1. Если 𝜌𝑗

(︀
𝑗 = 1, 𝑛+ 𝑘

)︀
, произвольные комплексные числа с условием

0 < Re 𝜌𝑗 ⩽ 1, то

∫︁
...

∫︁
R𝑛

⎛⎝𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌𝑗−1𝑒
(︀
𝜂𝑗𝑥
)︀
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 𝑒 (−𝜂𝑏) 𝑑𝜂1...𝑑𝜂𝑛 =
𝑁𝑘⃒⃒
Δ
⃒⃒ ∫︁ ...

∫︁
𝐷

𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘, (14)

где 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛+𝑘 и область интегрирования 𝐷 определяются следующими равенствами:

𝑥𝑖 = Δ̄
−1 (︀

Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1 − Δ̄𝑖,1𝑥1 − Δ̄𝑖,2𝑥2 − ...− Δ̄𝑖,𝑘𝑥𝑘

)︀
,
(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛

)︀
(15)

и
𝐷 =

{︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑘 : 𝐿𝑁−1 ⩽ 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑘+𝑛 ⩽ 1

}︀
. (16)

Кроме того, если (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), то∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 ≫ 𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+1) . (17)

за исключением 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) из 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) .
Доказательство. Доказательство равенств (14), (15), (16) аналогично доказательству

леммы 3.6.1 работы [4]. Поэтому опускаем их.
Докажем оценку (17). В зависимости от знака Δ̄ разобьем доказательство на два случая.
1-случай. Пусть Δ̄ > 0. Согласно (15) и (16) кратный интеграл в (17) равен сумме

𝐿𝑁−1Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1 +

∑︀
1⩽𝑗⩽𝑘

Δ̄𝑖,𝑗𝑥𝑗 − Δ̄𝑖,𝜉𝑥𝜉

−Δ̄𝑖,𝜉
⩽ 𝑥𝜉 ⩽

Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1 +

∑︀
1⩽𝑗⩽𝑘

Δ̄𝑖,𝑗𝑥𝑗 − Δ̄𝑖,𝜉𝑥𝜉

−Δ̄𝑖,𝜉
,

(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘

)︀
, 𝑘 мерных кубов, принадлежащих

[︀
𝐿𝑁−1, 1

]︀𝑘
. Здесь мы считаем,

что −Δ̄𝑖,𝜉, (𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘) положительны. Это всегда возможно, в противном слу-
чае мы можем переобозначить индексы коэффициентов 𝑎𝑖𝑗 . Поэтому оценим разницу между
верхним и нижним пределами 𝑥𝜉, т.е.

Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1

−Δ̄𝑖,𝜉
−
𝐿𝑁−1Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁

−1

−Δ̄𝑖,𝜉
,
(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘

)︀
. (18)

Для (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) выполняется
⃒⃒
Δ̄𝑖,𝑏

⃒⃒
⩽ 𝑛!𝐵𝑛−1𝑋 и для второго слагаемого в (18)

согласно (3) и (4) выполняется

⩽
(︁
𝑛!𝐵𝑛𝑄−1/90 + 𝑛!𝐵𝑛−1𝑋𝑁−1

)︁ ⃒⃒
Δ̄𝑖,𝜉

⃒⃒−1
⩽ ((3𝑛!− 1)𝐵𝑛)−1,
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и для первого слагаемого,

⩾
(︀
1− 𝑛!𝐵𝑛−1𝑋𝑁−1

)︀ ⃒⃒
Δ̄𝑖,𝜉

⃒⃒−1
⩾

1

𝑛!𝐵𝑛
− 1

3(𝑛!)2𝐵2𝑛
⩾ ⩾

1

2𝑛!𝐵𝑛

(︂
2− 2

3 · 𝑘 · 𝑛!𝐵𝑛

)︂
⩾ (2𝑛!𝐵𝑛)−1.

Таким образом, для каждой разности в (18) подходит оценка ≫ 𝐵−𝑛. Если учесть, что таких
разностей 𝑘, то для первой области имеет место оценка ≫ 𝐵−𝑘𝑛. Поэтому∫︁

...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 ≫ 𝐵−𝑘𝑛 ≫ 𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+1)

выполняется для всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) и 𝛿 < 1
16𝑛2(𝑛+1)

.

2-случай. Пусть Δ̄ < 0. В этом случае интеграл
∫︀
...
∫︀

𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 также равен сумме

Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1 +

∑︀
1⩽𝑗⩽𝑘

Δ̄𝑖,𝑗𝑥𝑗 − Δ̄𝑖,𝜉𝑥𝜉

−Δ̄𝑖,𝜉
⩽ 𝑥𝜉 ⩽

𝐿𝑁−1Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1 +

∑︀
1⩽𝑗⩽𝑘

Δ̄𝑖,𝑗𝑥𝑗 − Δ̄𝑖,𝜉𝑥𝜉

−Δ̄𝑖,𝜉
, (19)

(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘

)︀
, 𝑘 мерных кубов, принадлежащих

[︀
𝐿𝑁−1, 1

]︀𝑘
. Поэтому, оценим

разницу между верхней и нижней границами 𝑥𝜉 в (19), т.е.

𝐿𝑁−1Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1

−Δ̄𝑖,𝜉
−

Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁
−1

−Δ̄𝑖,𝜉
,
(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘

)︀
. (20)

Поскольку (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), по определению 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) система линейных уравне-
ний Δ̄ 𝑦𝑖 = Δ̄𝑖,𝑏 − Δ̄𝑖,1𝑦1 − ... −Δ𝑖,𝑘𝑦𝑘,

(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛

)︀
имеет положительное вещественное

решение. Отсюда следует, что Δ̄𝑖,𝑏 < 0 для всех 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛. Для каждого фиксиро-
ванного целого числа 𝑘 ⩾ 1 существует не более чем 𝑋𝑛−1 значений (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) удовлетво-
ряющих условию 𝑘 = −Δ̄𝑖,𝑏, принадлежащем [1; 𝑋]𝑛. Следовательно, если 𝑘 = −Δ̄𝑖,𝑏 ⩽
⩽ Δ̄𝑖,𝜉𝑁𝑄

−1/16𝑛(𝑛+1), то существует значение (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), не превышающее
⩽ Δ̄𝑖,𝜉𝑋

𝑛−1𝑁𝑄−1/16𝑛(𝑛+1),
(︀
𝜉 = 1, 𝑘

)︀
, для которых справедливо соотношение Δ̄𝑖,𝑏Δ̄

−1
𝑖,𝜉 ⩽

⩽ 𝑁𝑄−1/16𝑛(𝑛+1). Таким образом, для всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), кроме 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) набо-
ров из них, имеет место неравенство

Δ̄𝑖,𝑏

(︀
𝑁Δ̄𝑖,𝜉

)︀−1
> 𝑄−1/16𝑛(𝑛+1),

(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛, 𝜉 = 1, 𝑘

)︀
. (21)

Поскольку Δ̄ < 0,
⃒⃒
Δ𝑖,𝑏𝑁

−1
⃒⃒
⩽ (3𝑛!𝐵𝑛)−1, имеем: Δ̄− Δ̄𝑖,𝑏𝑁

−1 < 0,
(︀
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 𝑛

)︀
. В то же

время согласно (21) и (3) неравенство

⩾ 𝑄−1/16𝑛(𝑛+1) − 𝑛!𝐵𝑛𝑄−1/90 >
1

2
𝑄−1/16𝑛(𝑛+1)

выполняется для первого слагаемого в (20). Таким образом, соотношение∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 ⩾

(︂
1

2
𝑄

− 1
16𝑛(𝑛+1) − 𝐿𝑁−1

)︂𝑘

≫ 𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+1)

справедливо для всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋), кроме не более чем 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) наборов из
них. 2

5. Доказательство теоремы

В силу (11) при раскрытии произведения
𝑛+𝑘∏︀
𝑗=1

𝐻𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
получается 3𝑛+𝑘 слагаемых. Их

разделим на три группы следующим образом:
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в группу 𝑇1) включим только один член
𝑛+𝑘∏︀
𝑗=1

𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
ℎ̄𝑗
)︀
;

в группу 𝑇2) включаем, те члены, которые содержат хотя бы один множитель𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
(их

количество равно 3𝑛+𝑘 − 2𝑛+𝑘);
в группу 𝑇3) включаем остальные слагаемые (их количество равно 2𝑛+𝑘 − 1 ).
При 𝑖 = 1, 2, 3 введем следующие обозначения:

𝑀𝑖 :=
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝜙−𝑛−𝑘 (𝑞)
∑︁
ℎ̄

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀∫︁
...

∫︁
R𝑛

{сумма членов в 𝑇𝑖} 𝑒 (−𝜂𝑏) 𝑑𝜂1...𝑑𝜂𝑛. (22)

В силу (22), для всех рассматриваемых наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) за исключением не
более чем 𝑋𝑛𝑄−1 значений из них, равенство (12) можно переписать в виде:

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
=𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑂

(︁
𝑁𝑘𝑄−1

)︁
. (23)

Пусть

𝑀0 =
𝑁𝑘⃒⃒
Δ̄
⃒⃒ ∏︁

𝑝

𝑠 (𝑝)

∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘. (24)

Тогда в силу утверждения с) леммы 5.2 работы [12] и леммы 4.1 справедлива оценка

𝑀0 ≫ 𝑁𝑘𝐵−𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+1) (25)

за исключением не более чем 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋).
Лемма 5.1. Для всех 𝑏⃗ ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) справедливо равенство 𝑀1 =𝑀0 +𝑂

(︀
𝑁𝑘𝑄−4/5

)︀
.

Доказательство. Полагая в (14) 𝜌𝑗 = 1 и используя лемму 5.2 d) работы [12] из (22)
находим

𝑀1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙𝑛+𝑘 (𝑞)

∑︁
ℎ̄

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀ 𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀∫︁

...

∫︁
R𝑛

⎛⎝𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

𝑁∫︁
𝐿

𝑒
(︀
𝜂𝑗𝑥
)︀
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 𝑒 (−𝜂𝑏) 𝑑𝜂1...𝑑𝜂𝑛 =

=
𝑁𝑘⃒⃒
Δ̄
⃒⃒ ∫︁ ...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘

⎛⎝∑︁
𝑞⩽𝑄

𝐴 (𝑞)

⎞⎠ =
𝑁𝑘⃒⃒
Δ̄
⃒⃒ ∫︁ ...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘

⎛⎝ ∞∑︁
𝑞=1

𝐴 (𝑞)

⎞⎠+

+𝑂
(︁
𝑁𝑘𝑄−1𝑁 𝑐2/ ln ln𝑁 ln𝑐3𝑄

)︁
. (26)

В силу леммы 5.2 b), c) работы [12] и (13) имеем
∞∑︀
𝑞=1

𝐴 (𝑞) =
∏︀
𝑝
(1 +𝐴 (𝑝)) =

∏︀
𝑝
𝑠 (𝑝) и ясно, что

𝑁 𝑐2/ ln ln𝑁 ln𝑐3𝑄 < 𝑄1/5. Отсюда учитывая равенства (24), (26) получим лемму 5.1. 2

Пусть 𝑚1,𝑚2, ... различные целые числа из множества {1, ..., 𝑛+ 𝑘} и

𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...) :=
∑︁
(𝑟)

𝜒̃ (𝑙𝑚1) 𝜒̃ (𝑙𝑚2) ..., (27)

𝒫 (𝑚1,𝑚2, ...) :=

∫︁
...

∫︁
𝐷

[︁
(𝑁𝑥𝑚1)

𝛽−1(𝑁𝑥𝑚2)
𝛽−1...

]︁
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘,

где область 𝐷 определена в (16). Очевидно,

|𝒫 (𝑚1,𝑚2, ...)| ⩽ 1. (28)
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Лемма 5.2. Имеют место следующие оценки:
a) |𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...)| ⩽ 𝑁 (𝑟) ⩽ 𝜙𝑘 (𝑟);

b) 𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...) ≪ 𝐵
1
2
𝑛𝑘𝜆1𝑟

𝑛𝑘+𝑘
2𝑛 за исключением не более, чем 𝑋𝑛𝑟−

𝑘
𝑛 наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈

∈ [1, 𝑋]𝑛, где 𝜆1 =
(𝑛+𝑘)!
𝑛!𝑘! .

Доказательство. Утверждение а) следует из утверждений a) и b) леммы 5.1 работы
[12].
Доказательство утверждения b). Для удобства рассмотрим конкретное множество из
{1, 2, ..., 𝑛+ 𝑘}, например 1, 2, ..., 𝑛, то есть 𝒢 (1, ..., 𝑛). Согласно (27) 𝒢 (1, ..., 𝑛) можно пред-
ставить в виде (см. [4], стр. 101)

𝒢 (1, ..., 𝑛) =
1

𝑟𝑛

∑︁
1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝑟

𝑒𝑟
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀
𝐶𝜒̃

(︀
ℎ̄1
)︀
...𝐶𝜒̃

(︀
ℎ̄𝑛
)︀
𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀
.

Используя тождество Парсеваля (см. [16], стр. 152), находим

∑︁
1⩽𝑏1,...,𝑏𝑛⩽𝑟

|𝒢 (1, ..., 𝑛)|2 = 1

𝑟𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝑟

𝐶𝜒̃

(︀
ℎ̄1
)︀
...𝐶𝜒̃

(︀
ℎ̄𝑛
)︀
𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

.

Так как 𝜒̃−является примитивным характером, то 𝐶𝜒̃ (𝑚) = 𝜒̃ (𝑚)𝐶𝜒̃ (1) и 𝐶𝜒̃ (1) =
√
𝑟. По-

этому ∑︁
1⩽𝑏1,...,𝑏𝑛⩽𝑟

|𝒢 (1, ..., 𝑛)|2 ⩽
∑︁

1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝑟
(ℎ1,...,ℎ𝑛,𝑟)=1

⃒⃒
𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀⃒⃒2
. (29)

Известно, что (см. стр. 35, [14]) модуль квадратичного характера 𝜒̃ должен иметь вид
𝑟 = 𝜈1𝜈2...𝜈𝜅 (здесь 𝜈1 = 2𝑡, 𝑡 = {0, 2, 3} и 𝜈2 < 𝜈3 < ... < 𝜈𝜅 нечетные простые числа).
Пусть

𝑈1 =

⎧⎨⎩𝜈𝑗 | 𝜈𝑗 ∤ ∏︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝑛<𝑛+𝑘

Δ𝑖1...𝑖𝑛 , 𝑗 ⩾ 2

⎫⎬⎭ и 𝑈2 = {𝜈𝑗 | 𝜈𝑗 /∈ 𝑈1} ,

а также обозначим 𝑢𝑖 =
∏︀

𝜈𝑗∈𝑈𝑖

𝜈𝑗 , (𝑖 = 1, 2), из чего следует, что 𝑟 = 𝑢1𝑢2 и

𝑢2 =
∏︁

𝜈𝑗∈𝑈2

𝜈𝑗 = 𝜈1
∏︁

𝜈𝑗∈𝑈2∖{𝜈1}

𝜈𝑗 ⩽ 8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∏︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝑛<𝑛+𝑘

Δ𝑖1...𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐵𝜆1𝑛, где 𝜆1 =

(𝑛+ 𝑘)!

𝑛!𝑘!
.

Подобным способом, который был использован при доказательстве леммы 3.5.1 работы [4]
нетрудно показать, что

∑︁
1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝑟
(ℎ1,...,ℎ𝑛,𝑟)=1

⃒⃒
𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝑟

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀⃒⃒2
=

𝜅∏︁
𝑗=1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑︁

1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝜈𝑗
(ℎ1,...,ℎ𝑛,𝜈𝑗)=1

⃒⃒
𝐶𝜈𝑗

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝜈𝑗

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀⃒⃒2
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭. (30)

Фиксируем 𝜈𝑗 ∈ 𝑈1 и рассмотрим соответствующую сумму в правой части равенства (30)

𝐶𝜈𝑗

(︀
ℎ̄𝑖
)︀
=
∑︁
𝑙⩽𝜈𝑗

′
𝑒

(︂
𝑙ℎ̄𝑖
𝜈𝑗

)︂
=

{︃
𝜙 (𝜈𝑗) , если 𝜈𝑗 |ℎ̄𝑖,
− 1, если 𝜈𝑗 ∤ ℎ̄𝑖,

(𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 𝑘),
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и существуют (𝜈𝑗 − 1)𝑛−𝑘 значений (ℎ1, ..., ℎ𝑛), для которых 𝜈𝑗 |ℎ̄𝑖, (𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 𝑘). Поэтому
из (30) находим ∑︁

1⩽ℎ1,...,ℎ𝑛⩽𝜈𝑗
(ℎ1,...,ℎ𝑛,𝜈𝑗)=1

⃒⃒
𝐶𝜈𝑗

(︀
ℎ̄𝑛+1

)︀
...𝐶𝜈𝑗

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀⃒⃒2
⩽ 𝜙𝑛+𝑘 (𝜈𝑗) (31)

для всех 𝜈𝑗 ∈ 𝑈1. Если 𝜈𝑗 ∈ 𝑈2, то очевидно, что сумма в левой части неравенства (31) не
превосходит 𝜈𝑛+2𝑘

𝑗 .
Из (29)-(31) получим∑︁

1⩽𝑏1,...,𝑏𝑛⩽𝑟

|𝒢 (1, ..., 𝑛)|2 ≪
∏︁

𝜈𝑗∈𝑈1

𝜙𝑛+𝑘 (𝜈𝑗)
∏︁

𝜈𝑗∈𝑈2

𝜈𝑛+2𝑘
𝑗 ⩽ 𝑟𝑛+𝑘𝑢𝑘2 ≪ 𝑟𝑛+𝑘𝐵𝑛𝑘𝜆1 .

Последняя оценка показывает, что количество наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ [1, 𝑟]𝑛, для которых

𝒢 (1, ..., 𝑛) ≫ 𝑟
𝑛𝑘+𝑘
2𝑛 𝐵

1
2
𝑛𝑘𝜆1 не превосходит 𝑟

𝑛2−𝑘
𝑛 . Ясно, что 𝒢 (1, ..., 𝑛) зависит от классов вы-

четов по модулю 𝑟. Таким образом исключая не более, чем
(︀
𝑋
𝑟

)︀𝑛
𝑟

𝑛2−𝑘
𝑛 = 𝑋𝑛𝑟−

𝑘
𝑛 наборов

(𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ [1, 𝑋]𝑛, имеем

𝒢 (1, ..., 𝑛) ≪ 𝑟
𝑛𝑘+𝑘
2𝑛 𝐵

1
2
𝑛𝑘𝜆1 . (32)

Для остальных наборов чисел 𝑚1,𝑚2, ... из {1, 2, ..., 𝑛+ 𝑘} функция 𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...) оценивается
аналогично и (32) остается в силе. 2

Лемма 5.3. Для 𝑀3 справедливо равенство

𝑀3 =
𝑁𝑘𝑟𝑛⃒⃒

Δ̄
⃒⃒
𝜙𝑛+𝑘 (𝑟)

⎛⎜⎜⎜⎝ ∑︁
𝑞⩽𝑄/𝑟
(𝑟,𝑞)=1

𝐴 (𝑞)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎡⎣− ∑︁

1⩽𝑗⩽𝑛+𝑘

𝒢 (𝑗)𝒫 (𝑗) +
∑︁

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛+𝑘

𝒢 (𝑖, 𝑗)𝒫 (𝑖, 𝑗)−

−
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<𝑖3⩽𝑛+𝑘

𝒢 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)𝒫 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + ...+ (−1)𝑛+𝑘𝒢 (1, ..., 𝑛+ 𝑘)𝒫 (1, .., 𝑛+ 𝑘)

⎤⎦ . (33)

Доказательство этой леммы аналогично лемме 3.7.3 работы [4].
Когда 𝑄/𝑟− "большое" сумма

∑︀
𝑞⩽𝑄/𝑟, (𝑟,𝑞)=1

𝐴 (𝑞) в (33) является достаточно длинной и в

силу леммы 5.2 d) работы [12] мы можем представить ее в виде:∑︁
𝑞⩽𝑄/𝑟, (𝑟,𝑞)=1

𝐴 (𝑞) =
∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝) +𝑂
(︁
𝑟𝑄−9/10

)︁
. (34)

Обозначая через 𝐴 (𝒢,𝒫) выражение, стоящее в квадратной скобке в (33) и используя (34),

находим 𝑀3 =
𝑁𝑘𝑟𝑛

|Δ̄|𝜙𝑛+𝑘(𝑟)

(︃∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠 (𝑝) +𝑂

(︀
𝑟𝑄−9/10

)︀)︃
𝐴 (𝒢,𝒫) . В силу (28) из леммы 5.2 a) имеем

𝑀3 =
𝑁𝑘𝑟𝑛⃒⃒

Δ̄
⃒⃒
𝜙𝑛+𝑘 (𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝)𝐴 (𝒢,𝒫) +𝑂
(︁
𝑁𝑘𝑟𝑄−9/10(ln ln𝑄)𝑛

)︁
. (35)

С другой стороны, согласно лемме 5.1 е) работы [12] имеет место равенство∏︁
𝑝|𝑟

𝑠 (𝑝) = 𝑟𝑛𝜙−𝑛−𝑘 (𝑟)
∑︁
(𝑟)

1. (36)
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Поэтому из леммы 5.1 и (24) получим

𝑀1 =
𝑁𝑘𝑟𝑛⃒⃒

Δ̄
⃒⃒
𝜙𝑛+𝑘 (𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝)
∑︁
(𝑟)

∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 +𝑂
(︁
𝑁𝑘𝑄−4/5

)︁
. (37)

Из (35) и (37) следует

𝑀1+𝑀3 =
𝑁𝑘𝑟𝑛⃒⃒

Δ̄
⃒⃒
𝜙𝑛+𝑘 (𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝)
∑︁
(𝑟)

∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

(︁
1− 𝜒̃ (𝑙𝑗) (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘 +𝑂

(︁
𝑁𝑘𝑟𝑄− 4

5

)︁
.

(38)
В силу (16) 𝑁𝑥𝑗 > 𝐿 так, что

𝑛+𝑘∏︁
𝑗=1

(︁
1− 𝜒̃ (𝑙𝑗) (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
⩾
(︁(︁

1− 𝛽
)︁
ln𝑇

)︁𝑛+𝑘
= 𝜔𝑛+𝑘, (39)

где

𝜔 =

⎧⎨⎩
(︁
1− 𝛽

)︁
ln𝑇, если существует исключительный нуль 𝛽,

1, в противном случае.

Таким образом, из (39), (36) и (38) приходим к заключению

𝑀1 +𝑀3 ⩾ 𝜔𝑛+𝑘𝑀0 −𝑂
(︁
𝑁𝑘𝑟𝑄−4/5

)︁
. (40)

В случае, когда 𝑄/𝑟 является “малым” для суммы
∑︀

𝑞⩽𝑄/𝑟, (𝑟,𝑞)=1

𝐴 (𝑞) мы не можем получить

оценку, типа (34). В этом случае ограничимся для оценки этой суммы леммой 5.2 b) работы
[12] и тогда для 𝑀3 из (33) получим следующую оценку 𝑀3 ≪ 𝑁𝑘𝑟𝑛𝜙−𝑛−𝑘 (𝑟)𝐴 (𝒢,𝒫) . В силу

леммы 5.2 b) и (28) имеем оценку 𝐴 (𝒢,𝒫) ≪ 𝐵
1
2
𝑛𝑘𝜆1𝑟

𝑛𝑘+𝑘
2𝑛 , справедливую за исключением

𝑋𝑛𝑟−
𝑘
𝑛 наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ [1, 𝑋]𝑛. Поэтому

𝑀3 ≪
𝑁𝑘𝑟𝑛

𝜙𝑛+𝑘 (𝑟)
𝐵

1
2
𝑛𝑘𝜆1𝑟

𝑛𝑘+𝑘
2𝑛 (ln ln𝑁)𝑐4 ≪ 𝑁𝑘𝑟

𝑘−𝑛𝑘
2𝑛 𝐵

1
2
𝑛𝑘𝜆1(ln ln𝑁)𝑐5 . (41)

Лемма 5.4. Для всех 𝑏⃗ ∈ [1, 𝑋]𝑛 имеет место оценка 𝑀2 ≪𝑀0𝜔
𝑛+𝑘 exp

(︁
−𝑐6𝛿−

1
2

)︁
.

Доказательство. Члены, содержащиеся в 𝑇2 имеют вид

(−1)𝑚
𝑙∏︁

𝑗=1

𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀ 𝑚∏︁
𝑗=𝑙+1

𝛿𝑞𝐶𝜒̃𝜒0

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀ 𝑛+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀

или

(−1)𝑚
𝑙∏︁

𝑗=1

𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀ 𝑚∏︁
𝑗=𝑙+1

𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀ 𝑛+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝛿𝑞𝐶𝜒̃𝜒0

(︀
ℎ̄𝑗
)︀
𝐼
(︀
𝜂𝑗
)︀
,

где 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 + 𝑘. Эти выражения оцениваются одинаково, поэтому ограничимся рас-
смотрением первого из них. Его вклад в 𝑀2 обозначим через 𝑀2 (𝑚, 𝑙), тогда из (22) находим

𝑀2 (𝑚, 𝑙) = (−1)𝑚
∑︁
𝑞⩽𝑄,
𝑟|𝑞

1

𝜙𝑛+𝑘 (𝑞)

∑︁
ℎ̄

′
𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀
𝐶𝜒̃𝜒0

(︀
ℎ̄𝑙+1

)︀
...𝐶𝜒̃𝜒0

(︀
ℎ̄𝑚
)︀
𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑚+1

)︀
...𝐶𝑞

(︀
ℎ̄𝑛+𝑘

)︀
×
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×
∑︁
𝜒1

...
∑︁
𝜒𝑙

𝐶𝜒̃1

(︀
ℎ̄1
)︀
...𝐶𝜒̃𝑙

(︀
ℎ̄𝑙
)︀ ∫︁

...

∫︁
R𝑛

𝐼𝜒1 (𝜂1) ...𝐼𝜒𝑙
(𝜂𝑙) 𝐼𝜒𝑙

(︀
𝜂𝑙+1

)︀
...𝐼𝜒𝑙

(𝜂𝑚)×

×𝐼𝜒1

(︀
𝜂𝑚+1

)︀
...𝐼𝜒𝑙

(︀
𝜂𝑛+𝑘

)︀
𝑑𝜂1...𝑑𝜂𝑛.

Интеграл по R𝑛 обозначим через 𝐽 , тогда в силу (5) и (14) имеем

𝐽 =
𝑁𝑘⃒⃒
Δ̄
⃒⃒ ∑︁
|𝛾1|⩽𝑇

′
...
∑︁

|𝛾𝑙|⩽𝑇

′
∫︁
...

∫︁
𝐷

𝑙∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

𝑚∏︁
𝑗=𝑙+1

(𝑁𝑥𝑗)
𝛽−1𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘.

Следовательно,

𝑀2 (𝑚, 𝑙) = −𝑁𝑘⃒⃒
Δ̄
⃒⃒ ∫︁ ...

∫︁
𝐷

𝑚∏︁
𝑗=𝑙+1

(𝑁𝑥𝑗)
𝛽−1

⎛⎝ 𝑚∏︁
𝑗=𝑙+1

∑︁
𝑟𝑗⩽𝑄

∑︁
𝜒𝑗( mod 𝑟𝑗)

*
∑︁

|𝛾𝑗 |⩽𝑇

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

⎞⎠×

×
∑︁
𝑞⩽𝑄

[𝑟,𝑟1,...,𝑟𝑙]|𝑞

𝜙−𝑛−𝑘 (𝑞)𝑍
(︀
𝑞; 𝜒̄1, ..., 𝜒̄𝑙, 𝜒̃𝑙+1, ..., 𝜒̃𝑚, 𝜒

𝑜
𝑚+1, ..., 𝜒

𝑜
𝑛+𝑘

)︀
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑘,

где 𝜒̃𝑙+1 = ... = 𝜒̃𝑚 = 𝜒̃ и 𝜒𝑜
𝑚+1 = ... = 𝜒𝑜

𝑛+𝑘 = 𝜒0.

Так как 𝑁𝑥𝑗 ⩾ 𝐿 ⩾
√
𝑁 , то в лемме 4.2 работы [4] заменяя 𝜔𝑛+1 на 𝜔𝑛+𝑘 можно вычислить

тройную сумму в скобках, а лемму 5.3 c) работы [12] можно применить для оценки последней
суммы по 𝑞 и тогда получим

𝑀2 (𝑚, 𝑙) ≪𝑀0

(︁
𝜔𝑛+𝑘 exp

(︁
−𝑐6𝛿−1/2

)︁)︁𝑙
≪𝑀0

(︁
𝜔𝑛+𝑘 exp

(︁
−𝑐6𝛿−1/2

)︁)︁
.

Собирая вклад всех таких слагаемых, получим утверждение леммы. 2

Теперь мы можем доказать лемму 2.2. Рассмотрим следующие три случая.
1-случай. Пусть не существует исключительный нуль 𝛽, тогда отсутствует 𝑀3 и из (23)

за исключением не более чем ≪ 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+2) наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) справедлива
оценка

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
=𝑀1 +𝑀2 +𝑂

(︁
𝑁𝑘𝑄−1

)︁
≫ 𝑁𝑘𝐵−𝑛𝑄−𝑘/16𝑛(𝑛+1).

2-случай. Если существует исключительный нуль 𝛽 и 𝑟 ⩽ 𝑄𝜆2 , 𝜆2 = 𝑘(7 (𝑛− 1) (𝑛+ 𝑘))−1.
Тогда в силу леммы 5.4, (40) и из (23), (24) имеем

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
≫𝑀0

(︁
1− exp

(︁
−𝑐6𝛿−1/2

)︁)︁
𝜔𝑛+𝑘 +𝑂

(︁
𝑁𝑘𝑄− 4

5
+𝜆2

)︁
(42)

за исключением не более чем ≪ 𝑋𝑛𝑄−1 наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) из них. Согласно

неравенству (9) из работы [10], 𝜔 =
(︁
1− 𝛽

)︁
ln𝑇 ≫ 𝑐7

(︁√
𝛿𝑄𝜆2/2 ln𝑄

)︁−1
, поэтому, учитывая

(25) из (42), при достаточно малом 𝛿 получим

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
≫ 𝑁𝑘

(︁
𝐵𝑛𝑄

𝑘
16𝑛(𝑛+1)

+ 𝑘
14(𝑛−1) ln𝑛+𝑘𝑄

)︁−1

+𝑂
(︁
𝑁𝑘𝑄− 4

5
+𝜆2

)︁
≫ 𝑁𝑘𝑄

−
(︁

𝑘
16𝑛(𝑛+1)

+ 𝑘
14(𝑛−1)

+(𝑛+𝑘)𝛿
)︁

за исключением не более чем ≪ 𝑋𝑛𝑄−𝑘/16𝑛(𝑛+2) наборов (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) из них.
3-случай. Существует исключительный ноль 𝛽 и пусть 𝑟 > 𝑄𝜆2 . В этом случае применим

лемму 5.1, (41) и лемму 5.4 в (23) имеем

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
=𝑀0

(︁
1 +𝑂

(︁
𝜔𝑛+𝑘 exp

(︁
−𝑐6𝛿−1/2

)︁)︁)︁
+𝑂

(︂
𝑁𝑘𝑄

− 𝑘2

14𝑛(𝑛+𝑘)

)︂
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за исключением не более чем 𝑋𝑛𝑟−
𝑘
𝑛 ⩽ 𝑋𝑛𝑄−𝜆3 , 𝜆3 = 𝑘2(7𝑛 (𝑛− 1) (𝑛+ 𝑘))−1 наборов

(𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ [1, 𝑋]𝑛 из них.
Как и в предыдущих двух случаях, требуемая нижняя оценка 𝐼1(⃗𝑏) следует из (25):

𝐼1

(︁
𝑏
)︁
≫ 𝑁𝑘𝐵−𝑛𝑄

− 𝑘
16𝑛(𝑛+1) − 𝑐7𝑁

𝑘𝑄
− 𝑘2

14𝑛(𝑛+𝑘) ≫ 𝑁𝑘𝑄
−
(︁

𝑘
16𝑛(𝑛+1)

+ 𝑘
14(𝑛−1)

+(𝑛+𝑘)𝛿
)︁
. (43)

Поэтому, на основании (43) и леммы 2.1 из (10) имеем следующую оценку:

𝐼 (⃗𝑏) > 𝐼1(⃗𝑏)− |𝐼2(⃗𝑏)| > 𝑐8𝑁
𝑘𝑄

−
(︁

𝑘
16𝑛(𝑛+1)

+ 𝑘
14(𝑛−1)

+(𝑛+𝑘)𝛿
)︁
−𝑁𝑘𝑄

− 𝑘
6(𝑛−1) ≫ 𝑁𝑘𝑄

− 𝑘
10(𝑛−1) , (44)

то есть оценка 𝐼
(︁
𝑏
)︁
> 0 справедлива для всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑊𝑛,𝑛+𝑘 (𝑋) за исключением не

более, чем 𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

7(𝑛−1) +𝑋𝑛𝑄−1 +𝑋𝑛𝑄
− 𝑘

16𝑛(𝑛+1) +𝑋𝑛𝑄−𝜆3 ⩽ 𝑋𝑛−𝜀 наборов из них.
Таким образом, мы доказали лемму 2.2 и утверждение а) теоремы.
Теперь оценим, количество решений 𝑏⃗ = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) системы (2). Известно, что в (9) сум-

мирование ведётся по всем 𝑚𝑗 для которых выполняются условия 𝐿 < 𝑚1, ...,𝑚𝑛+𝑘 ⩽ 𝑁 и
𝑛+𝑘∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑚𝑗 = 𝑏𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛). Тогда из (9) имеем

𝐼
(︁
𝑏
)︁
⩽ 𝑅

(︁
𝑏
)︁
ln𝑛+𝑘𝑁 +𝑂

(︁
𝑁

𝑘
2 ln𝑛𝑁

)︁
.

Из этого неравенства и из неравенства (44) получим оценку 𝑅
(︁
𝑏
)︁
≫ 𝑁

𝑘− 𝑘𝛿
10(𝑛−1) ln−𝑛−𝑘𝑁 для

всех (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) за исключением не более, чем 𝑋𝑛−𝜀 значений 1 ⩽ 𝑏1, ..., 𝑏𝑛 ⩽ 𝑋 из них. Учи-

тывая, что
⃒⃒⃒⃗
𝑏
⃒⃒⃒
=
√︀
𝑏21 + ...+ 𝑏2𝑛 ⩽

√
𝑛𝑋 и 𝑁 = 3(𝑛!)2𝐵2𝑛−1𝑋 ⩾

3(𝑛!)2𝐵2𝑛−1 |⃗𝑏|√
𝑛

, отсюда получим

утверждение b) теоремы.

6. Заключение

Таким образом доказали что система линейных диофантовых уравнений с целыми коэф-
фициентами состоящая из 𝑠 уравнений с 𝑚 (𝑠 < 𝑚 ⩽ 2𝑠) неизвестными разрешима в простых
числах с некоторыми исключениями. Получена оценка для исключительного множества и
оценка снизу для числа решений рассматриваемой системы. Эта оценка не значительно отли-
чается от предполагаемого главного члена при достаточно малом 𝛿 > 0 и достаточно большом
𝑋. Полученные результаты дополняют соответствующие результаты Wu Fang [1], M.C.Liu,
K.M.Tsang [2, 3] и И.Аллакова [4, 5].
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