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Аннотация

Исследование арифметической природы значений продифференциро-
ванных по параметру обобщенных гипергеометрических функций прово-
дилось во многих работах, см. [1]–[7], а также соответствующие главы в
книгах [8] и [9]. Первоначально для этих целей использовался метод Зиге-
ля. Этот метод применим для исследования гипергеометрических функ-
ций с рациональными параметрами и c его помощью были получены ре-
зультаты о трансцендентности и алгебраической независимости значений
таких функций, а также соответствующие количественные результаты
(например, оценки мер алгебраической независимости).

Возможности применения метода Зигеля в случае гипергеометриче-
ских функций с иррациональными параметрами ограничены. В классиче-
ской форме метод Зигеля не удается применить в этой ситуации, и здесь
потребовались некоторые дополнительные соображения. Следует, одна-
ко, отметить, что наиболее общие результаты об арифметической природе
значений гипергеометрических функций с иррациональными параметра-
ми получены с помощью метода Зигеля (в модифицированном виде, см.
по этому поводу [10] и [11]). Здесь речь не идет об алгебраической незави-
симости и приходится ограничиться лишь результатами о линейной неза-
висимости соответствующих значений.

Рассуждения по методу Зигеля начинаются с построения функцио-
нальной линейной приближающей формы, имеющей в начале координат
достаточно высокий порядок нуля. Такая форма строится с помощью
принципа Дирихле. Именно невозможность провести соответствую-
щее рассуждение для функций с иррациональными параметрами служит
препятствием при попытках применить метод Зигеля в случае иррацио-
нальных параметров.

Уже давно было замечено, что в некоторых случаях линейную прибли-
жающую форму можно построить эффективно, указав явные формулы
для ее коэффициентов. Этот метод значительно уступает методу Зигеля в
общности получаемых результатов. Однако, именно с помощью метода, ос-
нованного на эффективном построении линейных приближающих форм,
были получены наиболее точные оценки снизу модулей линейных форм
от значений гипергеометрических функций, а также во многих случаях



286 П. Л. ИВАНКОВ

были получены результаты об арифметической природе значений таких
функций в случае иррациональных параметров (см., например, [12]).

Эффективная конструкция линейных приближающих форм для функ-
ций (2) была предложена в работе [13]. Эта конструкция использовала кон-
турный интеграл, который применялся ранее для получения результатов
об оценках линейных форм от значений гипергеометрических функций с
различными параметрами, см. [14].

В настоящей работе предлагается новый подход к построению линей-
ной приближающей формы для функций (2). Используется связь между
гипергеометрическими функциями различных типов, которая позволяет
упомянутое построение линейной приближающей формы свести к более
простой задаче.

В заключении даны краткие указания относительно возможных при-
ложений.

Ключевые слова: простейшая гипергеометрическая функция, диффе-
ренцирование по параметру, оценки линейных форм.
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ON DIFFERENTIATION WITH RESPECT TO
PARAMETER

P. L. Ivankov (Moscow)

Abstract

The investigation of the arithmetic nature of the values of differentiated
with respect to parameter generalized hypergeometric functions was carried
out in many works; see [1]–[7] and also corresponding chapters of the books
[8] and [9]. Primarily the method of Siegel was used for these purposes. This
method can be applied for the investigation of hypergeometric functions with
rational parameters and the results concerning transcendence and algebraic
independence of the values of such functions and corresponding quantitative
results (for example estimates of the measures of algebraic independence) were
obtained by means of it. The possibilities of application of Siegel’s method in
case of hypergeometric functions with irrational parameters are restricted. In
its classic form Siegel’s method cannot be applied in this situation and here
were required some new considerations. But it must be noted that the most
general results concerning the arithmetic nature of the values of hypergeomet-
ric functions with irrational parameters were obtained exactly by Siegel’s
method (by modified form of it, see [10] and [11]). In this case it’s impossible
to say of the results of transcendence or algebraic independence and one
must restrict oneself by the results concerning linear independence of the
corresponding values.

In Siegel’s method reasoning begins with the construction of functional
linear approximating form which has a sufficiently high order of zero at the
origin of coordinates. Such a form is constructed by means of the Dirichlet
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principle. The impossibility to realize the corresponding reasoning for the
functions with irrational parameters is an obstacle for the attempts to apply
Siegel’s method in case of irrational parameters.

It was noted long ago that in some cases the linear approximating form
can be constructed effectively and explicit formulae can be pointed out for its
coefficients. This method is inferior to Siegel’s one in the sense of the generality
of the results obtained. But by means of the method based on the effective
construction of linear approximating form the most precise low estimates of
the modules of linear forms in the values of hypergeometric functions were
obtained and in many cases were established linear independence of the values
of functions with irrational parameters (see for example [12]).

The effective construction of linear approximating form for the function
(2) was proposed in the work [13]. In this work the construction was based
on a contour integral which was earlier used for the achievement of results
concerning the estimates of linear forms of the values of hypergeometric func-
tions with different parameters; see [14]. In this paper we propose a new
approach for the construction of linear approximating form for functions (2).
Here we make use of a connection between hypergeometric functions of diffe-
rent types which makes it possible to reduce above mentioned constructing of
linear approximating form to less difficult task. In the conclusion we give short
directions concerning possible applications.

Keywords: the simplest hypergeometric function, differentiation with res-
pect to parameter, estimates of linear forms.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

Исследование арифметической природы значений продифференцированных
по параметру обобщенных гипергеометрических функций проводилось во мно-
гих работах, см. [1]–[7], а также соответствующие главы в книгах [8] и [9]. Пер-
воначально для этих целей использовался метод Зигеля. Этот метод применим
для исследования гипергеометрических функций с рациональными параметра-
ми и c его помощью были получены результаты о трансцендентности и алгеб-
раической независимости значений таких функций, а также соответствующие
количественные результаты (например, оценки мер алгебраической независи-
мости).

Возможности применения метода Зигеля в случае гипергеометрических
функций с иррациональными параметрами ограничены. В классической фор-
ме метод Зигеля не удается применить в этой ситуации, и здесь потребовались
некоторые дополнительные соображения. Следует, однако, отметить, что наи-
более общие результаты об арифметической природе значений гипергеометри-
ческих функций с иррациональными параметрами получены с помощью метода
Зигеля (в модифицированном виде, см. по этому поводу [10] и [11]). Здесь речь
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не идет об алгебраической независимости и приходится ограничиться лишь ре-
зультатами о линейной независимости соответствующих значений.

Рассуждения по методу Зигеля начинаются с построения функциональной
линейной приближающей формы, имеющей в начале координат достаточно вы-
сокий порядок нуля. Такая форма строится с помощью принципа Дирихле.
Именно невозможность провести соответствующее рассуждение для функций
с иррациональными параметрами служит препятствием при попытках приме-
нить метод Зигеля в случае иррациональных параметров.

Уже давно было замечено, что в некоторых случаях линейную приближа-
ющую форму можно построить эффективно, указав явные формулы для ее
коэффициентов. Этот метод значительно уступает методу Зигеля в общности
получаемых результатов. Однако, именно с помощью метода, основанного на
эффективном построении линейных приближающих форм, были получены наи-
более точные оценки снизу модулей линейных форм от значений гипергеомет-
рических функций, а также во многих случаях были получены результаты об
арифметической природе значений таких функций в случае иррациональных
параметров (см., например, [12]).

Эффективная конструкция линейных приближающих форм для функций
(2) была предложена в работе [13]. Эта конструкция использовала контурный
интеграл, который применялся ранее для получения результатов об оценках
линейных форм от значений гипергеометрических функций с различными па-
раметрами, см. [14].

В настоящей работе предлагается новый подход к построению линейной при-
ближающей формы для функций (2). Используется связь между гипергеомет-
рическими функциями различных типов, которая позволяет упомянутое по-
строение линейной приближающей формы свести к более простой задаче.

2. Основной результат

Пусть

ωj(z) =
∞∑
ν=0

zν(λ+ ν)j
ν∏
x=1

1

x

(
λ− 1 + x

λ+ x

)2

= λ2
∞∑
ν=0

zν

ν!(λ+ ν)2−j
, (1)

где λ /∈ Z, j = 0, 1, 2. Используя функции ωj(z) в качестве вспомогательного
средства, построим функциональную линейную приближающую форму для
функций

ϕλ(z) =
∞∑
ν=0

zν
ν∏
x=1

1

λ+ x

и
∂ϕλ(z)

∂λ
= −

∞∑
ν=0

zν
ν∏
x=1

1

λ+ x

(
1

λ+ 1
+ · · ·+ 1

λ+ ν

)
.

(2)
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Рассмотрим определитель

∆ =

∣∣∣∣∣(ν + λ− s)j
s−1∏
x=0

(ν − x)(ν + λ− x)2
n−s∏
x=1

(ν + λ− 1− n+ x)2

∣∣∣∣∣
j=0,1,2, s=0,1,...,n,

ν=n,...,4n+2

.

В этом определителе столбцы расположены в порядке возрастания s и в порядке
возрастания j при равных s; строки расположены в порядке возрастания ν.

Лемма 1. Имеет место равенство

∆ = 1!2! · · · (3n+ 2)!
n−1∏
s=0

((s+ 1− λ)(s+ 1)2)2(n−s). (3)

Доказательство. Данное равенство непосредственно вытекает из [15, лем-
ма 1, с. 193]. 2

С помощью многочленов

Pj(z) =
n∑
s=0

pjsz
s, j = 0, 1, 2, (4)

с неопределенными коэффициентами составим линейную форму

2∑
j=0

Pj(z)ωj(z) = R(z) =
∞∑
ν=0

cνz
ν . (5)

Тогда при ν > n справедливы равенства

cν =
λ2

ν!

2∑
j=0

n∑
s=0

pjs
∏s−1

x=0(ν − x)
(λ+ ν − s)2−j

; (6)

cν = Q(ν)
ν∏
x=1

1

x(λ+ x)2

ν−n∏
x=1

(λ− 1 + x)2 , (7)

где

Q(ν) =
2∑
j=0

n∑
s=0

pjs(ν + λ− s)j
s−1∏
x=0

(ν − x)(ν + λ− x)2
n−s∏
x=1

(ν + λ− 1− n+ x)2 . (8)

Из (3) следует, что при λ /∈ N определитель ∆ ̸= 0. Поэтому существуют числа
pjs, j = 0, 1, 2, s = 0, 1, . . . , n, для которых тождественно по z выполняется
равенство

Q(z) =
3n+1∏
x=0

(z − x). (9)
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Считая, что в качестве коэффициентов многочленов (4) взяты именно те числа
pjs, существование которых мы доказали, напишем равенство, которое легко
выводится из (6), (7) и (9):

n∑
s=0

2∑
j=0

pjs

∏s−1
x=0(z − x)

(z + λ− s)2−j
=

∏3n+1
x=0 (z − x)∏n

s=0(z + λ− s)2
. (10)

Это равенство справедливо при целых рациональных z > n, а, значит, при
всех z, для которых имеют смысл его левая и правая части. Отсюда можно
найти простые формулы для чисел pjs. Умножим обе части (10) при j = 0, 1 на
(z+ λ− s)1−j и проинтегрируем по окружности ра(диуса 1/2 с центром в точке
−λ+ s; тогда (приводится лишь формула для j = 0)

p0s =
s∏

x=1

1

x− λ
· 1

2πi

∫
|z+λ−s|= 1

2

(z + λ− s)
∏3n+1

x=0 (z − x)∏n
x=0(z + λ− x)2

dz .

Для определения p2s, s = 0, 1, . . . , n, разделим обе части (10) на
∏s

x=0(z − x) и
проинтегрируем по контуру Γ, охватывающему все точки 0, 1, . . . , s и не содер-
жащему внутри себя точек вида−λ,−λ+1, . . . ,−λ+n. Такой контур существует,
если считать, что λ /∈ Z. В результате получим такое равенство

p2s +
s∑

µ=0

1∑
j=0

pjµ
1

2πi

∫
Γ

dz∏s
x=µ(z − x)(z + λ− µ)2−j

= 0.

Отсюда видно, что p2s выражаются через найденные ранее коэффициенты pjµ,
у которых j = 0, 1, µ = 0, 1, . . . , n.

Из (7) и (9) следует, что cν = 0 при n 6 ν 6 3n + 1. Если 0 6 ν < n, то для
cν имеем равенство

cν =
ν∑
s=0

2∑
j=0

pjs(λ+ ν − s)j
ν−s∏
x=1

1

x

(
λ− 1 + x

λ+ x

)2

= Q(ν)
ν∏
x=1

1

x(λ+ x)2

n−ν∏
x=1

1

(λ− x)2
.

(11)
Здесь верхний индекс ν суммирования по s после вынесения соответствующих
множителей можно заменить на n в силу наличия скобки (ν − x) в правой
части (8). Из (8), (9) и (11) следует, что cν = 0 также и при 0 6 ν < n. Поэтому
линейная форма R(z), определяемая равенством (5), имеет при z = 0 порядок
нуля равный 3n+2. Без труда доказывается, что большего порядка нуля здесь
добиться невозможно, т.к. получится форма, тождественно равная нулю.

Воспользуемся теперь тем, что

∞∑
ν=0

zν

ν!(λ+ ν)
=

1

λ
ezϕλ(−z) ; (12)
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см., например, [9, с. 195, равенство (46)]. Функция ϕλ(z) из правой части (12)
задается равенством (2). Из (1) следует, что

ω1(z) = λ2
∞∑
ν=0

zν

ν!(λ+ ν)
,

а тогда
ω1(z) = λezϕλ(−z) . (13)

Дифференцируя по λ последнее равенство, получаем

2

λ
ω1(z)− ω0(z) = ezϕλ(−z) + λez

∂ ϕλ(−z)
∂λ

,

откуда

ω0(z) = ezϕλ(−z)− λez
∂ ϕλ(−z)

∂λ
. (14)

Кроме того, очевидно, ω2(z) = λ2ez. Из последнего равенства, а также из (13)
и (14) получаем

λ2P2(−z) + (P0(−z) + λP1(−z))ϕλ(z)− λP0(−z)
∂ ϕλ(z)

∂λ
= ezR(−z) . (15)

3. Заключение
Таким образом, мы построили неоднородную линейную приближающую

форму для функций

ϕλ(z) и
∂ ϕλ(z)

∂λ
, (16)

имеющую при z = 0 максимально возможный порядок нуля. Коэффициенты
многочленов Pj(z), j = 0, 1, 2, могут быть записаны в виде относительно про-
стых формул, которые удобны при исследовании арифметических свойств этих
коэффициентов (это исследование необходимо, например, при решении сформу-
лированной ниже задачи об оценке линейной формы от значений функций (16)).

Метод построения формы (15) существенно отличается от предложенного
в работе [13].

Достоинством рассмотренной конструкции является очевидная возможность
обобщения на случай, когда функция ϕλ(z) дифференцируется по параметру λ
более одного раза. При таком обобщении появляется возможность, например,
получить оценку снизу модуля линейной формы вида

h0 +
τ∑
l=0

hl
∂ l ϕλ(ξ)

∂λ l

в зависимости от максимума абсолютных величин целых рациональных коэф-
фициентов h0, h1, . . . , hτ при некоторых ограничениях на параметр λ и ненуле-
вое число ξ.
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