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Аннотация

Исследуется задача нахождения стационарной цепи Маркова с максимальной энтро-
пией на множестве бесконечных двоичных последовательностей, запрещающих появление
трёх единиц подряд. Установлена связь этой задачи с системой счисления с нецелым осно-
ванием, изученной А. О. Гельфондом. Дана вероятностная интерпретация распределения
остатков Гельфонда в терминах эргодической цепи Маркова с тремя состояниями. В ка-
честве основного результата явно указаны параметры искомой экстремальной цепи. Пока-
зано, что матрица переходных вероятностей и стационарное распределение выражаются
через корень 𝜃 > 1 уравнения 1 = 𝜃−1 + 𝜃−2 + 𝜃−3. Энтропия найденной цепи равна ln 𝜃,
что определяет максимально достижимую непредсказуемость в классе рассматриваемых
последовательностей с данным запретом.
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Abstract

This work addresses the problem of finding a stationary Markov chain with maximum
entropy on the set of infinite binary sequences that forbid three consecutive ones. A connection
is established between this problem and the non-integer base numeration system studied by A.
O. Gelfond. A probabilistic interpretation of Gelfond’s distribution of remainders is provided
in terms of a three-state ergodic Markov chain. As the main result, the parameters of the
extremal chain are explicitly determined. It is shown that the transition probability matrix and
the stationary distribution are expressed via the root 𝜃 > 1 of the equation 1 = 𝜃−1 +𝜃−2 +𝜃−3.
The entropy of the resulting chain equals ln 𝜃, which defines the maximum achievable entropy
in the class of sequences with this forbidden pattern.
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1. Введение

Рассмотрим множество всех бесконечных бинарных последовательностей с запретом на
три подряд идущие единицы [1]. Будем моделировать такие последовательности как траекто-
рии некоторой цепи Маркова [2] с тремя состояниями, где состояние процесса определяется
окончанием формируемой последовательности:

� Состояние 𝐶0: последовательность заканчивается на 0.

� Состояние 𝐶1: последовательность заканчивается на 01.

� Состояние 𝐶2: последовательность заканчивается на 011.

Запрет на три единицы подряд означает, что переход (путем добавления символа) из состояния
𝐶2 возможен только в состояние 𝐶0.

На основании введённых состояний определим цепь Маркова, задав начальное распреде-
ление
𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2) и матрицу переходных вероятностей P.

Пусть параметры 𝛼1, 𝛼2 задают вероятности добавления единицы при условии, что этот
переход допустим.
Тогда цепь Маркова можно представить в виде графа переходов из одного состояния в другое:

𝐶0

𝐶1

𝐶2

1− 𝛼1

𝛼1

𝛼2

1− 𝛼2

1
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Её матрица переходных вероятностей P имеет вид:

𝐶0 𝐶1 𝐶2(︃ )︃𝐶0 1− 𝛼1 𝛼1 0
𝐶1 1− 𝛼2 0 𝛼2

𝐶2 1 0 0

где строки и столбцы соответствуют состояниям 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2 в указанном порядке.
Среди всех стационарных цепей Маркова [2], порождающих допустимые последовательно-

сти, нас интересует цепь с максимальной энтропией [3].

Теорема 1. Стационарная цепь Маркова, порождающая двоичные последовательности
без трех подряд идущих единиц и имеющая максимальную энтропию, определяется матри-
цей переходных вероятностей

P =

⎛⎝ 1
𝜃

𝜃−1
𝜃 0

𝜃
𝜃+1 0 1

𝜃+1

1 0 0

⎞⎠ ,

в которой 𝜃 ∈ (1, 2) – корень уравнения

1 =
1

𝜃
+

1

𝜃2
+

1

𝜃3
,

и стационарным распределением 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, 𝜋3), которое задаётся

𝜋 =

(︂
𝜃3

𝜃3 + 𝜃 + 2
,

𝜃 + 1

𝜃3 + 𝜃 + 2
,

1

𝜃3 + 𝜃 + 2

)︂
.

Основная идея работы состоит в установлении связи представленной в данной теореме
цепи Маркова с системой счисления с нецелым основанием, изученной А. О. Гельфондом [4].

2. Система счисления

2.1. Система счисления A. O. Гельфонда

Пусть 𝜃 > 1 – фиксированное нецелое число (случай целого 𝜃 см. в [5], мы его рассматри-
вать не будем). Тогда для всякое число 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1, можно однозначно представить рядом

𝛼 =
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
𝜃𝑖

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖
𝜃𝑖

+
𝑥𝑛+1

𝜃𝑛
, 0 ⩽ 𝑥𝑛 < 1 ,

где 𝜆𝑖 – целые числа, удовлетворяющие 0 ⩽ 𝜆𝑖 < 𝜃 и 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 (𝛼), если последовательно
определять эти числа соотношениями:

𝑥1 = 𝛼, 𝑥2 = {𝜃𝑥1}, . . . , 𝑥𝑛+1 = {𝜃𝑥𝑛}, . . . (1)

𝜆1 = [𝛼𝜃], . . . , 𝜆𝑛 = [𝜃𝑥𝑛], . . . (2)

Здесь {}, [] – дробная и целая часть числа соответственно.
А. О. Гельфонд для описания закона распределения остатков 𝑥𝑛 (𝛼) при произвольном

нецелом 𝜃 ввел числа 𝑡𝑛. Рассмотрим частный случай разложения, для 𝛼 = 1. Тогда из общих
соотношений получаем:
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1 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(1)

𝜃𝑖
+
𝑡𝑛+1

𝜃𝑛
, 𝑡1 = 1 ,

где 𝑡𝑛 = 𝑥𝑛 (1) – это остатки, возникающие при разложении единицы.

По этим остаткам А. О. Гельфонд определяет константу

𝜏 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖
𝜃𝑖−1

.

2.2. Теорема А.О. Гельфонда

Говорят, что последовательность остатков 𝑥𝑛 (𝛼) имеет закон распределения 𝜎 (𝑡), если для
почти всех 𝛼, существует предел

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜓 (1− 𝑡+ 𝑥𝑛) = 𝜎 (𝑡) ,

где 𝜓 (𝑥) =

{︃
1 , 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1

0 , иначе
.

Теорема 2 (А. О. Гельфонд). Если 𝜃 > 1 – не целое число, то почти для всех имеет
место соотношение

𝜎 (𝑡) =
1

𝜏

∞∑︁
𝑖=1

min (𝑡, 𝑡𝑖)

𝜃𝑖−1
,

где функция 𝜓 (𝑥) и числа 𝜏, 𝑡1, 𝑡2, . . . определены выше.

В контексте нашей задачи представляет интерес частный случай, в котором 𝜃 удовлетво-
ряет уравнению

1 =
1

𝜃
+

1

𝜃2
+

1

𝜃3
.

В соответствии с рекуррентными соотношениями (1), найдем числа 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, . . . и константу 𝜏 .
Они выражаются через корень 𝜃:

𝑡𝑚 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4−𝑚∑︁
𝑖=1

1

𝜃𝑖
, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 3,

0, 𝑚 > 3,

, 𝜏 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖
𝜃𝑖−1

=
3

𝜃3
+

2

𝜃2
+

1

𝜃
.

Подставляя найденные значения 𝑡𝑚 и 𝜏 в теорему Гельфонда, получаем явный вид закона
распределения 𝑥𝑛 (𝛼):

𝜎 (𝑡) =

{︃
1
𝜏

∑︀3
𝑙=1

𝑡
𝜃𝑙−1 𝑡 ∈ [0, 𝑡3]

1
𝜏

(︁∑︀𝑚
𝑙=1

𝑡
𝜃𝑙−1 +

∑︀3
𝑙=𝑚+1

𝑡𝑙
𝜃𝑙−1

)︁
𝑡 ∈ [𝑡𝑚+1, 𝑡𝑚]

(3)

где 𝑚 = 1, 2 .

Для того чтобы проиллюстрировать это распределения построим график:
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1
𝜃

1
𝜃 + 1

𝜃2
1

1

𝑡

𝜎(𝑡)

2.3. Последовательности без трех подряд идущих единиц и система счисле-
ния

Лемма 1. Разложение по основанию 𝜃, удовлетворяющему уравнению 1 = 1
𝜃 + 1

𝜃2
+ 1

𝜃3
,

обладает следующим свойством: для почти всех 𝛼 ∈ [0, 1) соответствующая ему последо-
вательность {𝜆𝑖}, полученная из (2), не содержит трёх подряд идущих единиц.

Доказательство. Доказательство выполним от противного, пусть в последовательности
{𝜆𝑖} есть три единицы подряд. Тогда в разложении числа 𝛼 по основанию 𝜃 найдутся подряд
идущие слагаемые

1

𝜃𝑙
+

1

𝜃𝑙+1
+

1

𝜃𝑙+2
=

1

𝜃𝑙−1
. (4)

Сопоставив два разложения 𝛼 с остаточными членами 𝑥𝑙−1 (𝛼) и 𝑥𝑙+3 (𝛼), получим равенство

𝑆 +
𝑥𝑙−1 (𝛼)

𝜃𝑙−2
= 𝑆 +

𝜆𝑙−1

𝜃𝑙−1
+

(︂
1

𝜃𝑙
+

1

𝜃𝑙+1
+

1

𝜃𝑙+2

)︂
+
𝑥𝑙+3 (𝛼)

𝜃𝑙+2
,

где 𝑆 – совпадающая часть разложений до позиции 𝑙 − 1. Откуда

𝑥𝑙−1 (𝛼)

𝜃𝑙−2
=
𝜆𝑙−1

𝜃𝑙−1
+

1

𝜃𝑙−1
+
𝑥𝑙+3 (𝛼)

𝜃𝑙+2
⇒ [𝜃𝑥𝑙−1 (𝛼)] = 𝜆𝑙−1 + 1 ,

что противоречит определению 𝜆𝑙−1 = [𝜃𝑥𝑙−1]. 2 Таким образом наше ограничение на последо-
вательности в виде количества подряд идущих единиц, оказывается встроенным в структуру
разложения числа 𝛼 ∈ [0, 1) по основанию 𝜃.

3. Цепь Маркова

3.1. Марковская модель для распределения А. О. Гельфонда

Проанализируем структуру полученного распределения 𝜎 (𝑡) заданного формулой (3). За-
метим, что функция распределения имеет изломы в точках 1

𝜃 ,
1
𝜃 + 1

𝜃2
. Они разбивают отрезок

[0, 1] на интервалы [0, 1𝜃 ), [1𝜃 ,
1
𝜃 + 1

𝜃2
) и [1𝜃 + 1

𝜃2
, 1). Последовательность {𝜆𝑖} для числа 𝛼 из

интервалов:

� [0, 1𝜃 ) начинается на 0

� [1𝜃 ,
1
𝜃 + 1

𝜃2
) начинается на 10

� [1𝜃 + 1
𝜃2
, 1) начинается на 110
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Таким образом для каждого 𝑚 = 0, 1, 2 установлено взаимно однозначное соответствие
между:

� Ровно 𝑚 единиц в начале последовательности {𝜆𝑖} в разложении А. О. Гельфонда

� Состояние 𝐶𝑚 в цепи Маркова

3.2. Стационарный режим и энтропия

Исследуем стационарное распределение и энтропийные характеристики цепи Маркова, с
заданной матрицей переходных вероятностей :

P =

⎛⎝ 1− 𝛼1 𝛼1 0
1− 𝛼2 0 𝛼2

1 0 0

⎞⎠
Известно [2], что стационарное распределение 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, 𝜋3) удовлетворяет системе урав-

нений, которую для нашей цепи можно записать в матричном виде как{︃
𝜋P = 𝜋,∑︀3

𝑖=1 𝜋𝑖 = 1.
(5)

Её решение имеет вид: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜋1 = 1

1+𝛼1+𝛼1𝛼2
,

𝜋2 = 𝛼1
1+𝛼1+𝛼1𝛼2

,

𝜋3 = 𝛼1𝛼2
1+𝛼1+𝛼1𝛼2

.

(6)

Таким образом, стационарное распределение существует и единственно для всех значениях
𝛼1, 𝛼2 ∈ (0, 1), что также следует из эргодичности цепи, обусловленной возможностью попасть
из любого состояния в любое другое за конечное число шагов.

Энтропия цепи Маркова [3] с матрицей переходных вероятностей (𝑝𝑖𝑗) и стационарным
распределением (𝜋1, 𝜋2, 𝜋3) определяется формулой:

𝐻 = −
3∑︁

𝑖=1

3∑︁
𝑗=1

𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 ln (𝑝𝑖𝑗) .

После подстановки 𝑝𝑖𝑗 из матрицы P энтропия цепи принимает вид:

𝐻(𝛼1, 𝛼2) = −
2∑︁

𝑖=1

𝜋𝑖 [(1− 𝛼𝑖) ln(1− 𝛼𝑖) + 𝛼𝑖 ln𝛼𝑖] .

Энтропия цепи Маркова из теоремы 1 будет равна

𝐻(𝛼1, 𝛼2) = ln 𝜃 .

3.3. Максимизация энтропии

Установленное взаимно однозначное соответствие подсказывает нам вид стационарного
распределения 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, 𝜋3) для цепи Маркова с максимальной энтропией.

А именно, естественно предположить, что для значений 𝜎(𝑡𝑚) имеет место следующее
представление:
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{︁
𝜎(𝑡𝑚) =

∑︀4−𝑚
𝑙=1 𝜋𝑙 , 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 3 . (7)

Из (3) и (7) найдем явный вид распределения 𝜋

𝜎 (𝑡) =

{︃
𝜋1
𝑡3
𝑡 𝑡 ∈ [0, 𝑡3]
𝜋4−𝑚

𝑡𝑚−𝑡𝑚+1
𝑡+ 𝑡𝑚+1

𝑡𝑚−𝑡𝑚+1
𝜋4−𝑚 +

∑︀3−𝑚
𝑙=1 𝜋𝑙 𝑡 ∈ [𝑡𝑚+1, 𝑡𝑚]

(8)

где 𝑚 = 1, 2 .
Сопоставляя коэффициенты при 𝑡 в (3) и (8), получим связь между значениями стацио-

нарного распределения цепи Маркова и числами 𝑡𝑚 из закона распределения А. О. Гельфонда
в виде следующих соотношений: {︁

𝜋𝑚 = 1−𝑡5−𝑚

𝜏 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 3 (9)

Для полноты картины остается найти параметры 𝛼1, 𝛼2, определяющие матрицу пере-
ходных вероятностей P, через числа 𝑡𝑚 из закона распределения А. О. Гельфонда и через
действительный корень 𝜃 уравнения, подобного уравнению для чисел Фибоначчи [6]. Из пред-
ставлений (6) и (9) получаем явные формулы:{︃

𝛼1 = 1− 𝑡3 = 𝜃−1
𝜃

𝛼2 = 1−𝑡2
1−𝑡3

= 1
𝜃+1

4. Заключение

В работе решена задача о нахождении стационарной цепи Маркова с максимальной энтро-
пией на множестве бинарных последовательностей без трёх подряд идущих единиц. Установ-
лена связь этой задачи с системой счисления А. О. Гельфонда с основанием 𝜃, являющимся
корнем уравнения 1 = 𝜃−1 + 𝜃−2 + 𝜃−3. Данная связь позволяет находить стационарное рас-
пределение цепи Маркова через теорему А. О. Гельфонда, и наоборот.

Полученные результаты допускают естественное обобщение на случай запрета последова-
тельности из 𝑘 единиц (при 𝑘 = 2 см. [6]). В этом случае параметры экстремальной цепи
Маркова будут выражаться через корень 1 < 𝜃 < 2 уравнения

1 =
1

𝜃
+

1

𝜃2
+ · · ·+ 1

𝜃𝑘
,

а максимальная энтропия будет равна ln 𝜃. Другим направлением дальнейших исследований
является изучение цепей Маркова с максимальной энтропией , где запрещены конкретные
комбинации подряд идущих символов.
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