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Аннотация

В статье рассматривается задача нахождения количества натуральных чисел, не пре-
восходящих наперед заданного 𝑛, удовлетворяющих некоторым условиям на функцию
𝜈(𝑚) – количество простых делителей числа 𝑚. Данная работа обобщает результат
М. В. Левека, который рассматривал значения функции 𝜈 в соседних точках натураль-
ного ряда. В статье же значения данной функции рассматриваются в соседних точках
арифметической прогрессии. Решение опирается на взаимную простоту и следующую из
этого «статистическую независимость» простых делителей соседних членов арифметиче-
ской прогрессии.
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Abstract

In paper we consider the problem of finding the number of natural numbers that do not
exceed a given 𝑛, satisfying certain conditions for the function 𝜈(𝑚) – the number of prime
divisors of 𝑚. This work summarizes the result of M. V. Leveque, who considered the values
of the function 𝜈 at consecutive terms of the natural series. In contrast, the present article
examines the behavior of this function at consecutive points of an arithmetic progression. The
solution relies on coprimality and the resulting statistical independence of the prime divisors of
neighboring terms in the arithmetic progression.
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1. Введение

Первые результаты, связанные с законом повторного логарифма, были получены в рамках
симметричной схемы Бернулли с нулевым математическим ожиданием и дисперсией, равной

1: 𝑃 (𝑋𝑖 = −1) = 𝑃 (𝑋𝑖 = 1) =
1

2
,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ([1]). Обозначим 𝑆𝑛 = 𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛.

В 1913 году Ф. Хаусдорф доказал, что |𝑆𝑛| = 𝑂(𝑛
1
2
+𝜀) п.н. для любого 𝜀 > 0.

В 1914 году Г. Х. Харди и Дж. Литтлвуд получили более точную оценку, согласно которой
|𝑆𝑛| = 𝑂(

√
𝑛 ln𝑛) п.н.

В 1923 году А. Я. Хинчин показал, что |𝑆𝑛| = 𝑂(
√
𝑛 ln ln𝑛) п.н.

Годом позже он уточнил данный результат и получил закон повторного логарифма, а
именно:

lim sup
𝑛→∞

|𝑆𝑛|√
2𝑛 ln ln𝑛

= 1 п.н.

Пусть 𝑝 обозначает простое число, 𝑚 и 𝑛 – натуральные числа, 𝜔, 𝜔1, 𝜔2 – действительные
числа.

Обозначим 𝐷(𝜔) =
1√
2𝜋

𝜔∫︀
−∞

𝑒−
𝑥2

2 𝑑𝑥.

Рассмотрим функцию количества простых делителей числа: 𝜈(𝑚) =
∑︀
𝑝|𝑚

1.

В 1917 году Г. Х. Харди и С. Рамануджан ([2]) получили результат, похожий на закон по-
вторного логарифма для функции 𝜈(𝑚), согласно которому если 𝑓(𝑛) – действительнозначная
функция, стремящаяся к бесконечности при 𝑛→∞, то количество чисел 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что

ln ln𝑛− 𝑓(𝑛)
√

ln ln𝑛 < 𝜈(𝑚) < ln ln𝑛+ 𝑓(𝑛)
√

ln ln𝑛,

равно 𝑛+ 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞.
В 1940 году П. Эрдёш и М. Кац ([3]) обобщили данный результат, доказав, что количество

чисел 𝑚 ⩽ 𝑛, удовлетворяющих условию

𝜈(𝑚) < ln ln𝑛+ 𝜔
√

2 ln ln𝑛,

равно 𝑛𝐷(𝜔) + 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞.
В. М. Левек в работе [4] рассмотрел систему неравенств на функцию 𝜈 и доказал, что

количество 𝑚 ⩽ 𝑛, удовлетворяющих условию{︃
𝜈(𝑚) < ln ln𝑛+ 𝜔1

√
ln ln𝑛

𝜈(𝑚+ 1) < ln ln𝑛+ 𝜔2

√
ln ln𝑛

,

равно 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞.
Мы будем рассматривать функцию количества простых делителей в точках вида 𝑚𝑞 + 1:

𝜈(𝑚𝑞 + 1) =
∑︁

𝑝|𝑚𝑞+1

1,

где 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность, принимающая натуральные значения.
Основным результатом данной работы являются следующие теоремы:
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Теорема 1. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 , ∀𝑛.

Тогда количество 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются неравенства{︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1) < ln ln𝑛+ 𝜔1

√
ln ln𝑛

𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < ln ln𝑛+ 𝜔2

√
ln ln𝑛

равно 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞.

Теорема 2. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 , ∀𝑛.

Пусть 𝑡𝑛(𝜔) = |{𝑚 ⩽ 𝑛 : 𝜈(𝑚𝑞 + 1) < 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) + 𝜔
√

2 ln ln𝑛}|. Тогда

𝑡𝑛(𝜔) = 𝑛𝐷(𝜔) + 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞,

откуда следует, что

𝑃

(︂
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)√

2 ln ln𝑛
< 𝑥

)︂
→ 1√

2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 = 𝐷(𝑥), 𝑛→∞,

где 𝑃 (𝑓(𝑚) < 𝑥) =
|{𝑚 ⩽ 𝑛 : 𝑓(𝑚) < 𝑥}|

𝑛
.

2. Вспомогательные утверждения

Пусть 𝑓(𝑚) – аддитивная функция, т.е. 𝑓(𝑚𝑛) = 𝑓(𝑚) + 𝑓(𝑛), если (𝑚,𝑛) = 1. Если при
этом 𝑓(𝑝𝑛) = 𝑓(𝑝), то такая функция называется сильно аддитивной.

Если 𝑓(𝑚) – сильно аддитивная функция, то 𝑓(𝑚) =
∑︀
𝑝|𝑚

𝑓(𝑝).

Назовем функции 𝑓1(𝑚), 𝑓2(𝑚), . . . , 𝑓𝑘(𝑚) статистически независимыми, если

𝑀

{︂
𝑒
𝑖

𝑘∑︀
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑚)
}︂

=

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑀{𝑒𝑖𝑓𝑗(𝑚)},

где 𝑀{𝑡(𝑚)} = lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑚=1

𝑡(𝑚)

𝑛
.

Нам потребуется следующая

Теорема 3. Пусть 𝑓 – сильно аддитивная функция такая, что |𝑓(𝑝)| ⩽ 1 для всех
простых 𝑝. Пусть 𝜔1, 𝜔2 ∈ R, 𝑞 = 𝑞(𝑛) – член некоторой последовательности, принимающей
натуральные значения с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 ∀𝑛.

Обозначим

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓(𝑝)

𝑝
, 𝐵𝑛 =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓2(𝑝)

𝑝
,



224 Э. В. Тищенко

причем 𝐵𝑛 →∞ при 𝑛→∞.
Пусть 𝑁(𝑛) – количество натуральных чисел 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются условия{︃

𝑓(𝑚𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔1𝐵𝑛

𝑓((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔2𝐵𝑛

. (1)

Тогда 𝑁(𝑛) = 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛).

Чтобы доказать теорему 3, нам потребуется сначала доказать предварительные леммы.

Лемма 1. Пусть 𝑓(𝑝) – сильно аддитивная функция, 𝑓 𝑞𝑙 (𝑚) =
∑︀

𝑝|𝑚𝑞+1, 𝑝⩽𝑙

𝑓(𝑝), |𝑓(𝑝)| ⩽ 1.

Обозначим

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓(𝑝)

𝑝
, 𝐵𝑛 =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓2(𝑝)

𝑝
,

причем 𝐵𝑛 →∞ при 𝑛→∞.
Пусть 𝑁(𝑙, 𝑛) – количество натуральных чисел 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются условия{︃

𝑓 𝑞𝑙 (𝑚) < 𝐴𝑙 + 𝜔1𝐵𝑙

𝑓 𝑞𝑙 (𝑚+ 1) < 𝐴𝑙 + 𝜔2𝐵𝑙

. (2)

Обозначим 𝛿𝑙 = lim
𝑛→∞

𝑁(𝑙, 𝑛)

𝑛
– плотность натуральных чисел 𝑚, удовлетворяющих усло-

вию (2). Тогда
lim
𝑙→∞

𝛿𝑙 = 𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2).

Доказательство. Пусть

𝜌𝑞𝑝(𝑚) =

{︃
𝑓(𝑝), если 𝑝 | 𝑚𝑞 + 1,

0, если 𝑝 ∤ 𝑚𝑞 + 1.

Тогда 𝑓 𝑞𝑙 (𝑚) переписывается в следующем виде:

𝑓 𝑞𝑙 (𝑚) =
∑︁
𝑝⩽𝑙

𝜌𝑞𝑝(𝑚).

1. Докажем, что функции 𝑎𝜌𝑞𝑝(𝑚) + 𝑏𝜌𝑞𝑝(𝑚 + 1), где 𝑎, 𝑏 – произвольные фиксированные
константы, не равные одновременно 0, статистически независимы. Для этого достаточно
доказать, что

𝑀

{︂
𝑒
𝑖
∑︀
𝑝∈𝑃

(𝑎𝜌𝑞𝑝(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝(𝑚+1))
}︂

=
∏︁
𝑝∈𝑃

𝑀{𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝(𝑚+1))},

где 𝑀{𝑡(𝑚)} = lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑚=1

𝑡(𝑚)

𝑛
, 𝑃 – произвольное множество, состоящее из простых чисел,

меньших 𝑙.
Докажем данное утверждение для случая, когда 𝑃 состоит из двух простых чисел 𝑝1 и 𝑝2.

Для других случаев доказательство аналогично. Таким образом, докажем, что

𝑀

{︂
𝑒𝑖(𝑎𝜌

𝑞
𝑝1

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝1 (𝑚+1)+𝑎𝜌𝑞𝑝2 (𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝2 (𝑚+1))

}︂
=

= 𝑀{𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝1

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝1 (𝑚+1))}𝑀{𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝2

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝2 (𝑚+1))}. (3)
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Заметим, что

𝑒𝑖𝑎𝜌
𝑞
𝑝1

(𝑚) = 1 +
𝑒𝑖𝑎𝛼 − 1

𝛼
𝜌𝑞𝑝1(𝑚), где 𝛼 = 𝑓(𝑝1) ̸= 0.

Действительно, если 𝑝 | 𝑚𝑞 + 1, то получаем 𝑒𝑖𝑎𝑓(𝑝1) = 1 +
𝑒𝑖𝑎𝑓(𝑝1) − 1

𝑓(𝑝1)
𝑓(𝑝1) – верное равен-

ство; если 𝑝 ∤ 𝑚𝑞 + 1, то 𝑒0 = 1 + 0 – тоже верное равенство.
Аналогично

𝑒𝑖𝑎𝜌
𝑞
𝑝2

(𝑚) = 1 +
𝑒𝑖𝑎𝛽 − 1

𝛽
𝜌𝑞𝑝2(𝑚), где 𝛽 = 𝑓(𝑝2) ̸= 0.

Обозначим 𝒜𝑝1 =
𝑒𝑖𝑎𝛼 − 1

𝛼
, 𝒜𝑝2 =

𝑒𝑖𝑎𝛽 − 1

𝛽
, ℬ𝑝1 =

𝑒𝑖𝑏𝛼 − 1

𝛼
, ℬ𝑝2 =

𝑒𝑖𝑏𝛽 − 1

𝛽
. Тогда левая

часть (3) переписывается в следующем виде:

𝑀

{︂
𝑒𝑖(𝑎𝜌

𝑞
𝑝1

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝1 (𝑚+1)+𝑎𝜌𝑞𝑝2 (𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝2 (𝑚+1))

}︂
=

= 𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))}. (4)

Заметим, что 𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚) · 𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚+ 1) = 0. Действительно,

𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚) · 𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚+ 1) =

{︃
𝑓(𝑝𝑖) · 𝑓(𝑝𝑖), если 𝑝 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑝 | (𝑚+ 1)𝑞 + 1,

0, иначе.

Если 𝑝 | 𝑚𝑞+1, 𝑝 | (𝑚+1)𝑞+1, то 𝑝 | 𝑚𝑞+1 и 𝑝 | 𝑞. Отсюда следует, что 𝑝 | 1 – противоречие.
Следовательно, произведение в левой части (4) можно представить следующим образом:

(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1)) =

= 1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚) + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1) +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚) + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1)+

+𝒜𝑝1𝒜𝑝2𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚)𝜌𝑞𝑝2(𝑚) + ℬ𝑝1ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1)𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1)+

+𝒜𝑝1ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝1(𝑚)𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1) +𝒜𝑝2ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝2(𝑚)𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1). (5)

Применим оператор 𝑀 к слагаемым в правой части последнего равенства, получим:

1)𝑀{𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚))} = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚)

𝑛
= lim

𝑛→∞

1

𝑛
𝑓(𝑝𝑖) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃ 𝑚 ∈ N :

1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛,
𝑝𝑖 | 𝑚𝑞 + 1

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑝𝑖)

𝑝𝑖
, 𝑝𝑖 ∤ 𝑞

0, 𝑝𝑖 | 𝑞
.

Действительно, количество 𝑚 ∈ N,𝑚 ⩽ 𝑛, 𝑝𝑖 | 𝑚𝑞 + 1 совпадает с количеством решений
сравнения 𝑚𝑞 ≡ −1 (mod 𝑝𝑖), 𝑚 ⩽ 𝑛. Это сравнение разрешимо тогда и только тогда, когда
(𝑝𝑖, 𝑞) | −1, то есть 𝑝𝑖 и 𝑞 взаимно просты (т.е. 𝑝𝑖 ∤ 𝑞). В таком случае существует единственное
решение 𝑚0 : 0 < 𝑚0 ⩽ 𝑝𝑖− 1, а все другие решения представимы в виде 𝑚0 + 𝑡𝑝𝑖. Количество

таких решений, меньших 𝑛, равно 1 +

[︃
𝑛−𝑚0

𝑝𝑖

]︃
, откуда следует равенство выше.

Если же 𝑝𝑖 и 𝑞 не взаимно просты, то решений сравнения не существует и предел равен 0.

2)𝑀{𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚+ 1))} =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑝𝑖)

𝑝𝑖
, 𝑝𝑖 ∤ 𝑞

0, 𝑝𝑖 | 𝑞
аналогично.
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3)𝑀{𝜌𝑞𝑝1(𝑚)𝜌𝑞𝑝2(𝑚)} = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜌𝑞𝑝1(𝑚)𝜌𝑞𝑝2(𝑚)

𝑛
=

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑓(𝑝1)𝑓(𝑝2) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃

𝑚 ∈ N : 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛,
𝑝1 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑝2 | 𝑚𝑞 + 1

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑝1)𝑓(𝑝2)

𝑝1𝑝2
, 𝑝1, 𝑝2 ∤ 𝑞,

0, иначе
.

Действительно, количество 𝑚 ∈ N,𝑚 ⩽ 𝑛, 𝑝𝑖 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑖 = 1, 2, совпадает с количеством

решений системы сравнений

{︃
𝑚𝑞 ≡ −1 (mod 𝑝1)

𝑚𝑞 ≡ −1 (mod 𝑝2)
при 𝑚 ⩽ 𝑛. Каждое из этих сравнений

разрешимо тогда и только тогда, когда (𝑝𝑖, 𝑞) | −1, то есть 𝑝𝑖 ∤ 𝑞. В таком случае 𝑞 обратимо в

кольцах Z𝑝1 , Z𝑝2 и исходная система сравнений равносильна системе

{︃
𝑚 ≡ 𝑟1 (mod 𝑝1)

𝑚 ≡ 𝑟2 (mod 𝑝2)
.

По китайской теореме об остатках у данной системы существует единственное решение
𝑚0 : 0 < 𝑚0 ⩽ 𝑝1𝑝2 − 1, а все другие решения представимы в виде 𝑚0 + 𝑡𝑝1𝑝2. Количество

таких решений, меньших 𝑛, равно 1 +

[︃
𝑛−𝑚0

𝑝1𝑝2

]︃
, откуда следует равенство выше.

Если же 𝑝𝑖 и 𝑞 для некоторого 𝑖 не взаимно просты, то решений системы не существует и
предел равен 0.

4)𝑀{𝜌𝑝𝑝1(𝑚+ 1)𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1)} =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑝1)𝑓(𝑝2)

𝑝1𝑝2
, 𝑝1, 𝑝2 ∤ 𝑞,

0, иначе
аналогично.

5)𝑀{𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚)𝜌𝑞𝑝𝑗 (𝑚+ 1)} = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜌𝑞𝑝𝑖(𝑚)𝜌𝑞𝑝𝑗 (𝑚+ 1)

𝑛
=

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑓(𝑝𝑖)𝑓(𝑝𝑗) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃

𝑚 ∈ N : 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛,
𝑝𝑖 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑝𝑗 | (𝑚+ 1)𝑞 + 1

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑝1)𝑓(𝑝2)

𝑝1𝑝2
, 𝑝1, 𝑝2 ∤ 𝑞,

0, иначе

Действительно, количество 𝑚 ∈ N,𝑚 ⩽ 𝑛, 𝑝𝑖 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑝𝑗 | (𝑚 + 1)𝑞 + 1 совпадает с ко-

личеством решений системы сравнений

{︃
𝑚𝑞 ≡ −1 (mod 𝑝1)

(𝑚+ 1)𝑞 ≡ −1 (mod 𝑝2)
при 𝑚 ⩽ 𝑛. Каждое из

этих сравнений разрешимо тогда и только тогда, когда (𝑝𝑖, 𝑞) | −1, то есть 𝑝𝑖 ∤ 𝑞. В таком
случае 𝑞 обратимо в кольцах Z𝑝1 , Z𝑝2 и исходная система сравнений равносильна системе{︃
𝑚 ≡ 𝑟1 (mod 𝑝1)

𝑚+ 1 ≡ 𝑟2 (mod 𝑝2)
⇐⇒

{︃
𝑚 ≡ 𝑟1 (mod 𝑝1)

𝑚 ≡ 𝑟2 − 1 (mod 𝑝2)
. По китайской теореме об остатках

у данной системы существует единственное решение 𝑚0 : 0 < 𝑚0 ⩽ 𝑝1𝑝2 − 1, а все дру-
гие решения представимы в виде 𝑚0 + 𝑡𝑝1𝑝2. Количество таких решений, меньших 𝑛, равно

1 +

[︃
𝑛−𝑚0

𝑝1𝑝2

]︃
, откуда следует равенство выше.

Если же 𝑝𝑖 и 𝑞 для некоторого 𝑖 не взаимно просты, то система не имеет решений и предел
равен 0.

Следовательно, применив оператор 𝑀 к обеим частям равенства (5), получим:
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1) Если 𝑝1, 𝑝2 ∤ 𝑞:

𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))} =

= 1 +𝒜𝑝1

𝛼

𝑝1
+ ℬ𝑝1

𝛼

𝑝1
+𝒜𝑝2

𝛽

𝑝2
+ ℬ𝑝2

𝛽

𝑝2
+

𝛼𝛽

𝑝1𝑝2

(︃
𝒜𝑝1𝒜𝑝2 + ℬ𝑝1ℬ𝑝2 +𝒜𝑝1ℬ𝑝2 +𝒜𝑝2ℬ𝑝1

)︃
=

=

(︃
1 +

𝛼𝒜𝑝1

𝑝1
+
𝛼ℬ𝑝1
𝑝1

)︃(︃
1 +

𝛽𝒜𝑝2

𝑝2
+
𝛽ℬ𝑝2
𝑝2

)︃
.

Правая часть последнего равенства в силу аналогичных рассуждений равна

𝑀{𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝1

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝1 (𝑚+1))} ·𝑀{𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝2

(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝2 (𝑚+1)} =

= 𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))} ·𝑀{(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))},

что и требовалось доказать.
2) Если 𝑝1 | 𝑞, 𝑝2 ∤ 𝑞:

𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))} =

= 1 +𝒜𝑝2

𝛽

𝑝2
+ ℬ𝑝2

𝛽

𝑝2
= 𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌

𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))}⏟  ⏞  

=1

×

×𝑀{(1 +𝒜𝑝2𝜌
𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))},

что и требовалось доказать.
Случай 𝑝1 ∤ 𝑞, 𝑝2 | 𝑞 аналогичен.
3) Если 𝑝1 | 𝑞, 𝑝2 | 𝑞:

𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))} = 1 =

= 𝑀{(1 +𝒜𝑝1𝜌
𝑞
𝑝1(𝑚))(1 + ℬ𝑝1𝜌𝑞𝑝1(𝑚+ 1))} ·𝑀{(1 +𝒜𝑝2𝜌

𝑞
𝑝2(𝑚))(1 + ℬ𝑝2𝜌𝑞𝑝2(𝑚+ 1))},

что и требовалось доказать.
Равенство (3) доказано.
2. Докажем, что

𝑀

{︃
𝑒
𝑖𝜉

𝑓
𝑞
𝑙
(𝑚)−𝐴𝑙
𝐵𝑙

+𝑖𝜂
𝑓
𝑞
𝑙
(𝑚+1)−𝐴𝑙

𝐵𝑙

}︃
→ 𝑒−

𝜉2+𝜂2

2 , 𝑙→∞. (6)

Согласно пункту 1 доказательства

𝑀𝑒𝑖(𝑎𝜌
𝑞
𝑝(𝑚)+𝑏𝜌𝑞𝑝(𝑚+1)) =

⎧⎨⎩1 +
𝛼𝒜𝑝

𝑝
+
𝛼ℬ𝑝
𝑝

= 1 +
𝑒𝑖𝑎𝛼 − 1

𝑝
+
𝑒𝑖𝑏𝛼 − 1

𝑝
, 𝑝 ∤ 𝑞,

1, 𝑝 | 𝑞.
(7)

Преобразуем левую часть (6), пользуясь (7) и статистической независимостью функций
𝑎𝜌𝑞𝑝(𝑚) + 𝑏𝜌𝑞𝑝(𝑚+ 1):
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𝑀

{︃
𝑒
𝑖𝜉

𝑓
𝑞
𝑙
(𝑚)−𝐴𝑙
𝐵𝑙

+𝑖𝜂
𝑓
𝑞
𝑙
(𝑚+1)−𝐴𝑙

𝐵𝑙

}︃
= 𝑒

−𝑖
𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)
𝑀

{︃
𝑒

𝑖
𝐵𝑙

(𝜉𝑓𝑞
𝑙 (𝑚)+𝜂𝑓𝑞

𝑙 (𝑚+1))

}︃
=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)∏︁
𝑝⩽𝑙

𝑀

{︃
𝑒
𝑖
(︀

𝜉
𝐵𝑙

𝜌𝑞𝑝(𝑚)+ 𝜂
𝐵𝑙

𝜌𝑞𝑝(𝑚+1)
)︀}︃

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂) ∏︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

(︃
1 +

𝑒
𝑖𝜉

𝑓(𝑝)
𝐵𝑙 − 1

𝑝
+
𝑒
𝑖𝜂

𝑓(𝑝)
𝐵𝑙 − 1

𝑝

)︃
=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂) ∏︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

(︃
1 +

𝑖𝑓(𝑝)

𝑝𝐵𝑙
(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝑝𝐵2
𝑙

(𝜉2 + 𝜂2)− 𝑖

6

𝑓3(𝑝)

𝑝𝐵3
𝑙

(𝜉3 + 𝜂3) + . . .

)︃
=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)
exp

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑︁

𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

ln

(︃
1 +

𝑖𝑓(𝑝)

𝑝𝐵𝑙
(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝑝𝐵2
𝑙

(𝜉2 + 𝜂2)− 𝑖

6

𝑓3(𝑝)

𝑝𝐵3
𝑙

(𝜉3 + 𝜂3) + . . .⏟  ⏞  
→0 при 𝑙→∞, так как 𝐵𝑙→∞

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
)︃

=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)
exp

{︃ ∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

(︃
𝑖𝑓(𝑝)

𝑝𝐵𝑙
(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝑝𝐵2
𝑙

(𝜉2 + 𝜂2)− 𝑖

6

𝑓3(𝑝)

𝑝𝐵3
𝑙

(𝜉3 + 𝜂3) + . . .

)︃
−

−1

2

(︃
𝑖𝑓(𝑝)

𝑝𝐵𝑙
(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝑝𝐵2
𝑙

(𝜉2 + 𝜂2)− 𝑖

6

𝑓3(𝑝)

𝑝𝐵3
𝑙

(𝜉3 + 𝜂3) + . . .

)︃2

+ . . .

}︃
=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)
exp

{︃
𝑖(𝜉 + 𝜂)

𝐵𝑙

∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

𝑓(𝑝)

𝑝⏟  ⏞  
𝐴𝑙

−1

2

(𝜉2 + 𝜂2)

𝐵2
𝑙

∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

𝑓2(𝑝)

𝑝⏟  ⏞  
𝐵2

𝑙

− 𝑖
6

𝜉3 + 𝜂3

𝐵3
𝑙

∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

𝑓3(𝑝)

𝑝
. . .−

−1

2

∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

1

𝑝2

(︃
𝑖𝑓(𝑝)

𝐵𝑙
(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝐵2
𝑙

(𝜉2 + 𝜂2) + . . .

)︃2

+ . . .

}︃
=

= 𝑒
−𝑖

𝐴𝑙
𝐵𝑙

(𝜉+𝜂)
𝑒

𝑖(𝜉+𝜂)𝐴𝑙
𝐵𝑙⏟  ⏞  

=1

exp

{︃
− 1

2
(𝜉2 + 𝜂2)− 𝑖𝜉

3 + 𝜂3

6
·

∑︀
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

𝑓3(𝑝)

𝑝

𝐵3
𝑙⏟  ⏞  

⩽
𝐵2

𝑙

𝐵3
𝑙

=
1

𝐵𝑙
→0, т.к. |𝑓(𝑝)|⩽1

− . . .−

− 1

2𝐵2
𝑙⏟ ⏞ 

→0

∑︁
𝑝⩽𝑙, 𝑝∤𝑞

1

𝑝2

(︃
𝑖𝑓(𝑝)(𝜉 + 𝜂)− 1

2

𝑓2(𝑝)

𝐵𝑙
(𝜉2 + 𝜂2) + . . .

⏟  ⏞  
)︃2

ограничено

+ . . .

}︃
→ 𝑒−

1
2
(𝜉2+𝜂2), 𝑙→∞.

Отсюда по теореме о непрерывности преобразования Фурье-Стилтьеса (см. [5], с. 105-120)
следует утверждение леммы 1.

Сформулируем предварительные утверждения и теорему, на которую будет опираться до-
казательство леммы 2.

Утверждение 1.

1)
∑︀
𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩽ ln𝑥+

ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
+

3

2
;

2)
∑︀
𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩾ ln𝑥+

ln𝑥

2𝑥
+

3

𝑥
− 3.

Доказательство. 1) Заметим, что
1

𝑥
ln[𝑥]! =

1

𝑥

∑︀
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 =
1

𝑥

∑︀
1<𝑘⩽𝑥

ln
(︁
𝑝
𝛼𝑘1
𝑘1

𝑝
𝛼𝑘2
𝑘2

· . . . · 𝑝𝛼𝑘𝑟
𝑘𝑟

)︁
=
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=
1

𝑥

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

(︃[︃
𝑥

𝑝

]︃
+

[︃
𝑥

𝑝2

]︃
+ . . .

)︃
⩾

1

𝑥

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

[︃
𝑥

𝑝

]︃
=

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
− 1

𝑥

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

{︃
𝑥

𝑝

}︃
. Значит,

∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩽

1

𝑥

∑︁
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 +
1

𝑥

∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

{︃
𝑥

𝑝

}︃
.

Применим формулу суммирования Эйлера∑︁
𝑎<𝑛⩽𝑥

𝑓(𝑛)− 𝜌(𝑥)𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢−
𝑥∫︁

𝑎

𝜌(𝑢)𝑓 ′(𝑢)𝑑𝑢− 𝜌(𝑎)𝑓(𝑎)

к
∑︀

1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘:

∑︁
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 = 𝜌(𝑥) ln𝑥+

𝑥∫︁
1

ln𝑢𝑑𝑢−
𝑥∫︁

1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢− 𝜌(1) ln 1 = 𝜌(𝑥) ln𝑥+

(︃
𝑥 ln𝑥−

𝑥∫︁
1

1𝑑𝑢

)︃
−

−
𝑥∫︁

1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 = 𝑥 ln𝑥− 𝑥+ 𝜌(𝑥) ln𝑥−

𝑥∫︁
1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢+ 1.

Таким образом,

∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩽ ln𝑥−1+

𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
− 1

𝑥

𝑥∫︁
1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢+

1

𝑥
+

1

𝑥

∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

{︃
𝑥

𝑝

}︃
= ln𝑥+

𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
−1+

+
1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

{︃
𝑥

𝑝

}︃
−

𝑥∫︁
1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︃
.

Оценим отдельно последнее слагаемое:

1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

{︃
𝑥

𝑝

}︃
−

𝑥∫︁
1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︃
⩽

1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝−
𝑥∫︁

1

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︃
=

1

𝑥

(︂ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝−

−
∑︁

1⩽𝑘⩽[𝑥]−1

𝑘+1∫︁
𝑘

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢−

𝑥∫︁
[𝑥]

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︂
=

1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝−
∑︁

1⩽𝑘⩽[𝑥]−1

(︃
𝜌(𝑢) ln𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑘+1

𝑘

+

𝑘+1∫︁
𝑘

ln𝑢𝑑𝑢

)︃
−

−
𝑥∫︁

[𝑥]

𝜌(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︃
=

1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝− 𝜌([𝑥]) ln[𝑥]−
[𝑥]∫︁
1

ln𝑢𝑑𝑢− 𝜌(𝑥) ln𝑥+ 𝜌([𝑥])[𝑥]−
𝑥∫︁

[𝑥]

ln𝑢𝑑𝑢

)︃
⩽

⩽
1

𝑥

(︃ ∑︁
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 −
𝑥∫︁

1

ln𝑢𝑑𝑢− 𝜌(𝑥) ln𝑥

)︃
⩽

1

𝑥

(︃ 𝑥+1∫︁
1

ln𝑢𝑑𝑢−
𝑥∫︁

1

ln𝑢𝑑𝑢− 𝜌(𝑥) ln𝑥

)︃
⩽

⩽
ln(𝑥+ 1)− 𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
.

Следовательно,∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩽ ln𝑥+

𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
− 1 +

ln(𝑥+ 1)− 𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
= ln𝑥+

1

𝑥
− 1 +

ln𝑥

𝑥
+

ln
(︀
1 + 1

𝑥

)︀
𝑥

⩽

⩽ ln𝑥+
ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
− 1 + ln 2,
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откуда следует пункт 1) утверждения.

2) Оценим сверху выражение
1

𝑥
ln[𝑥]! =

1

𝑥

∑︀
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 =
1

𝑥

∑︀
1<𝑘⩽𝑥

ln
(︁
𝑝
𝛼𝑘1
𝑘1

𝑝
𝛼𝑘2
𝑘2
· . . . · 𝑝𝛼𝑘𝑟

𝑘𝑟

)︁
=

=
1

𝑥

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

(︃[︃
𝑥

𝑝

]︃
+

[︃
𝑥

𝑝2

]︃
+. . .

)︃
⩽

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

(︃
1

𝑝
+

1

𝑝2
+

1

𝑝3
+. . .

)︃
=

∑︀
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
+
∑︀

1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝2
1

1− 1
𝑝⏟  ⏞  

ln 𝑝

𝑝2 − 𝑝

.

Следовательно, в силу формулы суммирования Эйлера, имеем:

∑︁
1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝
⩾

1

𝑥

∑︁
1<𝑘⩽𝑥

ln 𝑘 −
∑︁

1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝2 − 𝑝
= ln𝑥− 1 +

𝜌(𝑥) ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
− 1

𝑥

𝑥∫︁
1

𝜌(𝑢)𝑑𝑢

𝑢⏟  ⏞  
<ln𝑥, т.к. |𝜌(𝑢)|⩽ 1

2

−

−
∑︁

1<𝑝⩽𝑥

ln 𝑝

𝑝2 − 𝑝
⩾ ln𝑥− 1 +

(𝜌(𝑥)− 1) ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
−
∑︁

1<𝑛⩽𝑥

ln𝑛

𝑛2 − 𝑛⏟  ⏞  
⩾ 1

2
𝑛2 при 𝑛⩾2

⩾ ln𝑥− 1− 3 ln𝑥

2𝑥
+

1

𝑥
−

−
∑︁

1<𝑛⩽𝑥

2 ln𝑛

𝑛2
⩾ ln𝑥−1−3 ln𝑥

2𝑥
+

1

𝑥
−
∑︁

1<𝑛⩽𝑥

2 ln𝑛

𝑛2⏟  ⏞  
↓ при 𝑛>

√
𝑒≈1,65

⩾ ln𝑥−1−3 ln𝑥

2𝑥
+

1

𝑥
−2

𝑥∫︁
1

ln𝑢𝑑

(︃
− 1

𝑢

)︃
=

= ln𝑥− 1− 3 ln𝑥

2𝑥
+

1

𝑥
+ 2

ln𝑥

𝑥
+

2

𝑥
− 2 ⩾ ln𝑥+

ln𝑥

2𝑥
+

3

𝑥
− 3.

Теорема А. ([4])

Пусть выполнены условия:

a) 𝐴,𝑄 – положительные константы.

b) 𝑞1, 𝑞2, . . . 𝑞𝑟 – простые числа, 𝑘 > 0 – целое число, взаимно простое с 𝑞𝑖 для любого
𝑖 = 1, . . . 𝑟;

𝛼𝑖 ∈ N, 0 < 𝛼𝑖 < 𝑞𝑖 при 0 < 𝑖 ⩽ 𝑇 ;

𝑎𝑖𝑗 ∈ Z, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝛼𝑖, при этом в случае 𝑖 ̸= 𝑗 выполнено сравнение
𝑎𝑖𝑗 ̸≡ 𝑎𝑖𝑘 (mod 𝑞𝑖);

𝑓 : Z→ Z – целочисленная функция;

𝑁𝑡(𝑘) =
∑︀
𝑚

1, где суммирование берется по всем целым числам 𝑚 таким, что одновре-

менно выполнено:

1) 𝑚 удовлетворяет некоторому фиксированному условию, не зависящему от

𝑡, 𝑘, 𝑙, 𝑞𝑖, 𝑎𝑖𝑗 , 𝛼𝑖,

2) 𝑓(𝑚) ≡ 𝑙 (mod 𝑘),

3) 𝑓(𝑚) ̸≡ 𝑎𝑖𝑗 (mod 𝑞𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝛼𝑖.

c) 𝑁𝑡(𝑘) ⩾ 0 при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

d) Существуют 𝑋,𝐶 > 0, независящие от 𝑘, такие, что |𝑁0(𝑘) − 𝐹0(𝑘)| < 𝐶 для всех
𝑘, 𝑙, где

𝐹𝑡(𝑘) =
𝑋

𝑘

𝑡∏︁
𝑖=1

(︃
1− 𝛼𝑖

𝑞𝑖

)︃
.

e) 𝑞1 < 𝑞2 < . . . < 𝑞𝑟.

f) 𝑌 ∈ R такое, что 𝑞𝑡 ⩽ 𝑌 для любого 𝑡 ⩽ 𝑇 .

g) Существует 𝜂, 0 < 𝜂 < 1, такое, что для некоторого 𝑥0 выполнены неравенства
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103 ≤ 𝑥0 ⩽ 𝑒(ln𝑌 )𝜂 ,

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑞𝑖⩽𝑥

𝛼𝑖 ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖

−𝑄 ln𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝐴 ln𝑥

(ln ln𝑥)2
для 𝑥 > 𝑥0.

h) Существует 𝑣 ∈ (0, 1) такое, что для всех 𝑖 0 <
𝛼𝑖

𝑞𝑖
⩽ 𝑣 < 1.

i) 0.003𝑒𝑄 ln ln𝑌 ⩾ 2.

j) Существует 𝜔 ∈ R такое, что 𝜔 > 1, 𝑒𝑄 ln𝜔 ⩽
3(1− 𝜂)

2
.

k) Обозначим

𝑍 =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖

𝑞𝑖
; 𝑊 =

36𝐴(1− 𝑣) + 9𝐴𝑄+ 9𝐴2

(1− 𝑣) ln ln𝑌
; 𝑧 =

36𝐴

𝑄 ln𝜔 ln ln𝑌
.

l) 𝑍 ⩽ 4𝑄
ln ln𝑌

3
.

m) 𝑛 – нечетное натуральное число, большее 2.

Тогда:

𝑁𝑡(𝑘) ⩽ 𝐹𝑡(𝑘)

(︃
1− (−1)𝑛

𝑒𝑊+2𝑧+2

√
2𝜋𝑛𝑒𝑛

4− 𝜔𝑄(𝑒𝑄 ln𝜔)2

4

)︃
− (−1)𝑛

𝑋

𝑘

(︃
3𝑍

4𝑄 ln ln𝑌

)︃ 4𝑄𝑒 ln ln𝑌
3

−

− (−1)𝑛𝐶𝑌 𝑛−1+ 2
𝜔−1 𝑒𝑍 . (8)

При этом если в пункте 𝑚) 𝑛 – четное натуральное число, большее 2, то в (8) знак ”⩽”
меняется на ”⩾”.

Пусть Φ(𝑛) – положительная функция, которая стремится к 0 при 𝑛→∞ таким образом,
что

1

Φ(𝑛)
= 𝑜((ln ln𝑛)2)

и также
1

Φ(𝑛)
= 𝑜(𝐵𝑛).

Из первого соотношения следует, что
1

Φ(𝑛)(ln ln𝑛)2
→

𝑛→∞
0, откуда Φ(𝑛) >>

𝑛→∞

1

(ln ln𝑛)2
.

Пусть 𝑛Φ(𝑛) = 𝛼𝑛, 𝑛
(Φ(𝑛))1/2 = 𝛽𝑛; очевидно, что 𝛼𝑛 →∞, 𝛽𝑛 →∞ при 𝑛→∞.

Пусть 𝑎1(𝑛), 𝑎2(𝑛), . . . – целые числа, все простые делители которых меньше, чем 𝛼𝑛, а
𝜓(𝑚,𝑛) =
= max{𝑎𝑖(𝑛) : 𝑎𝑖(𝑛) | 𝑚}. Обозначим через 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑇𝑛 простые числа, меньшие 𝛼𝑛.

Верна следующая лемма:

Лемма 2. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – член некоторой последовательности, принимающей нату-
ральные значения, 𝜙 – функция Эйлера.

Обозначим 𝑁(𝑛, 𝑞) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝑚 ∈ N :

𝑚 ⩽ 𝑛,
𝜓(𝑚𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝜅(𝑛),
𝜓((𝑚+ 1)𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝜆(𝑛),
где 𝑎𝜅, 𝑎𝜆 ⩽ 𝛽𝑛

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒.
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Тогда 𝑁(𝑛, 𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если (𝑎𝜅, 𝑎𝜆) > 1 или 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆,
𝑛𝑞

4𝜙(𝑎𝜅𝑎𝜆)

𝑇𝑛∏︀
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃ ∏︀
2⩽𝑖⩽𝑇𝑛,𝑞𝑖|𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖(𝑞𝑖 − 2)

)︃
×

×
∏︀

2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
(1 + 𝑜(1)), иначе.

Доказательство. Пусть 𝑛 – фиксированное натуральное число. Рассмотрим сначала
случай, когда 𝑞 = 𝑞(𝑛) – нечетное натуральное число.

1) Пусть (𝑎𝜅, 𝑎𝜆) > 1 или 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆.
Из условия 𝜓(𝑚𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝜅(𝑛) следует, что 𝑎𝜅 | 𝑚𝑞 + 1. Аналогично 𝑎𝜆 | (𝑚+ 1)𝑞 + 1.

Если (𝑎𝜅, 𝑎𝜆) = 𝑑 > 1, то 𝑑 | 𝑚𝑞 + 1, 𝑑 | (𝑚+ 1)𝑞 + 1. Тогда 𝑑 | 𝑞 и 𝑑 | 1. Противоречие.
Если 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆, то 𝑎𝜅, 𝑎𝜆 – нечетные числа. Так как 𝑞 – нечетное по предположению,

то среди чисел 𝑚𝑞 + 1, (𝑚 + 1)𝑞 + 1 есть четное число. Без ограничения общности, пусть

𝑚𝑞 + 1 – четное. Тогда 𝑚𝑞 + 1 = 2𝑘13𝑘2 . . . 𝑞
𝑘𝑇𝑁
𝑇𝑛⏟  ⏞  

∈{𝑎𝑖(𝑛)}, т.к. все 𝑞𝑖<𝛼𝑛

· 𝑝𝑟11 . . . 𝑝𝑟𝑠𝑠 = 𝑎𝛾0(𝑛) · 𝑝𝑟11 . . . 𝑝𝑟𝑠𝑠 . 𝑎𝛾0(𝑛) де-

лит 𝑚𝑞 + 1, при этом это максимальное 𝑎𝑖(𝑛), обладающее этим свойством. Следовательно,

𝑎𝜅 = 𝑎𝛾0 = 2𝑘13𝑘2 . . . 𝑞
𝑘𝑇𝑁
𝑇𝑛

, при этом 𝑘1 > 0 по предположению. Получаем противоречие с
нечетностью 𝑎𝜅.

Следовательно, 𝑁(𝑛, 𝑞) = 0, если (𝑎𝜅, 𝑎𝜆) > 1 или 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆.

Замечание 9. Заметим, что если 𝑞 – четное, то 𝑁(𝑛, 𝑞) ̸= 0, вообще говоря, если
(𝑎𝜅, 𝑎𝜆) > 1 или 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆.

Действительно, если 𝑞 – четное, то и 𝑚𝑞 + 1, и (𝑚 + 1)𝑞 + 1 – оба нечетные, поэтому
прийти к противоречию тем же способом нельзя.

2) Пусть (𝑎𝜅, 𝑎𝜆) = 1, 2 | 𝑎𝜅𝑎𝜆.

Условие

{︃
𝑎𝜅 | 𝑚𝑞 + 1

𝑎𝜆 | (𝑚+ 1)𝑞 + 1
равносильно

{︃
𝑚𝑞 + 1 = 𝑅𝑎𝜅

(𝑚+ 1)𝑞 + 1 = 𝑆𝑎𝜆
, где у 𝑅 и 𝑆 все простые

делители ⩾ 𝛼𝑛 по определению функции 𝜓.

Отсюда следует, что 𝑅𝑎𝜅 + 𝑞 = (𝑚 + 1)𝑞 + 1 = 𝑆𝑎𝜆 ≡ 0 (mod 𝑎𝜆), то есть 𝑅𝑎𝜅 ≡ −𝑞
(mod 𝑎𝜆). Последнее сравнение разрешимо тогда и только тогда, когда (𝑅, 𝑎𝜆) = 1 | −𝑞, что
верно. Следовательно, существует единственное решение сравнения 0 < 𝑟0 < 𝑎𝜆 такое, что

𝑟0𝑎𝜅 ≡ −𝑞 (mod 𝑎𝜆). В частности, отсюда получаем, что
𝑟0𝑎𝜅 + 𝑞

𝑎𝜆
=: 𝑏0 ∈ Z.

Все решения сравнения 𝑅𝑎𝜅 ≡ −𝑞 (mod 𝑎𝜆) представимы в виде 𝑅 = 𝑟0 + 𝑔𝑎𝜆, 𝑔 ∈ Z. При

этом 𝑆 =
𝑅𝑎𝜅 + 𝑞

𝑎𝜆
=
𝑟0𝑎𝜅 + 𝑞

𝑎𝜆
+ 𝑔𝑎𝜅 = 𝑏0 + 𝑔𝑎𝜅.

Таким образом, нам достаточно найти количество возможных 𝑅 = 𝑟0 + 𝑔𝑎𝜆 ̸≡ 0 (mod 𝑞𝑖),
с условием, что 𝑆 = 𝑏0 + 𝑔𝑎𝜅 ̸≡ 0 (mod 𝑞𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛.

Рассмотрим подробнее систему сравнений:{︃
𝑟0 + 𝑔𝑎𝜆 ̸≡ 0 (mod 𝑞𝑖)

𝑏0 + 𝑔𝑎𝜅 ̸≡ 0 (mod 𝑞𝑖)
⇐⇒

{︃
𝑔𝑎𝜆 ̸≡ −𝑟0 (mod 𝑞𝑖)

𝑔𝑎𝜅 ̸≡ −𝑏0 (mod 𝑞𝑖)
.

а) Если 𝑞𝑖 | 𝑎𝜆, то 𝑔𝑎𝜆 ≡ 0 ̸≡ −𝑟0 (mod 𝑞𝑖), так как 𝑟0 = 𝑅⏟ ⏞ 
̸ ..

.

𝑞𝑖

− 𝑔𝑎𝜆⏟ ⏞ 

..
.

𝑞𝑖

̸≡ 0 (mod 𝑞𝑖). Первое

сравнение в системе выше выполнено.
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б) Если 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅, то 𝑔𝑎𝜅 ≡ 0 ̸≡ −𝑏0 (mod 𝑞𝑖) аналогично. Второе сравнение в системе выше
выполнено.

в) Если 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜆, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅, то получаем

{︃
𝑔𝑎𝜆 ̸≡ −𝑟0 (mod 𝑞𝑖)

𝑔𝑎𝜅 ̸≡ −𝑏0 (mod 𝑞𝑖)
⇐⇒

{︃
𝑔 ̸≡ 𝑒𝑖 (mod 𝑞𝑖)

𝑔 ̸≡ 𝑓𝑖 (mod 𝑞𝑖)
, так

как 𝑎𝜆, 𝑎𝜅 – обратимые элементы по модулю 𝑞𝑖.

Рассмотрим, может ли 𝑒𝑖 быть сравнимо с 𝑓𝑖 по модулю 𝑞𝑖.

� Предположим, что 𝑞𝑖 ∤ 𝑞 и 𝑒𝑖 ≡ 𝑓𝑖 (mod 𝑞𝑖). Тогда 𝑒𝑖 = −𝑟0 · (𝑎𝜆)−1 ≡ −𝑏0(𝑎𝜅)−1 = 𝑓𝑖
(mod 𝑞𝑖). Обозначим 𝑔

′ = −𝑟0(𝑎𝜆)−1 ≡ −𝑏0(𝑎𝜅)−1. Тогда 𝑔′ является решением следующей

системы сравнений:

{︃
𝑔′𝑎𝜆 ≡ −𝑟0
𝑔′𝑎𝜅 ≡ −𝑏0

=⇒ 𝑔′𝑎𝜅 ≡ −
𝑟0𝑎𝜅 + 𝑞

𝑎𝜆⏟  ⏞  
=𝑏0

=⇒ 𝑔′𝑎𝜆⏟ ⏞ 
≡−𝑟0

𝑎𝜅 ≡ −𝑟𝑜𝑎𝜅 + 𝑞 =⇒

=⇒ 𝑞 ≡ 0 (mod 𝑞𝑖). Противоречие с предположением 𝑞𝑖 ∤ 𝑞.

� Пусть теперь 𝑞𝑖 | 𝑞. 𝑒𝑖 = −𝑟0(𝑎𝜆)−1, 𝑓𝑖 = −𝑏0(𝑎𝜅)−1. Так как 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆 имеем:

𝑒𝑖 ≡ 𝑓𝑖 ⇔ 𝑟0(𝑎𝜆)−1 ≡ 𝑏0(𝑎𝜅)−1 ⇔ (𝑟0(𝑎𝜆)−1 − 𝑏0(𝑎𝜅)−1)𝑎𝜆𝑎𝜅 ≡ 0⇔ 𝑟0𝑎𝜅 ≡ 𝑏0𝑎𝜆 =

=
𝑟0𝑎𝜅 + 𝑞

𝑎𝜆
𝑎𝜆 ⇔ 𝑞 ≡ 0 – верное сравнение. Значит, если 𝑞𝑖 | 𝑞, то 𝑒𝑖 ≡ 𝑓𝑖 (mod 𝑞𝑖).

Таким образом, нам необходимо и достаточно найти количество целых 𝑔 таких, что

а) 0 < 𝑔 <
𝑛𝑞 + 1− 𝑎𝜅𝑟0

𝑎𝜅𝑎𝜆
.

Действительно, 𝑚𝑞+ 1 = 𝑅𝑎𝜅 = (𝑟0 + 𝑔𝑎𝜆)𝑎𝜅 ⩽ 𝑛𝑞+ 1, следовательно, 0 < 𝑔 ⩽

𝑛𝑞 + 1

𝑎𝜅
− 𝑟0

𝑎𝜆
,

откуда вытекает требуемая оценка.

б) 𝑔 ∈ Z⇔ 𝑔 ≡ 0 (mod 1).

в)

� если 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜆, 𝑞𝑖 ∤ 𝑞, то

{︃
𝑔 ̸≡ 𝑒𝑖 (mod 𝑞𝑖)

𝑔 ̸≡ 𝑓𝑖 (mod 𝑞𝑖)
.

� если 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜆, 𝑞𝑖 | 𝑞, то 𝑔 ̸≡ 𝑒𝑖 (mod 𝑞𝑖).

� если 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜆, то 𝑔 ̸≡ 𝑒𝑖 (mod 𝑞𝑖).

� если 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜆, то 𝑔 ̸≡ 𝑓𝑖 (mod 𝑞𝑖).

Пусть 𝑁𝑡(𝑘), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇𝑛 – количество целых 𝑔 удовлетворяющих условиям а), в) (с 𝑇𝑛 за-
мененным на 𝑡) и б)’: 𝑔 ≡ 𝑙 (mod 𝑞𝑖), где 𝑙 пробегает целые значения на полуинтервале [0, 𝑘),
(𝑘, 𝑞𝑖) = 1 при 𝑖 = 1, . . . 𝑡.

Тогда 𝑁𝑇𝑛(1) = 𝑁(𝑛, 𝑞) из условия леммы.

Также обозначим 𝐹𝑡(𝑘) =
𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑡∏︀
𝑖=1

(︃
1 − 𝛼𝑖

𝑞𝑖

)︃
, где 𝛼𝑖 =

{︃
1, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆 или 𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆,
2, иначе.

(Почему 𝛼𝑖 определено таким образом будет сказано ниже, пункт b)).

Заметим, что 𝛼1 = 1, так как 𝑞1 = 2 | 𝑎𝜅𝑎𝜆.
Найдем значение 𝑁0(𝑘). 𝑁0(𝑘) – это количество целых 𝑔 удовлетворяющих условиям⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

а) 0 < 𝑔 <
𝑛𝑞 + 1− 𝑎𝜅𝑟0

𝑎𝜅𝑎𝜆
б)’ 𝑔 ≡ 0 (mod 𝑘)

в) ∅(так как условие 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡 = 0 не выполняется)
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Следовательно, 𝑁0(𝑘) =

[︃
𝑛𝑞 + 1− 𝑎𝜅𝑟0

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

]︃
, 𝐹0(𝑘) =

𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆
. Имеем:

|𝑁0(𝑘)− 𝐹0(𝑘)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
[︃
𝑛𝑞 + 1− 𝑎𝜅𝑟0

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

]︃
− 𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒
[︃

𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆
− 𝑎𝜅𝑟0 − 1

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

]︃
− 𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 2, так как

⃒⃒⃒⃒
⃒

⩾1⏞ ⏟ 
𝑎𝜅𝑟0−1

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑎𝜅𝑟0 − 1

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆
<

𝑟0
𝑘𝑎𝜆

< 1.

Применим теорему А. Проверим выполнение условий теоремы и подберем необходимые
константы:

a) Возьмем 𝐴 = 1, 𝑄 = 2.

b) 𝑇 =∞, 𝑓(𝑚) = 𝑚.

Фиксированное условие суммирования в 𝑁𝑡(𝑘) – условие 0 ⩽ 𝑔 ⩽
𝑛𝑞

𝑎𝜅𝑎𝜆
= 𝑋. Условия 2) и

3) – это условия б)’ и в).

𝛼𝑖1 = 𝑒𝑖, 𝛼𝑖2 = 𝑓𝑖. Следовательно, 𝛼𝑖 должно быть равно 1, когда на 𝑔 накладывается только
одно условие несравнимости, и 𝛼𝑖 должно быть равно 2, когда 𝑔 должно быть несравнимо и с

𝑒𝑖, и с 𝑓𝑖. Отсюда определяем 𝛼𝑖 =

{︃
1, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆 или 𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆,
2, иначе.

c) Очевидно, выполняется.

d) 𝑋 =
𝑛𝑞

𝑎𝜅𝑎𝜆
, 𝐶 = 2.

e) Выполнено.

f) 𝑡 = 𝜋(𝛼𝑛) = 𝑇𝑛, 𝑌 = 𝑞𝑇𝑛 ⇔ 𝑞𝑡 ⩽ 𝑌.

Заметим, что 𝑌 ∼ 𝑇𝑛 ln𝑇𝑛 ∼
𝛼𝑛

ln𝛼𝑛
·ln 𝛼𝑛

ln𝛼𝑛
∼ 𝛼𝑛

ln𝛼𝑛
·(ln𝛼𝑛−ln ln𝛼𝑛) = 𝛼𝑛

(︃
1− ln ln𝛼𝑛

ln𝛼𝑛

)︃
∼ 𝛼𝑛

при 𝑛→∞.

g) Рассмотрим 𝑆 =
∑︀
𝑞𝑖⩽𝑥

𝛼𝑖 ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
−2 ln𝑥 ⩽ 2

∑︀
𝑞𝑖⩽𝑥

ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
−2 ln𝑥

Утверждение 1
< 2

(︃
ln𝑥

𝑥
+

1

𝑥
+

3

2

)︃
< 5.

Оценим 𝑆 снизу. Для этого заметим, что

𝑆 =
∑︁
𝑞𝑖⩽𝑥

𝛼𝑖 ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖

− 2 ln𝑥 = 2
∑︁
𝑞𝑖⩽𝑥

ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
−

∑︁
𝑞𝑖⩽𝑥, 𝛼𝑖=1

ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
− 2 ln𝑥.

Но количество 𝛼𝑖, равных 1, не больше количества 𝑞𝑖, делящих 𝑎𝜅𝑎𝜆 или 𝑞. Следовательно,
количество слагаемых во второй сумме не превосходит log2 𝑎𝜅𝑎𝜆+log2 𝑞 < ln𝑋 при достаточно
большом 𝑛. Следовательно,

𝑆 ⩾ 2
∑︁
𝑞𝑖⩽𝑥

ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
−

∑︁
𝑞𝑖⩽ln𝑋

ln 𝑞𝑖
𝑞𝑖
− 2 ln𝑥

Утверждение 1
>

ln𝑥

𝑥
− 3−

(︃
ln ln𝑋 +

ln ln𝑋

ln𝑋
+

1

ln𝑋
+

3

2

)︃
>

> − ln ln𝑋 − 6.

Отсюда получаем, что |𝑆| < 6 + ln ln𝑋.

Пусть 𝜂 =
2

3
, 𝑥0 = 𝑒(ln ln𝑋)2 . Тогда 𝑥0 < 𝑒(ln𝑌 )

2
3 для достаточно большого 𝑛. Действительно,

сравним (ln ln𝑋)2 и (ln𝑌 )
2
3 :

(ln𝑌 )
2
3 ∼ (ln𝛼𝑛)

2
3 = (ln𝑛Φ(𝑛))

2
3 =(Φ(𝑛) ln𝑛)

2
3 >

(︃
ln𝑛

(ln ln𝑛)2

)︃ 2
3

>2(ln ln𝑛)2>(ln ln(𝑛𝑞))2 >

> (ln ln𝑋)2 для достаточно больших 𝑛, что и требовалось.
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Следовательно, найдется 𝑥0 такой, что |𝑆| < 6+ln ln𝑋 = 6+
√

ln𝑥0 <
ln𝑥

(ln ln𝑥)2
при 𝑥 > 𝑥0.

h) Возьмем 𝑣 = 2
3 . Тогда 0 <

𝛼𝑖

𝑞𝑖
⩽ 𝑣 < 1, так как 𝛼1 = 1, 𝑞1 = 2, а при 𝑖 ⩾ 2 имеем

𝛼𝑖 ⩽ 2, 𝑞𝑖 ⩾ 3.

Замечание 10. Заметим, что если 𝑞 – четное, то

� если 𝑞1 = 2 | 𝑎𝜅𝑎𝜆, то 𝛼1 = 1 по определению.

� если 𝑞1 = 2 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆, то 𝑞1 = 2 | 𝑞, так как 𝑞 – четное, следовательно, 𝛼1 = 1 по
определению.

Следовательно, пункт h) выполнен и в случае четного 𝑞.

i) Верно для достаточно большого 𝑛.
j) Возьмем некоторое 𝜔 ∈ (1, 65). Тогда должно быть разрешимо неравенство 𝑒𝑄 ln𝜔 =

= 2𝑒 ln𝜔 ⩽ 3
2(1 − 𝜂) = 1

2 . Действительно, данное неравенство равносильно неравенству

ln𝜔 < 1
4𝑒 ⇔ 𝜔 < 𝑒

1
4𝑒 ≈ 1, 096.

k)

𝑍 =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖

𝑞𝑖
; 𝑊 =

12 + 18 + 9
1
3 ln ln𝑌

=
117

ln ln𝑌
; 𝑧 =

18

ln𝜔 ln ln𝑌
.

l) Докажем, что 𝑍 ⩽ 8
ln ln𝑌

3
.

Так как 𝑞𝑖 > 𝑐𝑖 ln 𝑖 при 𝑖 ⩾ 2 по оценкам Чебышева, то имеем:

𝑍 ⩽ 2
𝑡∑︀

𝑖=1

1

𝑞𝑖
⩽ 1 +

2

3
+

2

3

𝑡∑︀
𝑖=3

1

𝑖 ln 𝑖
⩽

5

3
+

𝑡∫︀
2

𝑑𝑢

𝑢 ln𝑢
=

5

3
+ ln ln 𝑡− ln ln 2 ⩽ 2 ln ln𝑇𝑛 ⩽ 2 ln ln 𝑞𝑇𝑛 =

= 2 ln ln𝑌 , откуда следует требуемая оценка.
m) Переобозначим 𝑛 за 𝜈 – нечетное натуральное число, большее 2, которое мы выберем

позже. Тогда по теореме А имеем:

𝑁𝑡(𝑘) ⩽ 𝐹𝑡(𝑘)

(︃
1− (−1)𝜈

𝑒𝑊+ 4
3
+2

√
2𝜋𝜈𝑒𝜈

4− 𝜔2(2𝑒 ln𝜔)2

4

)︃
− (−1)𝜈

𝑋

𝑘

(︃
3𝑍

8 ln ln𝑌

)︃ 8𝑒 ln ln𝑌
3

−

− (−1)𝜈2𝑌 𝜈−1+ 2
𝜔−1 𝑒𝑍 . (9)

Докажем, что правая часть (9) равна 𝐹𝑡(𝑘)(1 + 𝑜(1)), 𝑛→∞.

а)
𝑒𝑊+2𝑧+2

√
2𝜋𝜈𝑒𝜈

4− 𝜔2(2𝑒 ln𝜔)2

4

=
𝑒

→0⏞  ⏟  
𝑊 + 2𝑧+2

√
2𝜋𝜈⏟  ⏞  
→∞

𝑒𝜈(1− 𝜔2𝑒2 ln2 𝜔)
→ 0 при 𝜈 →∞.

Значит, подберем 𝜈 так, чтобы оно стремилось к бесконечности с ростом 𝑛.

б) Известна оценка (см. [8], с. 36-37)
𝑡∏︀

𝑖=1

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
⩾

𝑐

(ln 𝑞𝑡)2
. Отсюда

𝐹𝑡(𝑘) =
𝑛𝑞

𝑘𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑡∏︀
𝑖=1

(︃
1− 𝛼𝑖

𝑞𝑖

)︃
>
𝑋

𝑘

𝑡∏︀
𝑖=1

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
⩾
𝑋

𝑘

𝑐

(ln 𝑞𝑡)2
⩾
𝑋

𝑘

𝑐

(ln𝑌 )2
. При этом

ln𝑌 ∼ ln𝛼𝑛 = ln𝑛Φ(𝑛) = Φ(𝑛) ln𝑛.

Следовательно,

𝐹𝑡(𝑘) ⩾
𝑐𝑋

𝑘(Φ(𝑛) ln𝑛)2
.
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Докажем, что
𝑋

𝑘

(︃
3𝑍

8 ln ln𝑌

)︃ 8𝑒 ln ln𝑌
3

= 𝑜(𝐹𝑡(𝑘)), 𝑛→∞.

Заметим, что в силу неравенства Чебышева 𝑞𝑛 > 𝑐𝑛 ln𝑛 при 𝑛 ⩾ 2 имеем

𝑍 =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖

𝑞𝑖
⩽ 2

𝑡∑︁
𝑖=1

1

𝑞𝑖
<

2

2
+

2

3
+

2

𝑐

𝑡∑︁
𝑖=3

1

𝑖 ln 𝑖
<

5

3
+

2

𝑐

𝑡∫︁
2

𝑑𝑢

𝑢 ln𝑢
<

<
5

3
+

2

𝑐
ln ln 𝑡− 2

𝑐
ln ln 2 < ln ln𝑌. (10)

Таким образом, имеем:

𝑋

𝑘

(︃
3𝑍

8 ln ln𝑌⏟  ⏞  
< 3

8

)︃ 8𝑒 ln ln𝑌
3

<
𝑋

𝑘

(︃
3

8

)︃ 8𝑒 ln ln𝑌
3

<
𝑋

𝑘
𝑒8 ln

3
8
ln ln𝑌 =

𝑋

𝑘

1

(ln𝑌 )8 ln
8
3

∼

∼ 𝑋

𝑘

1

(Φ(𝑛) ln𝑛)8 ln
8
3

=

⃒⃒⃒⃒
⃒8 ln

8

3
≈ 7, 85 > 2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑜(𝐹𝑡(𝑘)), 𝑛→∞.

в) В силу (10) имеем

2𝑌 𝜈−1+ 2
𝜔−1 𝑒𝑍 < 2𝑌 𝜈−1+ 2

𝜔−1 𝑒ln ln𝑌 = 2𝑌 𝜈−1+ 2
𝜔−1 ln𝑌 < 2𝛼

𝜈−1+ 2
𝜔−1

𝑛 ln𝛼𝑛 <

Выберем 𝜈 и 𝜔 следующим образом:

𝜈 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[︃
1

Φ
1
2

]︃
, если

[︃
1

Φ
1
2

]︃
− нечетное,

1 +

[︃
1

Φ
1
2

]︃
, иначе.

𝜔 = 1 + Φ
1
2

< 2𝑛Φ·(Φ− 1
2−1)+2Φ

1
2 Φ ln𝑛 = 2𝑛3Φ

1
2−ΦΦ ln𝑛 = 𝑜(𝑛𝛿) для любого наперед заданного 𝛿 > 0.

В то же время по уже доказанному

𝐹𝑡(𝑘) ⩾
𝑐𝑋

𝑘(Φ(𝑛) ln𝑛)2
,

𝑋 =
𝑛𝑞

𝑎𝜅𝑎𝜆⏟ ⏞ 
⩽𝛽2

𝑛=𝛼𝑛

⩾
𝑛

𝑛Φ(𝑛)
⩾ 𝑛1−𝛿 для любого наперед заданного 𝛿 > 0,

следовательно, 𝐹𝑡(𝑘) ⩾ 𝑛1−2𝛿, откуда следует, что 2𝑌 𝜈−1+ 2
𝜔−1 𝑒𝑍 = 𝑜(𝐹𝑡(𝑘)).

Из а), б), в) следует, что
𝑁𝑡(𝑘) ⩽ 𝐹𝑡(𝑘)(1 + 𝑜(1))

Аналогично с помощью замены нечетного 𝜈 на четное доказывается

𝑁𝑡(𝑘) ⩾ 𝐹𝑡(𝑘)(1 + 𝑜(1)).

Следовательно, 𝑁𝑡(1) = 𝐹𝑡(1)(1 + 𝑜(1)). Найдем 𝐹𝑇𝑛(1):
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𝐹𝑇𝑛(1) =
𝑛𝑞

𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑇𝑛∏︁
𝑖=1

(︃
1− 𝛼𝑖

𝑞𝑖

)︃
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝛼1 = 1,
𝑞1 = 2

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑛𝑞

2𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 𝛼𝑖

𝑞𝑖

)︃
=

𝑛𝑞

2𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
×

×

∏︀
𝛼𝑖=1

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃
∏︀

𝛼𝑖=1

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃ =
𝑛𝑞

2𝑎𝜅𝑎𝜆

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∏︁

2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆
или 𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆

1− 1

𝑞𝑖

1− 2

𝑞𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠×

×

∏︀
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛,
𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃

2
∏︀

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛,
𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃

⏟  ⏞  
=1

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜙(𝑎𝜅𝑎𝜆) = 𝑎𝜅𝑎𝜆

∏︁
1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛,
𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
𝑛𝑞

4𝜙(𝑎𝜅𝑎𝜆)

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛, 𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

или 𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛,
𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃
=

=
𝑛𝑞

4𝜙(𝑎𝜅𝑎𝜆)

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
·

(︃
1− 1

𝑞𝑖

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
=

=
𝑛𝑞

4𝜙(𝑎𝜅𝑎𝜆)

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖(𝑞𝑖 − 2)

)︃
·

∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝜅𝑎𝜆

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
,

откуда следует утверждение леммы для нечетного 𝑞. Для четного 𝑞 утверждение также верно
в силу замечания 2.

Лемма 3. Обозначим 𝑁(𝑀,𝑛) = |{𝑚 ∈ N|𝑚 ⩽𝑀, ∃𝑖 : 𝑎𝑖(𝑛) | 𝑚, 𝑎𝑖(𝑛) > 𝛽𝑛}|. Тогда

𝑁(𝑀,𝑛) < 𝑏𝑀(Φ(𝑛))
1
2 ,

где 𝑏 – положительная константа.

Доказательство. См. [3].

Лемма 4. Пусть

𝑙𝑛(𝜔1, 𝜔2) =
⃒⃒
{𝑚 ∈ N : 𝑚 ⩽ 𝑛, 𝑓 𝑞𝛼𝑛

(𝑚) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔1𝐵𝛼𝑛 , 𝑓
𝑞
𝛼𝑛

(𝑚+ 1) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔2𝐵𝛼𝑛}
⃒⃒
.

Тогда 𝑙𝑛(𝜔1, 𝜔2) = 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛).



238 Э. В. Тищенко

Доказательство. Разделим все целые числа 𝑚 ⩽ 𝑛, удовлетворяющие неравенствам{︃
𝑓 𝑞𝛼𝑛(𝑚) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔1𝐵𝛼𝑛 ,

𝑓 𝑞𝛼𝑛(𝑚+ 1) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔2𝐵𝛼𝑛 ,
(11)

на классы 𝐸𝑗𝑘 таким образом, что 𝑚 ∈ 𝐸𝑗𝑘 ⇐⇒

{︃
𝜓(𝑚𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝑗(𝑛)

𝜓((𝑚+ 1)𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝑘(𝑛)
.

Имеем: 𝑙𝑛(𝜔1, 𝜔2) =
∑︀
𝑗,𝑘

|𝐸𝑗𝑘| =
∑︀

𝑗,𝑘: 𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘|+
∑︀

𝑗,𝑘: 𝑎𝑗>𝛽𝑛 или 𝑎𝑘>𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘|.

В силу леммы 3
∑︀

𝑗,𝑘: 𝑎𝑗>𝛽𝑛 или 𝑎𝑘>𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘| < 𝑏𝑛(Φ(𝑛))
1
2 = 𝑜(𝑛), 𝑛 → ∞ и, следовательно,

достаточно доказать, что
∑︀

𝑗,𝑘: 𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘| = 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛), 𝑛→∞.

По лемме 2 имеем:

∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘| =
𝑛𝑞

4

𝑇𝑛∏︁
𝑖=2

(︃
1− 2

𝑞𝑖

)︃ ∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

′𝑃 (𝑎𝑗 , 𝑎𝑘, 𝑛)

𝜙(𝑎𝑗𝑎𝑘)
(1 + 𝑜(1)),

где

𝑃 (𝑎𝑗 , 𝑎𝑘, 𝑛) =
∏︁

2⩽𝑖⩽𝑇𝑛,𝑞𝑖|𝑎𝑗𝑎𝑘

(︃
1 +

1

𝑞𝑖(𝑞𝑖 − 2)

)︃ ∏︁
2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇𝑛

𝑞𝑖 | 𝑞, 𝑞𝑖 ∤ 𝑎𝑗𝑎𝑘

(︃
1 +

1

𝑞𝑖 − 2

)︃
,

а штрих означает суммирование по 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘, удовлетворяющим условиям

𝑓𝛼𝑛(𝑎𝑗) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔1𝐵𝛼𝑛 , 𝑓𝛼𝑛(𝑎𝑘) < 𝐴𝛼𝑛 + 𝜔2𝐵𝛼𝑛 ,

(𝑎𝑗 , 𝑎𝑘) = 1; 2 | 𝑎𝑗𝑎𝑘,

𝑓𝛼(𝑚) =
∑︁
𝑝 | 𝑚,
𝑝 ⩽ 𝛼

𝑓(𝑝)

Действительно, если 𝑚 ∈ 𝐸𝑗𝑘, то в силу определения функции 𝜓 и аддитивности 𝑓𝛼𝑛 имеем
𝑓 𝑞𝛼𝑛(𝑚) =
= 𝑓𝛼𝑛(𝑚𝑞 + 1) = 𝑓𝛼𝑛(𝑟 · 𝑎𝑗) = 𝑓𝛼𝑛(𝑟) + 𝑓𝛼𝑛(𝑎𝑗) = 𝑓𝛼𝑛(𝑎𝑗), так как 𝑟 – делитель 𝑚𝑞 + 1, все
простые делители которого больше 𝛼𝑛. Аналогично 𝑓

𝑞
𝛼𝑛(𝑚+ 1) = 𝑓𝛼𝑛(𝑎𝑘).

Теперь разделим все целые числа, удовлетворяющие (11), на классы 𝐹𝑗𝑘 таким образом,
что

𝑚 ∈ 𝐹𝑗𝑘 ⇐⇒

{︃
𝜓(𝑚𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝑗(𝑛)

𝜓((𝑚+ 1)𝑞 + 1, 𝑛) = 𝑎𝑘(𝑛)
, и пусть {𝐹𝑗𝑘} обозначает плотность 𝐹𝑗𝑘. Рассмот-

рим сумму
∑︀′ 𝐹𝑗𝑘, где штрих обозначает то же, что и раньше. Взяв 𝑙 = 𝛼𝑛 и применив лемму

1, получим: {︂∑︁′
𝐹𝑗𝑘

}︂
= 𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(1), 𝑛→∞.

Аналогично разобьем сумму на две:∑︁′
𝐹𝑗𝑘 =

∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

′
𝐹𝑗𝑘 +

∑︁
𝑎𝑗>𝛽𝑛 или 𝑎𝑘>𝛽𝑛

′
𝐹𝑗𝑘. (12)
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По лемме 3 {︂ ∑︁
𝑎𝑗>𝛽𝑛 или 𝑎𝑘>𝛽𝑛

′
𝐹𝑗𝑘

}︂
⩽ 𝑏(Φ(𝑛))

1
2 = 𝑜(1), 𝑛→∞. (13)

Кроме того, количество 𝑎𝑗 и 𝑎𝑘, меньших 𝛽𝑛, конечно, поэтому{︂ ∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

′
𝐹𝑗𝑘

}︂
=

∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

′
{𝐹𝑗𝑘} = 𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(1), 𝑛→∞.

Но {𝐹𝑗𝑘} = lim
𝑛→∞

|𝐸𝑗𝑘|
𝑛

, откуда следует∑︁
𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

|𝐸𝑗𝑘| = 𝑛
∑︁

𝑎𝑗 ,𝑎𝑘⩽𝛽𝑛

{𝐹𝑗𝑘}+ 𝑜(𝑛) = 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛), 𝑛→∞,

что и требовалось доказать.

3. Доказательство теоремы 3

Из лемм 1–4 следует
Теорема 3. Пусть 𝑓 – сильно аддитивная функция такая, что |𝑓(𝑝)| ⩽ 1 для всех

простых 𝑝. Пусть 𝜔1, 𝜔2 ∈ R, 𝑞 = 𝑞(𝑛) – член некоторой последовательности, принимающей
натуральные значения с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 ∀𝑛.

Обозначим

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓(𝑝)

𝑝
, 𝐵𝑛 =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

𝑓2(𝑝)

𝑝
,

причем 𝐵𝑛 →∞ при 𝑛→∞.
Пусть 𝑁(𝑛) – количество натуральных чисел 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются условия{︃

𝑓(𝑚𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔1𝐵𝑛

𝑓((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔2𝐵𝑛

. (14)

Тогда 𝑁(𝑛) = 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛).
Доказательство. Имеем:

|𝑓(𝑚𝑞 + 1)− 𝑓 𝑞𝛼𝑛
(𝑚)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑝 | 𝑚𝑞 + 1,
𝑝 > 𝛼𝑛

𝑓(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ ∑︁

𝑝 | 𝑚𝑞 + 1,
𝑝 > 𝛼𝑛

|𝑓(𝑝)| ⩽
∑︁

𝑝 | 𝑚𝑞 + 1,
𝑝 > 𝛼𝑛

1 < (15)

<
𝐶 + 1

Φ(𝑛)
= 𝑜(𝐵𝑛), 𝑛→∞. (16)

Действительно, пусть 𝑚𝑞 + 1 = 𝑃 · 𝑝1 . . . 𝑝𝑘⏟  ⏞  
>(𝛼𝑛)𝑘

, где 𝑝𝑖 – простые делители 𝑚𝑞 + 1, боль-

шие 𝛼𝑛, 𝑃 – произведение оставшихся простых делителей. Тогда если 𝑘 > 𝐶+1
Φ(𝑛) , то

𝑚𝑞(𝑛) + 1 > (𝛼𝑛)
𝐶+1
Φ(𝑛) = 𝑛𝐶+1 > 𝑛𝑞(𝑛) + 1, противоречие.
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Также верна следующая оценка:

|𝐴𝑛 −𝐴𝛼𝑛 | ⩽
∑︁

𝛼𝑛<𝑝⩽𝑛

1

𝑝
= ln ln𝑛− ln ln𝑛Φ +𝑂(1) = ln

1

Φ
+𝑂(1) = 𝑜(𝐵𝑛), 𝑛→∞, (17)

по выбору Φ.

|𝐵𝑛 −𝐵𝛼𝑛 | ⩽ |𝐵𝑛 −𝐵𝛼𝑛 ||𝐵𝑛 +𝐵𝛼𝑛 | = |𝐵2
𝑛 −𝐵2

𝛼𝑛
| ⩽

∑︁
𝛼𝑛<𝑝⩽𝑛

1

𝑝
= 𝑜(𝐵𝑛), 𝑛→∞, (18)

аналогично.
Таким образом, из (16)-(18) следует, что для достаточно большого 𝑛 из неравенства

𝑓(𝑚𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔1𝐵𝑛 вытекает 𝑓 𝑞𝛼𝑛(𝑚) < 𝐴𝛼𝑛 + (𝜔1 + 𝜀)𝐵𝛼𝑛 . Действительно,

𝑓 𝑞𝛼𝑛
(𝑚) = 𝑓(𝑚) + 𝑜(𝐵𝑛) < 𝐴𝑛 + 𝜔1𝐵𝑛 + 𝑜(𝐵𝑛) < (𝐴𝛼𝑛 + 𝑜(𝐵𝑛)) + 𝜔1(𝐵𝛼𝑛 + 𝑜(𝐵𝑛)) + 𝑜(𝐵𝑛) <

< 𝐴𝛼𝑛 + (𝜔1 + 𝜀)𝐵𝛼𝑛 .

Аналогично из неравенства 𝑓 𝑞𝛼𝑛(𝑚) < 𝐴𝛼𝑛 + (𝜔1 − 𝜀)𝐵𝛼𝑛 вытекает 𝑓(𝑚𝑞 + 1) < 𝐴𝑛 + 𝜔1𝐵𝑛.
Следовательно, в силу леммы 4 имеем:

𝐷(𝜔1 − 𝜀)𝐷(𝜔2 − 𝜀) ⩽ lim
𝑛→∞

𝑁(𝑛)

𝑛
⩽ lim

𝑛→∞

𝑁(𝑛)

𝑛
⩽ 𝐷(𝜔1 + 𝜀)𝐷(𝜔2 + 𝜀),

откуда вытекает утверждение теоремы, поскольку 𝜀 > 0 – произвольное.

4. Доказательство основных теорем

Утверждение 2. Если 𝑞 = 𝑞(𝑛) – член некоторой последовательности, принимающей
натуральные значения, с условием

ln ln ln 𝑞(𝑛) = 𝑜(
√

ln ln𝑛), 𝑛→∞,

то ∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

1

𝑝
= ln ln𝑛+ 𝑜(

√
ln ln𝑛), 𝑛→∞.

Доказательство. Оценим
∑︀

𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 | 𝑞(𝑛)

1

𝑝
=
∑︀
𝑝⩽𝑛

1

𝑝
−

∑︀
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞(𝑛)

1

𝑝
.

Пусть ̃︀𝑞(𝑛) = 𝑝1 · 𝑝2 · . . . · 𝑝𝑘, где 𝑘 = 𝑘(𝑛) = max{𝑙 ∈ N : 𝑝1 . . . 𝑝𝑙 ⩽ 𝑞(𝑛)}. Тогда 𝑘 ⩾ 𝜈(𝑞(𝑛)).

Действительно, если 𝑘 < 𝜈(𝑞(𝑛)), то 𝑞(𝑛) = 𝑝
𝛼𝑖1
𝑖1

. . . 𝑝
𝛼𝑖𝜈(𝑞(𝑛))

𝑖𝜈(𝑞(𝑛))
⩾ 𝑝1 . . . 𝑝𝜈(𝑞(𝑛)) ⩾ 𝑝1 . . . 𝑝𝑘 · 𝑝𝑘+1,

что противоречит определению 𝑘.
Тогда имеем:

∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 | 𝑞(𝑛)

1

𝑝
⩽

𝜈(𝑞(𝑛))∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
⩽

∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 | ̃︀𝑞(𝑛)

1

𝑝
=

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
⩽

∑︁
𝑝⩽𝑐𝑘 ln 𝑘

1

𝑝
= ln ln(𝑐𝑘 ln 𝑘) +𝑂(1) =

= ln ln 𝑘 + 𝑜(ln ln 𝑘).
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Следовательно, если ln ln 𝑘 = 𝑜(
√

ln ln𝑛), 𝑛→∞, то будет выполнено требуемое утвержде-
ние.

При этом в силу определения 𝑘(𝑛) верны следующие оценки: 𝑝1 . . . 𝑝𝑘(𝑛) ⩽ 𝑞(𝑛) ⩽
⩽ 𝑝1 . . . 𝑝𝑘(𝑛)+1.

Прологарифмировав неравенство выше, получим:
𝑘(𝑛)∑︀
𝑖=1

ln 𝑝𝑖 ⩽ ln 𝑞(𝑛) ⩽
𝑘(𝑛)+1∑︀
𝑖=1

ln 𝑝𝑖 =

= 𝜃(𝑝𝑘(𝑛)+1), где 𝜃(𝑥) – тета-функция Чебышева, для которой известны оценки

𝑐3𝑥 ⩽ 𝜃(𝑥) ⩽ 𝑐4𝑥, ∀𝑥 ⩾ 2.

Отсюда следует, что ln 𝑞(𝑛) ⩽ 𝑐4𝑝𝑘(𝑛)+1 ⩽ 𝑐5(𝑘(𝑛) + 1) ln(𝑘(𝑛) + 1) и ln 𝑞(𝑛) ⩾ 𝑐3𝑝𝑘(𝑛) ⩾
⩾ 𝑐6𝑘(𝑛) ln(𝑘(𝑛)). Дважды логарифмируя последние неравенства, получаем:

ln ln ln 𝑞(𝑛) = ln ln 𝑘(𝑛) + 𝑜(ln ln 𝑘(𝑛))

Таким образом, если ln ln ln 𝑞(𝑛) = 𝑜(
√

ln ln𝑛), 𝑛→∞, то
∑︀

𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 | 𝑞(𝑛)

1

𝑝
= 𝑜(
√

ln ln𝑛), откуда

∑︀
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞(𝑛)

1

𝑝
= ln ln𝑛+ 𝑜(

√
ln ln𝑛), 𝑛→∞, что и требовалось.

Замечание 11. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность с условием ln ln ln 𝑞 =
= 𝑜(
√

ln ln𝑛), 𝑛→∞. Тогда имеем:

ln ln ln 𝑞 ≪
√

ln ln𝑛⇐⇒ ln ln 𝑞 ≪ 𝑒
√
ln ln𝑛 ⇒ ln ln 𝑞 ≪ (ln𝑛)𝛼, ∀𝛼 > 0⇐⇒ ln 𝑞 ≪ 𝑒(ln𝑛)𝛼 ,∀𝛼 > 0.

В частности, если для некоторого 𝐶 > 0 𝑞 ⩽ 𝑛𝐶 , то условие ln ln ln 𝑞=𝑜(
√

ln ln𝑛), 𝑛→∞,
выполнено.

Замечание 12. Из условия ln ln ln 𝑞(𝑛) = 𝑜(
√

ln ln𝑛) не следует, что ∃𝐶 > 0 :
𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 , ∀𝑛.

Действительно, если 𝑞(𝑛) = 𝑒
√

(ln𝑛)3 , то ln ln ln 𝑞(𝑛) = ln ln
√︀

(ln𝑛)3 = 𝑜(
√

ln ln𝑛), но

∀𝐶 𝑒(
√
ln𝑛)3 > 𝑛𝐶 =

= 𝑒𝐶 ln𝑛, начиная с некоторого номера.

Теперь докажем теорему 1.
Теорема 1. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 , ∀𝑛.

Тогда количество 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются условия{︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1) < ln ln𝑛+ 𝜔1

√
ln ln𝑛

𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < ln ln𝑛+ 𝜔2

√
ln ln𝑛

равно 𝑛𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2) + 𝑜(𝑛).
Доказательство. Для функции 𝜈(𝑛) в силу утверждения 2 имеем:

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

1

𝑝
= ln ln𝑛+ 𝑜(

√
ln ln𝑛), 𝑛→∞.
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Тогда

𝐵𝑛 =

(︃ ∑︁
𝑝 ⩽ 𝑛,
𝑝 ∤ 𝑞

1

𝑝

)︃ 1
2

=
√︀
𝐴𝑛 =

√
ln ln𝑛+ 𝑜(

√
ln ln𝑛), 𝑛→∞.

Таким образом, утверждение теоремы вытекает из теоремы 3.

Приведем примеры, когда количество 𝑚 ⩽ 𝑛 таких, что выполняются условия{︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1) < 𝑓1(𝑛, 𝜔1)

𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < 𝑓2(𝑛, 𝜔2)
для некоторых функций 𝑓𝑖(𝑛, 𝜔𝑖), не равно 𝐶𝑛+ 𝑜(𝑛), 𝑛→∞.

Пример 7. Пусть 𝑞 = 2. Рассмотрим следующую систему неравенств:{︃
𝜈(2𝑚+ 1) < 2

𝜈(2(𝑚+ 𝑞) + 1) < 2
(19)

Данная система эквивалентна системе равенств{︃
𝜈(2𝑚+ 1) = 1

𝜈(2(𝑚+ 1) + 1) = 1
,

которая равносильна тому, что числа 2𝑚+ 1 и 2(𝑚+ 1) + 1 являются простыми.
Таким образом, количество 𝑚 ⩽ 𝑛, удовлетворяющих системе (19), равно количеству

пар простых близнецов, не превосходящих 2𝑛+ 3. Обозначим это количество как 𝜋2(2𝑛+ 3).
Известна оценка (см. [7])

𝜋2(𝑛) ⩽ 𝐶
𝑛

(ln𝑛)2
,

для некоторого 𝐶 > 0.

Пример 8. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) =
𝑘(𝑛)∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖, где 𝑘(𝑛) = [
√

ln𝑛]. Рассмотрим систему

{︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1) < ln𝑛

𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < ln𝑛
(20)

Докажем, что количество 𝑚 ⩽ 𝑛, удовлетворяющих системе (20), равно 𝑛 для достаточно
больших 𝑛.

Действительно, пусть 𝑚𝑞 + 1 =
∏︀

𝑝|𝑚𝑞+1

𝑝𝛼𝑝 . Так как 𝑞 =
𝑘(𝑛)∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖, то 𝑚𝑞 + 1 не делится на

𝑝𝑖, 𝑖 ⩽ 𝑘(𝑛). Тогда имеем 𝑛𝑞 + 1 ⩾ 𝑚𝑞 + 1 ⩾ 𝑝
𝜈(𝑚𝑞+1)
𝑘(𝑛) , откуда

𝜈(𝑚𝑞 + 1) ⩽
ln(𝑛𝑞 + 1)

ln 𝑝𝑘(𝑛)
⩽ 𝑐

ln(𝑛𝑞)

ln(𝑘 ln 𝑘)
⩽ 𝑐

ln𝑛+ ln 𝑞

ln 𝑘
⩽ 𝑐

(︃
ln𝑛

ln ln𝑛
+
𝜃(𝑝𝑘)

ln 𝑘

)︃
⩽

⩽ 𝑐

(︃
ln𝑛

ln ln𝑛
+
𝑘 ln 𝑘

ln 𝑘

)︃
⩽ 𝑐

(︃
ln𝑛

ln ln𝑛
+
√

ln𝑛

)︃
< ln𝑛,

для любого 𝑚 ⩽ 𝑛 при достаточно больших 𝑛.
Аналогично 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) < ln𝑛 для любого 𝑚 ⩽ 𝑛 при достаточно больших 𝑛.
Значит, неравенства системы (20) выполнены для любого 𝑚 ⩽ 𝑛, что и требовалось

доказать.
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Наконец, из теоремы 1 вытекает
Теорема 2. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑛) – некоторая последовательность с условием

∃𝐶 > 0 : 𝑞(𝑛) < 𝑛𝐶 , ∀𝑛.

Пусть 𝑡𝑛(𝜔) = |{𝑚 ⩽ 𝑛 : 𝜈(𝑚𝑞 + 1) < 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1) + 𝜔
√

2 ln ln𝑛}|. Тогда

𝑡𝑛(𝜔) = 𝑛𝐷(𝜔) + 𝑜(𝑛) при 𝑛→∞,

откуда следует, что

𝑃

(︂
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)√

2 ln ln𝑛
< 𝑥

)︂
→ 1√

2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 = 𝐷(𝑥), 𝑛→∞,

где 𝑃 (𝑓(𝑚) < 𝑥) =
|{𝑚 ⩽ 𝑛 : 𝑓(𝑚) < 𝑥}|

𝑛
.

Доказательство. Рассмотрим функции 𝑋𝑛(𝑚) =
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− ln ln𝑛

(ln ln𝑛)
1
2

, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛.

В силу следствия 1 имеем:

lim
𝑛→∞

𝑃 (𝑋𝑛(𝑚) < 𝜔1, 𝑋𝑛(𝑚+ 1) < 𝜔2) = 𝐷(𝜔1)𝐷(𝜔2).

Значит, характеристическая функция (𝑋𝑛(𝑚), 𝑋𝑛(𝑚+1)) стремится к характеристической
функции нормального распределения:

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑚=1

exp

{︃
𝑖

(︃
𝜉
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− ln ln𝑛

(ln ln𝑛)
1
2

+ 𝜂
𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)− ln ln𝑛

(ln ln𝑛)
1
2

)︃}︃
=

=
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖(𝜉𝑥+𝜂𝑦) exp

{︃
− 𝑥2 + 𝑦2

2

}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦.

При 𝜂 = −𝜉 имеем:

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑚=1

exp

{︃
𝑖𝜉
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)

(ln ln𝑛)
1
2

}︃
=

1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉(𝑥−𝑦) exp

{︃
− 𝑥2 + 𝑦2

2

}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉𝑥−
𝑥2

2 𝑑𝑥 ·
+∞∫︁

−∞

𝑒−𝑖𝜉𝑦− 𝑦2

2 𝑑𝑦 =

(︃
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉𝑥−
𝑥2

2 𝑑𝑥

)︃2

=

=

(︃
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

exp

{︃
− 1

2
(𝑥2 − 2𝑖𝜉𝑥− 𝜉2)− 𝜉2

2

}︃
𝑑𝑥

)︃2

=

=

(︃
exp{−𝜉2/2}√

2𝜋

+∞∫︁
−∞

exp

{︃
− 𝑢2

2

}︃
𝑑𝑢

)︃2

= 𝑒−𝜉2 .

Найдем функцию плотности для данной характеристической функции, т.е. найдем функ-
цию 𝜌(𝑥) такую, что

𝑒−𝜉2 =

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥.
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Так как

1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉𝑥𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥 = 𝑒−𝜉2/2,

то при 𝜉 =
√

2𝜂, 𝑥 = 𝑦/
√

2 имеем:

1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜂𝑦
𝑒−𝑦2/4

√
2
𝑑𝑦 = 𝑒−𝜂2 ,

откуда 𝜌(𝑥) =
1

2
√
𝜋
𝑒−𝑥2/4.

Таким образом,

𝑃

(︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)√

ln ln𝑛
< 𝑥

)︃
→ 1

2
√
𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

4 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡 = 𝑢

√
2, 𝑑𝑡 =

√
2𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐹

(︃
𝑥√
2

)︃
,

где 𝐹 (𝑥) – функция распределения нормального закона. При замене 𝑦 = 𝑥/
√

2 получим, что

𝑃

(︃
𝜈(𝑚𝑞 + 1)− 𝜈((𝑚+ 1)𝑞 + 1)√

2 ln ln𝑛
< 𝑦

)︃
→ 1√

2𝜋

𝑦∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑦).

Также имеем
𝑡𝑛(𝜔/

√
2)

𝑛
→

𝜔∫︀
−∞

𝜌(𝑥)𝑑𝑥. Сделав замену переменной 𝜔′ = 𝜔/
√

2, получим:

𝑡𝑛(𝜔′)

𝑛
→

𝜔′√2∫︁
−∞

𝜌(𝑥)𝑑𝑥 = |𝑢 = 𝑥/
√

2| =
𝜔′∫︁

−∞

√
2𝜌(𝑢
√

2)𝑑𝑢 =

𝜔′∫︁
−∞

1√
2𝜋
𝑒−𝑢2/2𝑑𝑢 = 𝐷(𝜔′),

откуда следует, что 𝑡𝑛(𝜔) = 𝑛𝐷(𝜔) + 𝑜(𝑛), 𝑛→∞.
Теорема 2 доказана.

5. Заключение

В данной статье исследована задача о распределении значений функции 𝜈 в соседних точ-
ках арифметической прогрессии𝑚𝑞+1, где параметр 𝑞 может зависеть от 𝑛 и расти не быстрее,
чем степень 𝑛. Работа расширяет результат Левека, перенося его на случай прогрессий.

Автор выражает благодарность научному руководителю профессору В.Н. Чубарикову за
постановку задачи и внимание к работе.
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