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Аннотация

При 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
2𝑐 (ln𝑁)2, где L = ln𝑁 , а 𝑐 — нецелое фиксированное число, удовлетво-

ряющее условиям

‖𝑐‖ ⩾ 3𝑐
(︁

2[𝑐]+1 − 1
)︁ ln L

L
, 𝑐 >

4

3

(︂
1 +

52 ln L

L

)︂
,

получена асимптотическая формула для количества представлений достаточно большого
натурального числа 𝑁 в виде

𝑝1 + 𝑝2 + [𝑛𝑐] = 𝑁,

где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа, 𝑛 — натуральное число,

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |[𝑛𝑐]− 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻,

𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 — положительные фиксированные числа, причём 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1.

Ключевые слова: проблема Эстермана, почти пропорциональные слагаемые, короткая
тригонометрическая сумма с нецелой степенью натурального числа.
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Abstract

For 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
2𝑐 (ln𝑁)2, where L = ln𝑁 and 𝑐 is a fixed non-integer number satisfying

‖𝑐‖ ⩾ 3𝑐
(︁

2[𝑐]+1 − 1
)︁ ln L

L
, 𝑐 >

4

3

(︂
1 +

52 ln L

L

)︂
,

we obtain an asymptotic formula for the number of representations of a sufficiently large integer
𝑁 in the form

𝑝1 + 𝑝2 + [𝑛𝑐] = 𝑁,

where 𝑝1, 𝑝2 are prime numbers, 𝑛 is a natural number, and

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |[𝑛𝑐]− 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻,

with 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 being fixed positive constants satisfying 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1.
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1. Введение

Эстерман [1] при 𝑛 = 2 доказал асимптотическую формулу для числа решений уравнения

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁, (1)

где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа, 𝑚 — натуральное число. В работах [2, 3, 4] при 𝑛 = 2, 3, 4 эта
задача исследована при более жёстких условиях, а именно, когда слагаемые почти равны.
То есть получена асимптотическая формула для числа решений диофантова уравнения (1) с
условиями ⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛 ,
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соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2; 𝜃(3) =

1

6
, 𝑐3 = 3; 𝜃(4) =

1

12
, 𝑐4 =

40

3
. (2)

В работе [5] при произвольном фиксированном 𝑛 ⩾ 3, опираясь на новые оценки коротких
тригонометрических сумм Г. Вейля [6, 7, 8, 9, 10], исследована проблема Эстермана с почти
пропорциональными слагаемыми и получена асимптотическая формула для числа решений
уравнения (1) с условиями

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |𝑚𝑛 − 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁
1− 1

𝑛(𝑛−1) L
2𝑛+1

𝑛−1
+𝑛−1. (3)

Заметим, что полученная асимптотическая формула при 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1
3 превращается в

асимптотическую формулу для обобщённой проблемы Эстермана с почти равными слагаемы-
ми, а результаты [3, 4], приведённые в (2), являются частными случаями (3).

В. Н. Чубариков поставил следующую задачу: для фиксированных нецелых значений 𝑐
исследовать короткие тригонометрические суммы вида

𝑆𝑐(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

𝑒
(︀
𝛼[𝑛𝑐]

)︀
,

а также уравнение (1), в котором слагаемое 𝑚𝑛 заменяется на [𝑚𝑐], причём рассматрива-
ется случай почти равных слагаемых.

Первая часть этой задачи была решена в работах [11, 12, 13]. Для сумм 𝑆𝑐(𝛼;𝑥, 𝑦) получена
оценка, равномерная по 𝑐, для всех 𝛼 ∈ [−0.5, 0.5], за исключением малой окрестности нуля,
а также получена асимптотическая формула с остаточным членом, равномерная по 𝑐 при 𝛼
из малой окрестности нуля. Эти результаты позволили доказать асимптотическую формулу
в обобщённой тернарной проблеме Эстермана для нецелых степеней с почти равными слага-
емыми [14, 15, 16], то есть при 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1

2𝑐 L 2 найдена асимптотическая формула для числа
решений уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + [𝑛𝑐] = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
[𝑛𝑐]− 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻,

в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и натуральном 𝑛, где 𝑐 — фиксированное нецелое число, удовлетво-
ряющее условиям

‖𝑐‖ ⩾ 3𝑐
(︀
2[𝑐]+1 − 1

)︀ ln L

L
, 𝑐 >

4

3
+ L −0.3.

В настоящей работе для произвольного фиксированного нецелого 𝑐, удовлетворяющего
условию (4), доказана теорема об асимптотической формуле в обобщённой проблеме Эстер-
мана с почти пропорциональными слагаемыми. Полученный результат представляет собой
обобщение и уточнение основной теоремы из работы [14].

Теорема 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, L = ln𝑁 , 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3
— положительные фиксированные числа, удовлетворяющие 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1, а 𝑐 — фиксиро-
ванное нецелое число, удовлетворяющее условиям

‖𝑐‖ ⩾ 3𝑐
(︀
2[𝑐]+1 − 1

)︀ ln L

L
, 𝑐 >

4

3

(︂
1 +

52 ln L

L

)︂
. (4)

Пусть 𝐽𝑐(𝑁,𝐻) обозначает число решений диофантова уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + [𝑛𝑐] = 𝑁
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в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и натуральном 𝑛 при условиях

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |[𝑛𝑐]− 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻.

Тогда при 𝐻 ⩾ 𝑁 1− 1
2𝑐 L 2 справедлива асимптотическая формула

𝐽𝑐(𝑁,𝐻) =
3𝐻2

𝑐(𝜇3𝑁) 1−
1
𝑐 L 2

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 1− 1
𝑐 L 3

)︂
,

где постоянная под знаком 𝑂 зависит от 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 и 𝑐.

2. Вспомагательные леммы

Лемма 1. [17]. Пусть 2 ⩽ 𝑇0 ⩽ 𝑥, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции.
Тогда

𝜓(𝑥) = 𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌
+𝑅1(𝑥, 𝑇0), 𝑅1(𝑥, 𝑇0, )≪

𝑥L 2
𝑥

𝑇0
.

Лемма 2. [17]. Существует абсолютная постоянная 𝑐 > 0 такая, что 𝜁(𝑠) ̸= 0, в
области

𝜎 ⩾ 1− 𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡) =
𝑐

ln
2
3 (2𝑡+ 2) ln ln(2𝑡+ 2)

,

Лемма 3. [18]. Пусть 𝜀 сколь угодна малая положительная постоянная, и 𝑇
35
108

+𝜀 ⩽
⩽ 𝐻 ⩽ 𝑇 , тогда справедливы оценки

𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝑢, 𝑇 )≪

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑞𝐻)

4
3−2𝑢

(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)9, для
1

2
⩽ 𝑢 ⩽

3

4
,

(𝑞𝐻)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀, для

3

4
⩽ 𝑢 ⩽ 1,

Лемма 4. [19]. Пусть 𝑦 ⩾ 𝑥0.534, тогда справедлива оценка

𝑦

ln𝑥
≪ 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)≪ 𝑦

ln𝑥
.

Лемма 5. [13]. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0 > 0, L𝑥 = ln𝑥, 𝐴 – фиксированное положительное число
больше единицы, 𝑐 – нецелое число с условиями

1 < 𝑐 ⩽ log2 L𝑥 − log2 ln L 6𝐴
𝑥 , ‖𝑐‖ ⩾

(︁
2[𝑐]+1 − 1

)︁
(𝐴+ 1) L −1

𝑥 ln L𝑥. (5)

Тогда при 𝑦 ⩾
√

2𝑐𝑥L 𝐴+𝜃
𝑥 и 𝑥1−𝑐𝑦−1L 𝐴

𝑥 ⩽ |𝛼| ⩽ 0, 5 справедлива оценка

𝑆𝑐(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 ,

где 𝜃 = 0 при 𝑐 ⩾ 1, 1 и 𝜃 = 0, 5 при 𝑐 < 1, 1.

Лемма 6. [13]. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0 > 0, 𝐴 – фиксированное положительное число боль-

ше единицы, 𝑐 – нецелое число, удовлетворяющее условиям (5). Тогда при 𝑦 ⩾
√

2𝑐𝑥
1
2 L 𝐴

𝑥 и
|𝛼| ⩽ 𝑥1−𝑐𝑦−1L 𝐴

𝑥 справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑐(𝛼;𝑥, 𝑦) =
sin𝜋𝛼

𝜋𝛼

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝛼(𝑡𝑐 − 0, 5))𝑑𝑡+𝑂

(︂
𝑦| sin𝜋𝛼|

L 𝐴
𝑥

)︂
.
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Лемма 7. [5] Пусть 𝜇𝑘 — фиксированное действительное число, 0 < 𝜇𝑘 < 1, 𝑁 —

достаточно большое натуральное число, 𝑁𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑘 = 1, 2, 𝑁
1
2 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑁1− 1

30 ,

S(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
∑︁

𝑁𝑘−2𝐻<𝑝⩽𝑁𝑘

𝑒(𝛼𝑝), 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛).

Тогда имеет место соотношение

S(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻)

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑘𝑁)

)︂
.

Лемма 8. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴 — произвольное положительное фиксированное положитель-
ное число, 𝑦 ⩾ 𝑥

5
8 L 1.5𝐴+15

𝑥 и |𝛼| ⩽ 𝑥(2𝜋𝑦2)−1. Тогда справедлива асимптотическая формула:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛) =
sin𝜋𝛼𝑦

𝜋𝛼
𝑒
(︁
𝛼
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
+𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
.

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что

𝑦 = 𝑥
5
8 L 1.5𝐴+15

𝑥 . (6)

Применяя преобразование Абеля в интегральной форме, имеем:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝜓(𝑢)𝑑𝑒(𝛼𝑢) + 𝑒(𝛼𝑥)𝜓(𝑥)− 𝑒(𝛼(𝑥− 𝑦))𝜓(𝑥− 𝑦).

Пользуясь представлением функции Чебышёва в виде суммы по нулям дзета-функции (лемма
1) при 𝑇0 =

(︀
𝑥𝑦−1 + |𝛼|𝑥

)︀
L 𝐴+2

𝑥 , найдем:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

⎛⎝𝑢− ∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

𝑢𝜌

𝜌

⎞⎠ 𝑑𝑒(𝛼𝑢) + 𝑒(𝛼𝑥)

⎛⎝𝑥− ∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌

⎞⎠−
− 𝑒(𝛼(𝑥− 𝑦))

⎛⎝(𝑥− 𝑦)−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

(𝑥− 𝑦)𝜌

𝜌

⎞⎠−
−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑅(𝑢, 𝑇0)2𝜋𝑖𝛼𝑒(𝛼𝑢)𝑑𝑢+ 𝑒(𝜆𝑥)𝑅(𝑥, 𝑇0)− 𝑒(𝛼(𝑥− 𝑦))𝑅(𝑥− 𝑦, 𝑇0).

Применяя к первому интегралу формулу интегрирования по частям, а также пользуясь оцен-
кой для 𝑅(𝑢, 𝑇0) из леммы 1 и значением параметра 𝑇0, найдём

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢)𝑑𝑢−

∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝜌−1𝑒(𝜆𝑢)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝑦

𝑞
1
2 L 𝐴

𝑥

)︃
=

=
sin𝜋𝜆𝑦

𝜋𝜆
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
−𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦) +𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
, (7)

где

𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝐼(𝜌), 𝐼(𝜌) =

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︁
𝛼𝑢+

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢.
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Сумму 𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦) будем оценивать только в случае 𝛼 ⩾ 0. При 𝛼 ⩽ 0, воспользовавшись
соотношением

𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︁
−𝛼𝑢− 𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢 =

=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝜌−1𝑢𝛽−1𝑒

(︁
−𝛼𝑢+

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢 = 𝑊 (−𝛼, 𝑥, 𝑦),

сведем ее оценку к случаю 𝛼 ⩾ 0. Оценивая интеграл 𝐼(𝜌) тривиально, а также по величине
производной первого порядка (см. [20], стр. 359), найдем:

|𝐼(𝜌)| ≪ 𝑥𝛽 min
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

(︂
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢|

)︂
. (8)

Все нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьем на множества 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3 следующим
образом:

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 + 2𝜋𝛼𝑢 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 < −2𝜋𝛼𝑥+ 2𝜋𝛼𝑢− 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝛼𝑥+ 2𝜋𝛼𝑢− 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 ⩽ 2𝜋𝛼𝑢− 2𝜋𝛼(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷3 =

{︂
𝜌 : 2𝜋𝛼𝑢− 2𝜋𝛼(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦
< 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝛼𝑢

}︂
.

Обозначая через 𝑊1, 𝑊2 и 𝑊3 соответственно суммы модулей интеграла 𝐼(𝜌) по нулям при-
надлежащим множествам 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3, имеем:

|𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦)| ⩽
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

|𝐼(𝜌)| = 𝑊1 +𝑊2 +𝑊3. (9)

В отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 функция 2𝜋𝛼𝑢 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
𝐷1 и левой границы 𝐷3 соответственно имеем

−2𝜋𝛼𝑥+ 2𝜋𝛼𝑢− 𝑥

𝑦
⩽ −𝑥

𝑦
, 2𝜋𝛼𝑢− 2𝜋𝛼(𝑥− 𝑦) +

𝑥

𝑦
⩾
𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 принадлежит соответственно 𝐷1, 𝐷2 или 𝐷3, то соответственно

𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 < −𝑥
𝑦
, −𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 ⩽

𝑥

𝑦
, 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 >

𝑥

𝑦
.

Поэтому для монотонной возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 на отрезке 𝑥− 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 справед-
ливы следующие соотношения

min
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

|𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢| = − max
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

(𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢) = −𝛾 − 2𝜋𝛼𝑥 ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷1,

−𝑥
𝑦
− 2𝜋𝛼𝑦 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢 ⩽

𝑥

𝑦
+2𝜋𝛼𝑦, если 𝜌 ∈ 𝐷2,

min
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

|𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢| = min
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

(𝛾 + 2𝜋𝛼𝑢) = 𝛾 + 2𝜋𝛼(𝑥− 𝑦) ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда, с учетом оценки (8) для 𝑊1, 𝑊2, и 𝑊3, находим

𝑊1 ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝛼𝑥
, 𝑊2 ≪

∑︁
𝜌∈𝐷2

𝑦𝑥𝛽−1, 𝑊3 ≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝛼(𝑥− 𝑦)
.
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Суммы 𝑊1 и 𝑊3 оцениваются одинаково. Оценим 𝑊1. Все нули в множестве

𝐷1 =

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
< −𝛾 − 2𝜋𝛼𝑥 ⩽ 𝑇0 − 2𝜋𝛼𝑥

}︂
,

разобьем на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑟, 𝑟 ≪ ln𝑇0 ≪ ln𝑥 следующим образом: в класс 𝐷1𝑛 отнесем
те нули 𝜌, для которых выполняется условия:

𝑛𝑥

𝑦
< −𝛾 − 2𝜋𝛼𝑥 ⩽

(𝑛+ 1)𝑥

𝑦
.

Поэтому

𝑊1 ≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝜆𝑥
⩽
𝑦

𝑥

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽
𝑦L𝑥

𝑥
max
1⩽𝑛⩽𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽
𝑦L𝑥

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Оценим 𝑊2. Представляя множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =

{︂
𝜌 : 𝑇1 − 2𝜋𝛼𝑦 − 2𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1

}︂
, 𝑇1 = 2𝜋𝛼𝑥+

𝑥

𝑦
⩽ 𝑇0,

и имея в виду, что при 𝛼 ⩽ 𝑥
(︀
2𝜋𝑦2

)︀−1
для длины множества 𝐷2 выполняется неравенство

2𝜋𝜆𝑦 +
2𝑥

𝑦
⩽

3𝑥

𝑦
,

а также пользуясь тривиальной оценкой интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆), то есть первой оценкой (8), имеем

𝑊2 ⩽
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌)| ≪ 𝑦

𝑥

∑︁
𝜌∈𝐷2

𝑥𝛽 ⩽
3𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
⩽−𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ 𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
⩽𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Подставляя в (9) полученные оценки для 𝑊1, 𝑊2 и 𝑊3, имеем:

𝑊 (𝛼, 𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L𝑥

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

V, V =
∑︁

𝑇−𝑥
𝑦
⩽𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽. (10)

Оценку суммы V сведём к оценке количества нулей дзета-функции Римана в узких прямо-
угольниках критической полосы. Имеем

V =
∑︁

𝑇−𝑥𝑦−1<𝛾⩽𝑇

(︂∫︁ 𝛽

0
𝑥𝑢𝑑𝑢+ 1

)︂
= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝑇−𝑥𝑦−1<𝛾⩽𝑇

𝛽⩾𝑢

𝑑𝑢+
∑︁

𝑇−𝑥𝑦−1<𝛾⩽𝑇

1

= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢
(︀
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
𝑑𝑢+

(︀
𝑁(𝑇 )−𝑁(𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
.

Отсюда, принимая во внимание, что нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+𝑖𝛾 расположены симметрично
относительно критической прямой 𝜎 = 0.5, получаем

V ⩽ L𝑥

∫︁ 1

0,5
𝑥𝑢
(︀
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
𝑑𝑢+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂(︀
𝑁(𝑇 )−𝑁(𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
⩽

⩽ L𝑥 max
𝑢⩾0,5

𝑥𝑢
(︀
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑥𝑦−1, 𝜒)

)︀
+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂(︀
𝑁(𝑇 )−𝑁(𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
⩽

⩽ 2L𝑥 max
𝑢⩾0,5

𝑥𝑢
(︀
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
.
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Согласно лемме 2 функция 𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡) не имеет нулей в области

𝜎 ⩾ 1− 𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡) =
𝑐

ln
2
3 (2𝑡+ 2) ln ln(2𝑡+ 2)

.

Следовательно, учитывая, что 𝛿(𝑇 ) ⩾ 𝛿(𝑇0), получаем

V ⩽ 2L𝑥 max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
(︀
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑥𝑦−1)

)︀
, 𝛿 = 𝛿(𝑇0).

Подставляя правую часть этого неравенства в (10), найдём

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L𝑥

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
(︂
𝑁(𝑢, 𝑇 )−𝑁

(︂
𝑢, 𝑇 − 𝑥

𝑦
, 𝜒

)︂)︂
. (11)

Из соотношения |𝑇 | ⩽ 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝛼|𝑥

)︀
L 𝐴+2

𝑥 , 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 𝑥
(︀
2𝜋𝑦2

)︀−1
и условия (6), имеем

𝑇

(𝑥𝑦−1)3
⩽

(︂
𝑦2

𝑥2
+ 𝛼

𝑦3

𝑥2

)︂
L 𝐴+2

𝑥 ⩽

(︂
𝑦2

𝑥2
+

𝑦

2𝜋𝑥

)︂
L 𝐴+2

𝑥 ⩽ 1.

Следовательно, для правой части неравенства (11) выполняется условие 𝑥
𝑦 ⩾ 𝑇

1
3 , то есть к

этой сумме можно применить плотностную теорему для узких прямоугольников критической
полосы (лемма 3). Полагая в этой лемме 𝜀 = 𝛿

3 −
𝛿2

1−𝛿 , получаем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ A1 + A2, (12)

A1 =
𝑦L 10

𝑥

𝑥
max

0.5⩽𝑢⩽0.75
𝑥𝑢
(︂
𝑥

𝑦

)︂ 4−4𝑢
3−2𝑢

,

A2 =
𝑦L𝑥

𝑥
max

0.75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑥𝑢
(︂
𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

.

Оценка A1. Имеем

A1 =
𝑥L 10

𝑥

𝑦
max

0,5⩽𝑢⩽0,75
𝑓1(𝑢), 𝑓1(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑥

𝑦

)︂ 1
𝑢−1,5

> 0,

𝑓 ′1(𝑢) = 𝑓1(𝑢)

(︃
ln𝑥+

ln
(︀ 𝑦
𝑥

)︀
(𝑢− 1, 5)2

)︃
=

𝑓1(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln

𝑦

𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
.

Из условий (6) и из соотношения

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

следует, что

ln
𝑦

𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
⩾ ln

𝑦𝑥
5
8 L 1,5𝐴+15

𝑥

𝑥
7
16

= ln𝑥
3
16 L 1,5𝐴+15

𝑥 > ln𝑥
1
5 > 0.

Отсюда в свою очередь получаем, что на отрезке 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75 выполняется неравенство

𝑓 ′1(𝑢) ⩾
𝑓(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln𝑥

1
5 > 0,
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то есть 𝑓 ′1(𝑢) положительна и 𝑓1(𝑢) возрастающая функция в интервале 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75.
Воспользовавшись этим свойством, а затем соотношением (6), имеем

A1 =
𝑥L 10

𝑥

𝑦
𝑓1(0.75) =

𝑥L 10
𝑥

𝑦
𝑥

3
4

(︂
𝑥

𝑦

)︂− 4
3

= 𝑦 ·

(︃
𝑥

5
8 L 15

𝑥

𝑦

)︃ 2
3

= 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Оценка A2. Имеем

A2 =
𝑦3−𝜀L𝑥

𝑥3−𝜀
max

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢

> 0, 𝛿 = 𝛿(𝑇0).

𝑓 ′2(𝑢) = 𝑓2(𝑢)

(︃
ln𝑥+

ln
(︀ 𝑦
𝑥

)︀
𝑢2

)︃
=
𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln

𝑦

𝑥1−𝑢2 .

Из условий (6) и из соотношения

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

(︀
−𝑢2 + 1

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 1

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

следует, что

𝑦

𝑥1−𝑢2 ⩾
𝑥

5
8 L 1,5𝐴+15

𝑥

𝑥
7
16

⩾ 𝑥
3
16 L 1,5𝐴+15

𝑥 .

Отсюда, в свою очередь, получаем, что на отрезке 0, 75 ⩽ 𝑢 ⩽ 1− 𝛿 выполняется неравенство

𝑓 ′2(𝑢) ⩾
𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln𝑥

3
16 > 0,

то есть 𝑓 ′2(𝑢) положительна и 𝑓2(𝑢) возрастающая функция в интервале 0, 75 ⩽ 𝑢 ⩽ 1 − 𝛿.
Воспользовавшись этим свойством, имеем

A2 =
𝑦3−𝜀L𝑥

𝑥3−𝜀
𝑥1−𝛿

(︂
𝑥

𝑦

)︂ 2
1−𝛿

= 𝑦 · 𝑥
2𝛿
1−𝛿

−𝛿+𝜀L𝑥

𝑦
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
= 𝑦L𝑥

⎛⎝𝑥 𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀

=

= 𝑦L𝑥

(︃
𝑥
5
8L 1,5𝐴+15

𝑥

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)L −1,5𝐴−15

𝑥

)︃ 2𝛿
1−𝛿

+𝜀

, 𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
− 5

8
.

Отсюда, и из соотношения (6), получим

A2 ≪ 𝑦 · 𝑥𝑓(𝛿,𝜀)
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

1−𝛿 L𝑥.

Далее при 𝜀 = 𝛿
3 −

𝛿2

1−𝛿 , воспользовавшись соотношением

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
=
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
− 5(2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀)

8(1− 𝛿)
=

=
−2𝛿 + 8𝛿2 + 3(1− 𝛿)𝜀

8(1− 𝛿)
= −𝛿

8
+

3(1− 𝛿)𝜀− 𝛿 + 7𝛿2

8(1− 𝛿)
= −𝛿

8
,

находим

A2 ≪ 𝑦𝑥−0,125𝛿L𝑥 = 𝑦L𝑥 exp (−0, 125𝛿L ) . (13)
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Пользуясь условиями 𝛼 ⩽ 𝑥
(︀
2𝜋𝑦2

)︀−1
и (6), имеем

𝑇0 =

(︂
𝑥

𝑦
+ 𝛼𝑥

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ⩽

(︂
𝑥

𝑦
+

𝑥2

2𝜋𝑦2

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ⩽
𝑥2

𝑦2
L 𝐴+3

𝑥 = 𝑥
3
4 L −2𝐴−33

𝑥 < 𝑥
4
5 ,

Воспользовавшись этим неравенством, оценим снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑇0):

𝛿(𝑇0) =
𝑐1

(ln(2𝑇0 + 2))
2
3 ln ln(2𝑇0 + 2)

⩾
𝑐1

L
2
3
𝑐 ln L𝑥

⩾ 𝑐1L
−0.6
𝑥 .

Поэтому из (13) получаем

A2 ≪ 𝑦L𝑥 exp
(︀
−0, 125𝑐1L

0.4
𝑥

)︀
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Подставляя эту оценку и оценку для суммы A1 в (12), имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Из этой оценки и (7) получим утверждение леммы 8.

2.1. Доказательство теоремы

Не ограничивая общности, будем считать, что

𝐻 = 𝑁1− 1
2𝑐 L 2. (14)

Вводя обозначения 𝑁 𝑐
3 = 𝜇3𝑁 +𝐻 и (𝑁3 −𝐻3)

𝑐 = 𝜇3𝑁 −𝐻, а затем пользуясь определением
суммы 𝑆𝑐(𝛼;𝑥, 𝑦), имеем∑︁

|[𝑛𝑐]−𝜇3𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼[𝑛𝑐]) =
∑︁

(𝑁3−𝐻3)𝑐+{𝑛𝑐}⩽𝑛𝑐⩽𝑁𝑐
3+{𝑛𝑐}

𝑒(𝛼[𝑛𝑐]) =

=
∑︁

(𝑁3−𝐻3)𝑐<𝑛𝑐⩽𝑁𝑐
3

𝑒(𝛼[𝑛𝑐]) + 𝜃31 + 𝜃32 = 𝑆𝑐 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃3, (15)

где 𝜃3 = 𝜃31 + 𝜃32, причём 𝜃31 и 𝜃32 определяются следующим образом:

� |𝜃31| = 1, если в интервале
[︁
𝑁3 −𝐻3, ((𝑁3 −𝐻3)

𝑐 + {𝑛𝑐})
1
𝑐

]︁
длина которого меньше еди-

ницы, существует целое число, и |𝜃32| = 0 в противном случае;

� |𝜃32| = 1, если в полуинтервале
(︁
𝑁3, (𝑁 𝑐

3 + {𝑛𝑐})
1
𝑐

]︁
длина которого также меньше еди-

ницы, существует целое число, и |𝜃32| = 0 в противном случае.

Для параметров 𝑁3 и 𝐻3 справедливы следующие соотношения, которыми далее неодно-
кратно будем пользоваться

𝑁3 = (𝜇3𝑁 +𝐻)
1
𝑐 = (𝜇3𝑁)

1
𝑐

(︂
1 +

𝐻

𝜇3𝑁

)︂ 1
𝑐

= (𝜇3𝑁)
1
𝑐

(︂
1 +

𝐻

𝑐𝜇3𝑁
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2

)︂)︂
, (16)

𝐻3 = (𝜇3𝑁 +𝐻)
1
𝑐 − (𝜇3𝑁 −𝐻)

1
𝑐 =

2𝐻

𝑐(𝜇3𝑁)1−
1
𝑐

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2− 1
𝑐

)︂
. (17)

Пользуясь соотношением (15) и обозначениями

S1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
∑︁

𝑁𝑘−2𝐻<𝑝⩽𝑁𝑘

𝑒(𝛼𝑝), 𝑁𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑘 = 1, 2;
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𝐽𝑐(𝑁,𝐻) — число решений диофантова уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + [𝑛𝑐] = 𝑁,

относительно простых чисел 𝑝1, 𝑝2 и натуральных чисел 𝑛 с условиями

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |[𝑛𝑐]− 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻,

представим в виде

𝐽𝑐(𝑁,𝐻) =

∫︁ 0,5

−0.5
𝑒(−𝛼𝑁)

∑︁
|𝑝1−𝜇1𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑝1)
∑︁

|𝑝2−𝜇2𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑝2)
∑︁

|[𝑛𝑐]−𝜇3𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼[𝑛𝑐]) =

=

∫︁ 0.5

−0.5
𝑒(−𝛼𝑁) (S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻) + 𝜃1) (S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻) + 𝜃2) (𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃3) 𝑑𝛼, (18)

где |𝜃𝑘|, (при 𝑘 = 1, 2) равен 1, если соответственно нижние пределы тригонометрических
сумм S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻), S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻), 𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3), то есть числа 𝑁1 − 2𝐻, 𝑁2 − 2𝐻, 𝑁3 − 𝐻3

целые числа, и 0 в противном случае. Перемножая скобки в подинтегральной функции в (18),
получим

𝐽𝑐(𝑁,𝐻) =

∫︁ 0.5

−0.5
𝑒(−𝛼𝑁)S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)𝑑𝛼+ R1, (19)

R1 =

∫︁ 0.5

−0.5
𝑒(−𝛼𝑁) (𝜃3S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻) + 𝜃1𝜃2𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)+

+𝜃2S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃1𝜃3S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)+

+𝜃1S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃2𝜃3S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)) 𝑑𝛼.

В R1, переходя к оценкам, пользуясь неравенством Коши, а затем соотношениями∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻)|2𝑑𝛼 = 𝜋(𝑁𝑘)− 𝜋(𝑁𝑘 − 2𝐻) ⩽ 2𝐻, 𝑘 = 1, 2;∫︁ 0.5

−0.5
|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼 = [𝑁3]− [𝑁3 −𝐻3] ⩽ 𝐻3 + 1≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑐

,

где при выводе второго из них используется соотношение (17), имеем

R1 ⩽

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

+

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 0.5

−0.5
|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

+

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 0.5

−0.5
|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 0.5

−0.5
|S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

≪

≪ 𝐻 +

(︂
𝐻

𝑁1− 1
𝑐

)︂ 1
2

+

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐

)︂ 1
2

+𝐻
1
2 ≪ 𝐻 ≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 3

.

Отсюда и из (19), имеем

𝐽𝑐(𝑁,𝐻) =

∫︁ 0.5

−0.5
F(𝛼)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 3

)︂
,

F(𝛼) =S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3).
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Отрезок интегрирования [−0, 5, 0, 5] разделим на точки двух классов. К точкам первого класса
отнесем интервал

M = [−æ,æ], где æ = (2𝑐𝐻)−1 L 2.

Оставшиеся интервалы

m+ = [æ, 0, 5] и m− = [−0, 5,−æ]

отнесем к точкам второго класса. Обозначим через 𝐼(M), 𝐼(m+) и 𝐼(m−) соответственно ин-
тегралы по множествам M, m+ и m−. Будем иметь

𝐽𝑐(𝑁,𝐻) = 𝐼(M) + 𝐼(m+) + 𝐼(m−).

В последней формуле первый член, то есть 𝐼(M) доставляет главный член асимптотической
формулы для 𝐽𝑐(𝑁,𝐻), а 𝐼(m+) и 𝐼(m−) входят в его остаточный член.

2.2. Оценка интегралов 𝐼(m+) и 𝐼(m−)

Имеем

𝐼(m+) =

∫︁
m+

𝑒(−𝛼𝑁)S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)𝑑𝛼.

Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для интегралов, находим

𝐼(m+)≪ max
𝛼∈m+

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|
∫︁ 1

0
|S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)||S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|𝑑𝛼 =

= max
𝛼∈m+

|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|
(︂∫︁ 1

0
|S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2
(︂∫︁ 1

0
|S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

=

= max
𝛼∈m+

|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)| (𝜋 (𝜇1𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇1𝑁 −𝐻))
1
2 (𝜋 (𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇2𝑁 −𝐻))

1
2 .

Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы, c учётом соот-
ношения

𝐻 = 𝑁1− 1
2𝑐 L 2 ⩾ 𝑁

5
8 L 2 ⩾ (𝜇𝑘𝑁 +𝐻)0.534 , 𝑘 = 1,

леммы 4, найдём

𝜋(𝜇𝑘𝑁 +𝐻)− 𝜋(𝜇𝑘𝑁 −𝐻)≪ 𝐻

L
.

Следовательно

𝐼(m+)≪ 𝐻

L
max
𝛼∈m+

|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)|. (20)

Оценим 𝑆𝑐(𝛼,𝑁3, 𝐻3) для 𝛼 из множества m+, используя лемму 5 в случае 𝑐 > 1, 1 при

𝐴 = 2, 𝑥 = 𝑁3, 𝑦 = 𝐻3,

а также проверим выполнение каждого из следующих условий:

‖𝑐‖ ⩾ 3
(︁

2[𝑐]+1 − 1
)︁ ln ln𝑁3

ln𝑁3
, (21)

𝐻3 ⩾
√︀

2𝑐𝑁3(ln𝑁3)
2, (22)

æ = (2𝑐𝐻)−1L 2 ⩾
(ln𝑁3)

2

𝐻3𝑁
𝑐−1
3

. (23)
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Воспользовавшись определением параметра 𝑁3 = (𝜇3𝑁 +𝐻)
1
𝑐 , имеем

ln𝑁3 =
1

𝑐
ln

(︂
𝑁

(︂
𝜇3 +

𝐻

𝑁

)︂)︂
=

1

𝑐

(︂
L + ln

(︂
𝜇3 +

𝐻

𝑁

)︂)︂
=

=
L

𝑐

(︃
1 +

ln
(︀
𝜇3 + 𝐻

𝑁

)︀
L

)︃
=

L

𝑐
(1 + R(𝑛)) , R(𝑛)≪ L −1. (24)

Логарифмируя обе части последнего равенства, находим

ln ln𝑁3 = ln L − ln 𝑐+ ln

(︃
1 +

ln
(︀
𝜇3 + 𝐻

𝑁

)︀
L

)︃
= ln L +𝑂(1) = ln L

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln L

)︂)︂
. (25)

Воспользовавшись формулами (24) и (25), получим

ln ln𝑁3

ln𝑁3
=
𝑐 ln L

L
· 1

1 + R(𝑁)

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln L

)︂)︂
=
𝑐 ln L

L

(︂
1 +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln L

)︂)︂
=

=
𝑐 ln L

L
+𝑂

(︂
1

ln L

)︂
.

Отсюда и из условия ‖𝑐‖ ⩾ 3
(︀
2[𝑐]+1 − 1

)︀ 𝑐 ln L

L
, следует, что

‖𝑐‖ ⩾ 3
(︁

2[𝑐]+1 − 1
)︁(︂ ln ln(𝑁1 +𝐻1)

ln(𝑁1 +𝐻1)
+𝑂

(︂
1

L

)︂)︂
,

то есть выполняется условие (21). Используя соотношения (17), (14), (16) и (24), можно уста-
новить справедливость условия (22):

𝐻3√
2𝑐𝑁3(ln𝑁3)2

=

2𝑁1− 1
2𝑐 L 2

𝑐(𝜇3𝑁)1−
1
𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
(︂

2𝑐(𝜇3𝑁)
1
𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂)︂ 1
2
(︂

L

𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂)︂2
=

=

√
2𝑐

𝜇
1− 1

2𝑐
3

(︂
1 +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂
> 1.

Аналогично, используя соотношения (24), (17) и (16), получаем:

ln2𝑁3

𝐻3𝑁
𝑐−1
3

=

(︂
L

𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂)︂2

2𝐻

𝑐(𝜇3𝑁)1−
1
𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂(︂
(𝜇3𝑁)

1
𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂)︂𝑐−1 =

=
L 2

2𝑐𝐻

(︂
1 +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂
= æ +𝑂

(︁ æ

L

)︁
. (26)

Из условия 𝛼 ∈ m+ = [æ, 0.5] следует условие (23). Таким образом, согласно лемме 5, с учетом
соотношений (17), имеем

𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)≪
𝐻3

(ln𝑁3)2
≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑐 L 2

.

Подставляя эту оценку в (20), найдем

𝐼(m+)≪ 𝐻

L
· max
𝛼∈m+

|𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3)| ≪
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 3

.

Модули интегралов 𝐼(m+) и 𝐼(m−) совпадают, поэтому последняя оценка справедлива и для
𝐼(m−).
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2.3. Вычисление интеграла 𝐼(M)

По определению интеграла 𝐼(M) имеем:

𝐼(M) =

∫︁ æ

−æ
F(𝛼)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼, æ =

L 2

2𝑐𝐻
, (27)

F(𝛼) = S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3).

Пользуясь условием 𝑐 ⩾
4

3

(︂
1 + 52

ln L

L

)︂
и формулой суммы бесконечно убывающей геомет-

рической прогрессии, множитель которого равен
52 ln L

L
, имеем

3

8
− 1

2𝑐
=

3

8

(︂
1− 4

3𝑐

)︂
⩾

3

8

(︃
1−

(︂
1 +

52 ln L

L

)︂−1
)︃

=
3

8

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(︂
52 ln L

L

)︂𝑘

>

>
3

8

(︂
52 ln L

L
− 522 ln2 L

L 2

)︂
= 18.5

ln L

L
+

ln L

L

(︂
1− 1014

ln L

L

)︂
> 18.5

ln L

L
. (28)

Для нахождения асимптотической формулы функции F(𝛼;𝑁,𝐻) сначала определим
асимптотическое поведение суммы 𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) при 𝑘 = 1, 2. Полагая

𝑥 = 𝑁𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑦 = 2𝐻, 𝐴 = 3,

применим к этим суммам лемму 8. Проверим выполнение следующих двух условий этой лем-
мы:

2𝐻 ⩾ (𝜇𝑘𝑁 +𝐻)
5
8 (ln(𝜇𝑘𝑁 +𝐻))19.5, æ = (2𝑐𝐻)−1 L 2 ⩽

𝜇𝑘𝑁 +𝐻

8𝜋𝐻2
. (29)

Используя условие (14) и для краткости введя обозначение

𝑐2 = 2

(︂
𝜇𝑘 +

𝐻

𝑁

)︂− 5
8

(︃
1 +

ln
(︀
𝜇𝑘 + 𝐻

𝑁

)︀
L

)︃−19.5

,

а затем применяя неравенство (28), последовательно получаем

2𝐻

(𝜇𝑘𝑁 +𝐻)
5
8 (ln(𝜇𝑘𝑁 +𝐻))19.5

=
2𝑁1− 1

2𝑐 L 2

(𝜇𝑘𝑁 +𝐻)
5
8 (ln(𝜇𝑘𝑁 +𝐻))19.5

= 𝑐2𝑁
3
8
− 1

2𝑐 L −17.5 =

= 𝑐2 exp

(︂(︂
3

8
− 1

2𝑐

)︂
L − 17.5 ln L

)︂
> 𝑐2 exp

(︂
18.5

ln L

L
·L − 17.5 ln L

)︂
= 𝑐2L ,

то есть выполняется первое условие (29). Далее, используя условие (14), покажем, что второе
условие (29) также выполняется:

æ

𝑥(2𝜋𝑦)−2
=

(2𝑐𝐻)−1L 2

(𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻)(2𝜋 · 2𝐻)−2
=

8𝜋2𝐻L 2

𝑐(𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻)
=

8𝜋2

𝑐
(︀
𝜇𝑘 + 2𝐻

𝑁

)︀ · L 2

𝑁
1
2𝑐

< 1.

Таким образом, оба условия леммы 8 выполнены, и поэтому имеем

𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
sin 2𝜋𝛼𝐻

𝜋𝛼
𝑒 (𝛼𝜇𝑘𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

L 3

)︂
.

Используя лемму 7, сумму S1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻), 𝑘 = 1, 2, выражаем через сумму 𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻), а
затем, пользуясь последней формулой, получаем

S1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻)

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁L

)︂
=

1

ln(𝜇𝑘𝑁)

sin 2𝜋𝛼𝐻

𝜋𝛼
𝑒(𝛼𝜇𝑘𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

L 4

)︂
.
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Отсюда, и из соотношения
sin 2𝜋𝛼𝐻

𝜋𝛼
≪ 𝐻, найдём

S1(𝛼;𝑁1, 2𝐻)S1(𝛼;𝑁2𝑁, 2𝐻) =
sin2 2𝜋𝛼𝐻

𝜋2𝛼2

𝑒(𝛼(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

L 5

)︂
. (30)

Теперь, используя лемму 6 при 𝐴 = 2, 𝑥 = 𝑁3, 𝑦 = 𝐻3, найдем асимптотическое поведение
суммы

𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) =
∑︁

𝑁3−𝐻3<𝑛⩽𝑁3

𝑒(𝛼[𝑛𝑐]), 𝛼 ∈ [−æ, æ].

Условия (21) и (22) леммы 5, выполнение которых было продемонстрировано при оценке
𝐼(m+), совпадают с условиями леммы 6. При оценке суммы 𝑆𝑐(𝛼,𝑁3, 𝐻3) для 𝛼 из множе-
ства m+ в (26) показано, что имеет место

ln2𝑁3

𝐻3𝑁
𝑐−1
3

= æ +𝑂
(︁ æ

L

)︁
.

Из этой формулы и условия 𝛼 ∈M = [−æ,æ] непосредственно следует выполнение условия

|𝛼| ⩽ ln2𝑁3

𝐻3𝑁
𝑐−1
3

.

Следовательно, согласно лемме 6, имеем

𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) =
sin𝜋𝛼

𝜋𝛼

∫︁ 𝑁3

𝑁3−𝐻3

𝑒(𝛼(𝑡𝑐 − 0, 5))𝑑𝑡+𝑂

(︂
𝐻3| sin𝜋𝛼|
(ln(𝑁3)

2

)︂
. (31)

Оценивая остаточный член последней формулы с использованием соотношений (24) и (17),
получаем

𝐻3| sin𝜋𝛼|
(ln(𝑁3)

2 ⩽
𝐻3 sin𝜋æ

(ln(𝑁3)
2 ≪

𝐻3

L 2
· sin

(︂
𝜋L 2

2𝑐𝐻

)︂
≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑐 L 2

· L
2

𝐻
≪ 1

𝑁1− 1
𝑐

.

Подставляя эту оценку в правую часть формулы (31), находим

𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻) =
1− 𝑒(−𝛼)

2𝜋𝑖𝛼

∫︁ 𝑁3

𝑁3−𝐻3

𝑒(𝛼𝑡𝑐)𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝑁1− 1
𝑐

)︂
=

=
𝐻3(1− 𝑒(−𝛼))

2𝜋𝑖𝛼
𝛾𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) +𝑂

(︂
1

𝑁1− 1
𝑐

)︂
, (32)

𝛾𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒 (𝛼(𝑁3 +𝐻3(𝑡− 0.5))𝑐) 𝑑𝑡. (33)

Найдем асимптотическую формулу для интеграла 𝛾𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻3). Пользуясь соотношениями

𝑁 𝑐
3 = 𝜇3𝑁 +𝐻, 𝐻2

3𝑁
𝑐−2
3 ≪ 𝐻2

𝑁2− 2
𝑐

·𝑁
𝑐−2
𝑐 =

𝐻2

𝑁
,

𝑐𝐻3𝑁
𝑐−1
3 = 𝑐

(︃
2𝐻

𝑐(𝜇3𝑁)1−
1
𝑐

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2− 1
𝑐

)︂)︃
(𝜇3𝑁)

𝑐−1
𝑐

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
= 2𝐻 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁

)︂
,

которые следуют из соотношений (17) и (16), получаем

(𝑁3 +𝐻3(𝑡− 0.5))𝑐 = 𝑁 𝑐
3

(︂
1 +

𝐻3(𝑡− 0.5)

𝑁3

)︂𝑐

= 𝑁 𝑐
3

(︂
1 +

𝑐𝐻3(𝑡− 0.5)

𝑁3
+𝑂

(︂
𝐻2

3

𝑁2
3

)︂)︂
=

= 𝑁 𝑐
3 + 𝑐𝐻3𝑁

𝑐−1
3 (𝑡− 0.5) +𝑂

(︀
𝐻2

3𝑁
𝑐−2
3

)︀
=

= 𝜇3𝑁 +𝐻 + 2𝐻(𝑡− 0.5) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁

)︂
= 𝜇3𝑁 + 2𝐻𝑡+ R2, R2 ≪

𝐻2

𝑁
.
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Отсюда и из (33), учитывая, что 𝑒(𝛼R2)− 1≪ |𝛼|R2 и |𝛼| ≪ L 2𝐻−1, получаем

𝛾(𝛼;𝑁3, 𝐻3) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒 (𝛼 (𝜇3𝑁 + 2𝐻𝑡+ R2)) 𝑑𝑡 = 𝑒 (𝜇3𝑁𝛼)

sin (2𝜋𝛼𝐻)

2𝜋𝛼𝐻
+𝑂

(︂
𝐻L 2

𝑁

)︂
. (34)

Используя формулу Тейлора для функций cos 2𝜋𝛼 и sin 2𝜋𝛼 в окрестности нуля |𝛼| ⩽ æ,
найдем

1− 𝑒(−𝛼)

2𝜋𝑖𝛼
=

1− cos 2𝜋𝛼+ 𝑖 sin 2𝜋𝛼

2𝜋𝑖𝛼
=

1− (1 +𝑂(𝛼2)) + 2𝜋𝑖𝛼+𝑂(𝛼3)

2𝜋𝑖𝛼
= 1 +𝑂

(︂
L 2

𝐻

)︂
. (35)

Далее, перемножая почленно формулы (34) и (35) и воспользовавшись неравенством⃒⃒⃒⃒
sin (2𝜋𝛼𝐻)

2𝜋𝛼𝐻

⃒⃒⃒⃒
≪ 1, получим

1− 𝑒(−𝛼)

2𝜋𝑖𝛼
𝛾(𝛼;𝑁3, 𝐻3) = (𝑒 (𝜇3𝑁𝛼)

sin (2𝜋𝛼𝐻)

2𝜋𝛼𝐻
+𝑂

(︂
𝐻L 2

𝑁

)︂
.

Отсюда и из (32) получим

𝑆𝑐(𝛼;𝑁3, 𝐻) = 𝐻3
sin(2𝜋𝛼𝐻)

2𝜋𝛼𝐻
𝑒(𝜇3𝑁𝛼) +𝑂

(︂
𝐻2L 2

𝑁2− 1
𝑐

)︂
. (36)

Почленно перемножая формулы (30) и (36), а затем оценивая остаточный член этого про-
изведения, обозначенный через R4, с использованием неравенства | sin(2𝜋𝛼𝐻)| ≪ |2𝜋𝛼𝐻| и
соотношения (17), получаем

F(𝛼) =
𝐻3

2𝐻 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
· sin3 2𝜋𝛼𝐻

𝜋3𝛼3
𝑒(𝛼(𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3)𝑁) + R4,

R4 ≪
sin2 2𝜋𝛼𝐻

𝜋2𝛼2L 2
· 𝐻

2L 2

𝑁2− 1
𝑐

+
𝐻3| sin(2𝜋𝐻𝛼)|
|2𝜋𝐻𝛼|

𝐻2

L 5
+

𝐻4

𝑁2− 1
𝑐 L 3

≪

≪ 𝐻4

𝑁2− 1
𝑐

+
𝐻3

𝑁1− 1
𝑐 L 5

+
𝐻4

𝑁2− 1
𝑐 L 3

≪ 𝐻3

𝑁1− 1
𝑐 L 5

.

Подставляя выражение для функции F(𝛼), то есть правую часть последней формулы, в (27),
получаем

𝐼(M) =
𝐻3

2𝐻 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
𝐽(𝐻) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 3

)︂
, (37)

𝐽(𝐻) =

∫︁ æ

−æ

sin3 2𝜋𝛼𝐻

𝜋3𝛼3
𝑑𝛼.

Заменяя 𝐽(𝐻) близким к нему несобственным интегралом, не зависящим от L , и используя
формулу (см. [21], стр. 174)

∞∫︁
0

sin𝑛𝑚𝑢

𝑢𝑛
𝑑𝑢 =

𝜋𝑚𝑚−1

2𝑛(𝑛− 1)!

[︂
𝑛𝑛−1 − 𝑛

1!
(𝑛− 2)𝑛−1 +

𝑛(𝑛− 1)

2!
(𝑛− 4)𝑛−1 + . . .

]︂
,

при 𝑚 = 1 и 𝑛 = 3, найдём

𝐽(𝐻) =
8𝐻2

𝜋

∫︁ 2𝜋æ𝐻

0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢 =

8𝐻2

𝜋

(︂∫︁ ∞

0

sin3

𝑢3
𝑑𝑢−

∫︁ ∞

2𝜋æ𝐻

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢

)︂
=

=
8𝐻2

𝜋

∫︁ ∞

0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︂
𝐻

L 6

)︂
= 3𝐻2 +𝑂

(︂
𝐻2

L 6

)︂
.
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Подставляя значение интеграла 𝐽(𝐻) в формулу (37), найдём

𝐼(M) =
3𝐻𝐻3

2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 𝐴

)︂
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 8

)︂
.

Воспользовавшись формулой (17) и соотношением

1

ln(𝜇𝑘𝑁)
− 1

L
=

− ln𝜇𝑘
(L − ln𝜇𝑘)L

≪ 1

L 2
,

получим

𝐼(M) =
3𝐻2

𝑐(𝜇3𝑁)1−
1
𝑐 L 2

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑐 L 3

)︂
.

Теорема доказана. 2
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