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Аннотация

Рассмотрим последовательности целых чисел 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , удовлетво-

ряющие условиям

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, ...

и рассмотрим функции

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 .

В работе устанавливаются условия, при которых совокупность функций

1, 𝑒𝑧, 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 2, ..., 𝑇𝑗

линейно независима над C(𝑧) и для любого рационального числа 𝛾 ̸= 0 их значения в
точке 𝛾 линейно независимы. Получена оценка меры линейной независимости этих чисел.
Результат может быть использован при построении псевдослучайных чисел.
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Abstract

We consider sets of integers 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 which satisfy conditions

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, ...

and functions

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 .

We find conditions under which the set of functions

1, 𝑒𝑧, 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 2, ..., 𝑇𝑗

is linearly independent over C(𝑧) and for any rational 𝛾 ̸= 0 their values at 𝛾 are linearly
independent numbers.An estimate of the measure of linear independence of these numbers is
obtained. The result can be used to generate pseudo-random numbers.
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1. Введение

Работа продолжает исследования, начатые в статье [1]. Предлагается экономный подход
к построению совокупностей псевдослучайных чисел, основанный на рассмотрении значений
совокупностей 𝐸−функций с периодическими коэффициентами в рациональных точках. Уста-
навливается, что эти функции линейно независимы с 1 над полем C(𝑧), а их значения линейно
независимы. Также получена оценка линейной формы от этих значений. Используется метод
Зигеля - Шидловского [2] и подход, предложенный в работе В.Х Салихова [3] к исследованию
совокупностей 𝐸−функций, составляющих решение системы линейных дифференциальных
уравнений первого порядка.
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2. Основной результат

Пусть 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚−попарно взаимно простые натуральные числа. Рассмотрим последова-
тельности целых чисел 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 удовлетворяющие условиям

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, ....

Будем считать, что выполнены следующие условия:

1. Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть 𝑎(1,𝑗)𝑛 = 1 для всех 𝑛.

2. Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пусть векторы (𝑎
(𝑘,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(𝑘,𝑗)
𝑇𝑗−1

), 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 линейно незави-

симы с вектором (𝑎
(1,𝑗)
0 , . . . , 𝑎

(1,𝑗)
𝑇𝑗−1

) = (1, . . . , 1).

Обозначим

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 . (1)

Теорема. Пусть целые числа 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, ... удовлетворяют

сформулированным выше условиям. Тогда функции

1, 𝑒𝑧, 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 2, ..., 𝑇𝑗

линейно независимы над C(𝑧) и для любого рационального 𝛾 ̸= 0 числа

1, 𝑒𝛾 , 𝐹𝑗,𝑘(𝛾), 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 2, ..., 𝑇𝑗 (2)

линейно независимы. Для любой ненулевой линейной формы

𝐿(1, 𝑒𝛾 , 𝐹1,2(𝛾), . . . , 𝐹1,𝑇1(𝛾), . . . , 𝐹𝑚,2(𝛾), . . . , 𝐹𝑚,𝑇𝑚(𝛾))

с целыми коэффициентами, не превосходящими по абсолютной величине числа 𝐻 и любого
𝜀, 0 < 𝜀 < 1

2 существует эффективная постоянная 𝑏 > 0, зависящая от числа 𝜀 и чисел (2)
такая, что

|𝐿(1, 𝑒𝛾 , 𝐹1,2(𝛾), . . . , 𝐹1,𝑇1(𝛾), . . . , 𝐹𝑚,2(𝛾), . . . , 𝐹𝑚,𝑇𝑚(𝛾))| > 𝑏𝐻𝑚−1−𝑇1−...−𝑇𝑚 .

Доказательство теоремы существенно использует результаты статьи [1]. Основой являются

тождества, аналогичные доказанным в [1]. Пусть 𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, 2, ...−
целые числа с условием

𝑎(𝑘,𝑗)𝑛 = 𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑇𝑗 , 𝑛 = 0, 1, ....

Ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), определённые равенствами (1) можно представить в виде

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑛

𝑛!
𝑧𝑛 =

𝑇𝑗−1∑︁
𝑙=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑙

∞∑︁
𝑠=0

𝑧𝑙+𝑠𝑇𝑗

(𝑙 + 𝑠𝑇𝑗)!
(3)

Как и в статье [1], обозначим

𝑓𝑗,0(𝑧) =

∞∑︁
𝑠=0

(𝑧/𝑇𝑗)
𝑇𝑗𝑠

(1)𝑠(1/𝑇𝑗)𝑠...((𝑇𝑗 − 1)/𝑇𝑗)𝑠
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при 𝑙 = 1, . . . , 𝑇𝑗−2

𝑓𝑗,𝑙(𝑧) =
∞∑︁
𝑠=0

(𝑧/𝑇𝑗)
𝑇𝑗𝑠

(1)𝑠(1/𝑇𝑗 + 1)𝑠(𝑙/𝑇𝑗 + 1)𝑠((𝑙 + 1)/𝑇𝑗)𝑠...((𝑇𝑗 − 1)/𝑇𝑗)𝑠

и

𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧) =

∞∑︁
𝑠=0

(𝑧/𝑇𝑗)
𝑇𝑗𝑠

(1)𝑠(1/𝑇𝑗 + 1)𝑠...((𝑇𝑗 − 1)/𝑇𝑗 + 1)𝑠
,

где символ Похгаммера (𝛾)𝑛 определяется равенствами (𝛾)0 = 1, (𝛾)𝑛 = 𝛾(𝛾 +1) . . . (𝛾 +𝑛− 1)
при 𝑛 ≥ 1.

В статье [1] установлены тождества: при 𝑙 = 1, . . . , 𝑇 − 1

𝑙!𝑇 𝑇𝑠(1)𝑠(1/𝑇 + 1)𝑠 . . . (𝑙/𝑇 + 1)𝑠((𝑙 + 1)/𝑇 )𝑠 . . . ((𝑇 − 1)/𝑇 )𝑠 = (𝑙 + 𝑠𝑇 )!. (4)

При 𝑙 = 0
𝑇 𝑇𝑠(1)𝑠(1/𝑇 )𝑠 . . . ((𝑇 − 1)/𝑇 )𝑠 = (𝑇𝑠)!. (5)

Таким образом, при 𝑘 = 1, . . . , 𝑇𝑗 из равенств (3)-(5) получаем:

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

𝑇𝑗−1∑︁
𝑙=0

𝑎
(𝑘,𝑗)
𝑙

𝑙!
𝑓𝑗,𝑙(𝑧). (6)

Линейную эквивалентность над полем C(𝑧) конечных наборов функций 𝑆1, 𝑆2обозначаем
символом 𝑆1 ∼ 𝑆2.
Лемма 1 (Лемма 1 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), . . . , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼ {𝑓𝑗,0(𝑧), . . . , 𝑓
(𝑇𝑗−1)}(𝑧)
𝑗,0 .

Лемма 2 (Лемма 2 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

𝑓𝑗,0(𝑧) = 1/𝑇𝑗

𝑇𝑗−1∑︁
𝑟=0

exp(𝜁𝑟𝑗 𝑧),

где 𝜁𝑗 = exp(2𝜋𝑖/𝑇𝑗).
Лемма 3 (Лемма 3 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), . . . , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼ {exp(𝜁𝑟𝑗 𝑧), 𝑟 = 0, 1, ..., 𝑇𝑗 − 1)}. (7)

Доказательства этих лемм совпадают с доказательствами лемм из [1] с точностью до обо-
значений. Рассмотрим при каждом 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 эквивалентные системы векторов (7) и, соот-
ветственно,

{𝐹𝑗,1(𝑧), . . . , 𝐹𝑗,𝑇𝑗 (𝑧)} ∼ {exp(𝜁𝑟𝑗 𝑧), 𝑟 = 0, 1, ..., 𝑇𝑗 − 1)},

так как набор {𝐹𝑗,1(𝑧), . . . , 𝐹𝑗,𝑇𝑗 (𝑧)} ввиду (7) линейно эквивалентен набору {𝑓𝑗,0(𝑧), . . .,
𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)}. Заметим, что 𝐹𝑗,1(𝑧) = exp 𝑧. Поэтому

{𝐹𝑗,2(𝑧), . . . , 𝐹𝑗,𝑇𝑗 (𝑧)} ∼ exp(𝜁𝑟𝑗 𝑧), 𝑟 = 1, . . . , 𝑇𝑗 − 1.

Следовательно,

{𝐹1,1(𝑧), 𝐹1,2(𝑧), . . . , 𝐹1,𝑇1(𝑧), 𝐹2,2(𝑧), . . . , 𝐹2,𝑇2(𝑧), . . . , 𝐹𝑚,2(𝑧), . . . , 𝐹𝑚,𝑇𝑚(𝑧)} ∼
{exp 𝑧, 𝑒𝑥𝑝(𝜁1𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁𝑇1−1

1 𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁𝑚𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁
𝑇𝑚−1
𝑚 𝑧)}. (8)
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В статье [1] была доказана следующая лемма:
Лемма 4 (Лемма 4 из [1]). Пусть 𝛼1, . . . , 𝛼𝑁− различные числа, отличные от 0. Тогда
функции 1, exp(𝛼1𝑧), . . . , exp(𝛼𝑁𝑧) линейно независимы над полем C(𝑧).

Применим эту лемму к набору функций

{1, exp 𝑧, 𝑒𝑥𝑝(𝜁1𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁𝑇1−1
1 𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁𝑚𝑧), . . . , 𝑒𝑥𝑝(𝜁

𝑇𝑚−1
𝑚 𝑧)}.

Если для некоторых𝑘, 𝑗, 𝑟 < 𝑇𝑗 , 𝑠 < 𝑇𝑘 выполняется равенство 𝜁𝑟𝑗 = 𝜁𝑠𝑘, то 2𝜋𝑖𝑟/𝑇𝑗 = 2𝜋𝑖𝑠/𝑇𝑘
и 𝑟/𝑠 = 𝑇𝑗/𝑇𝑘 , что противоречит условию взаимной простоты чисел 𝑇𝑗 и 𝑇𝑘. Следователь-
но, наборы (8) состоят из функций, линейно независимых над C(𝑧). Первая часть теоремы
доказана.

Заметим, что функции 𝑓𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 0, . . . , 𝑇𝑗 − 1 и 1 составляют решение систе-
мы дифференциальных уравнений{︃

𝑦
′
𝑗,𝑘 = (𝑘 + 1)

(𝑦𝑗,𝑘+1−𝑦𝑗,𝑘)
𝑧 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑇𝑗 − 2

𝑦
′
𝑗,𝑇𝑗−1 =

𝑇𝑗

𝑧𝑇𝑗+1(𝑇𝑗−1)!)
(𝑦𝑗,0 − 1)− 𝑇𝑗

𝑧 𝑦𝑗,𝑇𝑗−1.
(2.9)

Поскольку для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 совокупность функций {𝐹𝑗,1(𝑧), . . . , 𝐹𝑗,𝑇𝑗 (𝑧)} линейно
эквивалентна совокупности функций {𝑓𝑗,0(𝑧), . . . , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧), причём любая функция 𝐹𝑗,𝑘(𝑧)
является линейной комбинацией функций 𝑓𝑗,0(𝑧), . . . , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧) с коэффициентами - целыми
числами, функции 𝐹𝑗,1(𝑧), . . . , 𝐹𝑗,𝑇𝑗 (𝑧) для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 составляют решение системы
линейных дифференциальных уравнений с коэффициентами из C(𝑧) имеющими, ввиду (9),
полюс только в точке 𝑧 = 0. При этом для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 выполняется равенство
𝐹𝑗,1(𝑧) = exp 𝑧. Поэтому и функции 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, . . . , 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и 𝐹𝑗,1(𝑧) = exp 𝑧 и 1
составляют решение системы из 𝑇1+ ...+𝑇𝑚+2−𝑚 линейных дифференциальных уравнений
с коэффициентами из C(𝑧), имеющими полюс только в точке 𝑧 = 0. Осталось применить
теорему 1 главы 11 из книги [2] :

Пусть I - поле рациональных чисел, либо мнимое квадратичное поле над полем рацио-
нальных чисел. Пусть E-функции 1, 𝑔1(𝑧), ..., 𝑔𝑟(𝑧) составляют решение системы линейных
дифференциальных уравнений с коэффициентами из поля C(𝑧) и линейно независимы над
C(𝑧). Тогда для любого целого алгебраического числа 𝛾 ̸= 0, 𝛾 ∈ I, отличного от особых
точек этой системы, значения 1, 𝑔1(𝛾), ..., 𝑔𝑟(𝛾) линейно независимы и для любой ненуле-
вой линейной формы 𝐿 (1, 𝑔1(𝛾), ..., 𝑔𝑟(𝛾)) с целыми коэффициентами, не превосходящими
по абсолютной величине числа 𝐻 и любого 𝜀, 0 < 𝜀 < 1

2 существует постоянная 𝑏 > 0,
зависящая от чисел 𝑔1(𝛾), ..., 𝑔𝑟(𝛾), 𝜀 такая, что

|𝐿 (1, 𝑔1(𝛾), ..., 𝑔𝑟(𝛾)) | > 𝑏𝐻−𝑟−𝜀.

Эффективность постоянной 𝑏 следует из результатов статьи [4].

3. Заключение

Сделаем заключительные замечания. Рассмотрение взаимно простых чисел 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚 поз-
воляет получить 𝑇1 + ... + 𝑇𝑚 + 1 − 𝑚 линейно независимых над C(𝑧) функций, выбирая
𝑇 2
1 + ...+ 𝑇 2

𝑚 − (𝑇1 + ...+ 𝑇𝑚) вместо (𝑇1 + ...+ 𝑇𝑚)
2 − (𝑇1 + ...+ 𝑇𝑚) целых чисел. Например,

в качестве чисел 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚 можно взять последовательные простые числа 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚. Это со-
ображение можно использовать при экономном построении наборов псевдослучайных чисел
(см. например [5]).
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