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Аннотация

Цель работы —- построение датчиков псевдослучайных чисел на основе разложений
почти полиадических чисел по степеням заданного числа. Полиадическим числом при-
нято называть ряд вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!, где 0 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽ 𝑛, 𝑎𝑛 — целое число. Ряды подобного

вида, сходящиеся во всех полях 𝑝–адических чисел, кроме конечного их числа, имеющие
рациональные коэффициенты, называются почти полиадическими числами.

Рассмотрим функциональные ряды вида
∑︀∞

𝑛=0 (𝜆)𝑛𝑧
𝑛, где (𝜆)0 = 1, (𝜆)𝑛 = 𝜆 (𝜆+ 1) . . .

(𝜆+ 𝑛− 1), т.е. (𝜆)𝑛 – символ Похгаммера, а 𝜆 – рациональное число. Эти ряды, отличные
от многочленов, имеют нулевой радиус сходимости в поле комплексных чисел, однако они
имеют радиусы сходимости, большие 1 в любом поле 𝑝 – адических чисел, кроме конечного
числа полей 𝑝 – адических чисел, тех, в которых 𝑝 входит в знаменатель несократимой
дроби 𝜆.

Будем считать, что 𝜆𝑖 = 𝑎𝑖

𝑏𝑖
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 – натуральные числа, Н.О.Д.

(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) = 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и 𝜆𝑖 − 𝜆𝑗 ̸∈ Z при 𝑖 ̸= 𝑗. Можно доказать, что при этих условиях
ряды

∑︀∞
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛
𝑍𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 алгебраически независимы над полем рациональных

функций от 𝑧 [1].
Из этого следует бесконечная алгебраическая независимость полиадических чисел∑︀∞

𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)
𝑛
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 [2].

Можно высказать предположение о том, что цифры разложений частичных сумм∑︀𝑁
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 рассматриваемых рядов обладают неплохими статистиче-

скими свойствами. В статье описаны результаты проведённых экспериментов.
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Abstract

The aim of the work is to construct pseudorandom number generators based on expansions
of almost polyadic numbers in powers of a given number. A polyadic number is usually called a
series of the form

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!, where 0 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽ 𝑛, 𝑎𝑛 is an integer. Series of this type, converging

in all fields of 𝑝–adic numbers, except for a finite number of them, having rational coefficients,
are called almost polyadic numbers.

We shall assume that 𝜆𝑖 = 𝑎𝑖

𝑏𝑖
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, where 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 are positive integers, N.O.D.

(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) = 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 and 𝜆𝑖 − 𝜆𝑗 ̸∈ Z for 𝑖 ̸= 𝑗. It can be shown that under these
conditions the series

∑︀∞
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛
𝑍𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 are algebraically independent over the

field of rational functions of 𝑧 [1].
This implies the infinite algebraic independence of polyadic numbers

∑︀∞
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛
,

𝑖 = 1, . . . ,𝑚 [2].

It can be assumed that the expansion digits of the partial sums
∑︀𝑁

𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)
𝑛
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

of the series under consideration have good statistical properties. The article describes the results
of the experiments conducted.
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1. Основной результат

Рассмотрим функциональные ряды вида
∑︀∞

𝑛=0 (𝜆)𝑛𝑧
𝑛, где (𝜆)0 = 1, (𝜆)𝑛 = 𝜆 (𝜆+ 1) . . .

(𝜆+ 𝑛− 1), т.е. (𝜆)𝑛 – символ Похгаммера, а 𝜆 – рациональное число. Эти ряды, отличные от
многочленов, имеют нулевой радиус сходимости в поле комплексных чисел, однако они имеют
радиусы сходимости, большие 1 в любом поле 𝑝 – адических чисел, кроме конечного числа
полей 𝑝 – адических чисел, тех, в которых 𝑝 входит в знаменатель несократимой дроби 𝜆.

Будем считать, что 𝜆𝑖 =
𝑎𝑖
𝑏𝑖
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 – натуральные числа, Н.О.Д. (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) = 1,

𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и 𝜆𝑖 − 𝜆𝑗 ̸∈ Z при 𝑖 ̸= 𝑗. Можно доказать, что при этих условиях ряды∑︀∞
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛𝑧𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. алгебраически независимы над полем рациональных функ-
ций от 𝑧 [1].

Из этого следует бесконечная алгебраическая независимость полиадических чисел∑︀∞
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛𝑧𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 [2].
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Термин «бесконечная алгебраическая независимость» требует пояснения. Совокупности
значений, принимаемых этими рядами в полях 𝑝 – адических чисел, можно рассматривать,
как бесконечномерные векторы. Операции сложения и умножения этих векторов определя-
ются покоординатно. Это позволяет определить значение многочлена с целыми коэффициен-
тами от таких векторов. Совокупность таких векторов называется бесконечно алгебраически
независимой, если для любого многочлена с целыми коэффициентами, отличного от нулевого
многочлена, существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что при подстановке в
этот многочлен значений рассматриваемых рядов в поле 𝑝 – адических чисел получается нену-
левое 𝑝 – адическое число [1]–[13]. Отметим, что из бесконечной трансцендентности не следует
хотя бы иррациональность суммы рассматриваемого ряда в конкретном поле 𝑝 – адических
чисел.

Тем не менее, можно высказать предположение о том, что цифры разложений частичных
сумм

∑︀𝑁
𝑛=0 (𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)

𝑛𝑧𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 рассматриваемых рядов обладают неплохими статисти-
ческими свойствами. В статье описаны результаты проведённых экспериментов.

Отметим вначале, что

𝛼𝑖 =
𝑁∑︁
𝑛=1

(𝜆𝑖)𝑛(𝑏𝑖)
𝑛 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) . . . (𝑎𝑖 + (𝑛− 1) 𝑏𝑖), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

что позволяет легко вычислять каждое следующее слагаемое в этой сумме. Действительно,
для каждого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 положим

𝐶0,𝑖 = 𝑎𝑖, 𝐶𝑛,𝑖 = 𝐶𝑛−1,𝑖 + 𝑏𝑖, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝐴0,𝑖 = 𝑎𝑖, 𝐴𝑛+1,𝑖 = 𝐴𝑛,𝑖𝐶𝑛,𝑖, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑆0,𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑆𝑛+1,𝑖 = 𝑆𝑛,𝑖 +𝐴𝑛+1,𝑖, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (1.1)

Выбирать целые числа 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 можно почти произвольным образом, лишь бы только вы-
полнялись условия: 𝜆𝑖 =

𝑎𝑖
𝑏𝑖
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖–натуральные числа, Н.О.Д. (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) = 1,

𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и 𝜆𝑖 − 𝜆𝑗 ̸∈ 𝑍 при 𝑖 ̸= 𝑗. Выбор чисел 𝑚, 𝑁 зависит от потребностей задачи, для
изучения которой требуются псевдослучайные числа.

В качестве примера рассмотрим 𝑚 = 3, 𝑁 = 10000. Числа 𝑎1 = 1, 𝑏1 = 6, 𝑎2 = 7, 𝑏2 = 9,
𝑎3 = 9, 𝑏3 = 10 . Получены 3 числа, имеющие, соответственно, 45660 десятичных и 151676
двоичных знаков. Каждое из этих чисел было подвергнуто проверке с помощью тестов NIST.
В приведенных ниже таблицах в правом столбце стоят дроби вида 𝑝/𝑞, где 𝑞–количество вы-
борок двоичных последовательностей, 𝑝 – минимальное значение проходимости для каждого
статистического теста, за исключением теста на случайное отклонение (вариант). Минималь-
ное значение проходимости для теста на случайное отклонение (вариант) не определено. При
проведении тестов размер выборки был задан приблизительно равным 15167 двоичным чис-
лам, количество выборок равным 10.[15]

Выбраны наихудшие результаты прохождения тестов.
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Наименование в пакете NIST 𝑎1 = 1, 𝑏1 = 6

Frequency 10/10
BlockFrequency 10/10
CumulativeSums 10/10
Runs 10/10
LongestRun 10/10
Rank 10/10
FFT 10/10
NonOverlappingTemplate 9/10
OverlappingTemplate 10/10
Universal 10/10
ApproximateEntropy 10/10
RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10
LinearComplexity 9/10

Наименование в пакете NIST 𝑎2 = 7, 𝑏2 = 9

Frequency 10/10
BlockFrequency 10/10
CumulativeSums 9/10
Runs 10/10
LongestRun 10/10
Rank 10/10
FFT 10/10
NonOverlappingTemplate 8/10
OverlappingTemplate 10/10
Universal 10/10
ApproximateEntropy 8/10
RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10
LinearComplexity 10/10

Наименование в пакете NIST 𝑎3 = 9, 𝑏3 = 10

Frequency 10/10
BlockFrequency 10/10
CumulativeSums 10/10
Runs 10/10
LongestRun 9/10
Rank 10/10
FFT 10/10
NonOverlappingTemplate 8/10
OverlappingTemplate 10/10
Universal 10/10
ApproximateEntropy 9/10
RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 9/10
LinearComplexity 10/10
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Для проверки совокупного качества полученных последовательностей цифр все эти три
последовательности были совмещены в одну (просто поставлены одна за другой) и снова под-
вергнуты проверке с помощью тестов NIST.

Наименование в пакете NIST 𝑎1 = 1, 𝑏1 = 6; 𝑎2 = 7, 𝑏2 = 9; 𝑎3 = 9, 𝑏3 = 10

Frequency 10/10
BlockFrequency 10/10
CumulativeSums 10/10
Runs 10/10
LongestRun 10/10
Rank 10/10
FFT 10/10
NonOverlappingTemplate 9/10
OverlappingTemplate 10/10
Universal 10/10
ApproximateEntropy 10/10
RandomExcursions −−−−−−
RandomExcursionsVariant −−−−−−
Serial 10/10
LinearComplexity 10/10

2. Заключение

Отметим что специально выбраны наихудшие из результатов испытаний и даже они ока-
зались весьма хорошими. Кроме приведённых выше примеров, были проведены числовые экс-
перименты с различными 𝑚,𝑁 и они также дали хорошие результаты.

Планируется расширить класс рассматриваемых объектов и получить новые источники
хороших псевдослучайных чисел.[14][15].
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