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1. Введение

В статье доказываются теоремы, уточняющие результаты статьи [1], и продолжающая
работы в направлении, рассмотренном в работах Чирского В.Г. [4], [5], [6], [7]. В этих теоремах
установлены оценки линейных форм от значений обобщенных гипергеометрических рядов
вида

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1)𝑛 𝑧
𝑛, (1.1)

где символ Похгаммера 𝛾𝑛 определяется равенствами 𝛾0 = 1 и 𝛾𝑛 = 𝛾 (𝛾 + 1) . . . (𝛾+𝑛−1)
при 𝑛≥1.

Дадим необходимые для дальнейшего определения. Они повторяют приведённые в [1] све-
дения и даны здесь для полноты изложения. Символ ord𝑝𝑎 обозначает степень, в которой
простое число 𝑝 входит в разложение рационального числа 𝑎 на множители.

𝑝-адическая норма рационального числа 𝑎 определяется равенством |𝑎|𝑝 = 𝑝−ord𝑝𝑎. По-
ле 𝑝-адических чисел 𝑄𝑝 представляет собой пополнение поля рациональных чисел по 𝑝-
адической норме. Кольцом целых полиадических чисел называется прямое произведение ко-
лец целых 𝑝-адических чисел по всем простым числам 𝑝. Элементы 𝜃 кольца целых полиади-
ческих чисел можно рассматривать, как бесконечномерные векторы, координаты которых в
соответствующем поле 𝑝-адических чисел 𝑄𝑝 обозначаем 𝜃(𝑝).

Бесконечная линейная независимость полиадических чисел 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚 означает, что для
любой ненулевой линейной формы ℎ1𝑥1 + . . . + ℎ𝑚𝑥𝑚 с целыми коэффициентами ℎ1, . . . , ℎ𝑚
существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в поле 𝑄𝑝 выполняется

неравенство ℎ1𝜃
(𝑝)
1 + . . . + ℎ𝑚𝜃

(𝑝)
𝑚 ̸=0.

Будем говорить о бесконечной линейной независимости с ограничениями на указанное под-
множество простых чисел. Ограничения на подмножества простых чисел обычно получаются
при рассмотрении простых чисел из совокупностей арифметических прогрессий. Этот подход
был использован в работах В.В. Зудилина, Т. Матала-ахо, А.-М. Эрнвалл-Хитонен, Т. Сеппала
[11], [12], относящихся к так называемому ряду Эйлера

∑︀∞
𝑛=0 𝑛!(−𝑧)𝑛.

Каноническое представление элемента 𝜃 кольца целых полиадических чисел имеет вид
ряда

𝜃 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛∈𝑍, 0≤𝑎𝑛≤n.

Полиадическое число 𝜃 называют полиадическим числом Лиувилля (или лиувиллевым по-
лиадическим числом), если для любых чисел 𝑛 и 𝑃 существует натуральное число 𝐴 такое,
что для всех простых чисел 𝑝, удовлетворяющих неравенству 𝑝≤𝑃 выполнено неравенство
|𝜃 −𝐴|𝑝 < |𝐴|

−𝑛 . Полиадическое число Лиувилля является трансцендентным элементом лю-
бого поля 𝑝-адических чисел.

2. Основной текст статьи

Значения рассматриваемых рядов вычисляются в точке 𝜉, являющейся натуральным чис-
лом, либо в точке Ξ, которая представляет собой полиадическое число Лиувилля.

Используем (и повторим здесь) обозначения из работы [1]. Пусть 𝜆0 произвольное нату-
ральное число. Положим

𝑠0 = [exp𝜆0] + 1
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Здесь и далее символ [ 𝑎] обозначает целую часть числа a. Пусть ord𝑝𝑎 обозначает степень,
в которой простое число 𝑝 входит в разложение целого числа 𝑎 на простые множители.

Пусть 𝜆1− произвольное натуральное число, удовлетворяющее условию: для любого про-
стого числа 𝑝≤𝑠0+𝐶1𝜆

2
0 выполняется неравенство ord𝑝𝜆1≥𝑚𝑠0 ln 𝑠0 и пусть 𝑠1 = [exp𝜆1]+1.

Здесь и всюду далее символами 𝐶𝑟, 𝑟 = 1, 2, ... обозначены некоторые положительные абсо-
лютные постоянные.

При 𝑘≥2 пусть 𝜆𝑘− произвольное натуральное число, удовлетворяющее условию: для
любого простого числа 𝑝≤𝑠𝑘−1 + 𝐶1𝜆

2
𝑘−1 выполняется неравенство

ord𝑝𝜆𝑘≥𝑚𝑠𝑘−1 ln 𝑠𝑘−1 (2.1)

и пусть

𝑠𝑘 = [exp𝜆𝑘] + 1. (2.2)

Пусть 𝜇𝑖,0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 − 1− натуральные числа. Пусть для любых 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑘≥1
числа 𝜇𝑖,𝑘− неотрицательные целые и удовлетворяют неравенству

𝜇𝑖,𝑘≤𝜆𝑘. (2.3)

Пусть

𝛼𝑖,𝑘 =
𝑘∑︁
𝑙=0

𝜇𝑖,𝑙𝜆𝑙, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, (2.4)

𝛼𝑖 =

∞∑︁
𝑙=0

𝜇𝑖,𝑙𝜆𝑙, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1. (2.5)

Далее числа 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .− натуральные. Для всех 𝑘≥𝐾1 ввиду (2.1), (2.2), (2.3), (2.4)
выполняется неравенство

1≤𝛼𝑖,𝑘 =
𝑘∑︁
𝑙=0

𝜇𝑖,𝑙𝜆𝑙≤1, 1𝜆2𝑘, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1. (2.6)

Если для всех 𝑙≥𝐾2 выполняются равенства 𝜇𝑖,𝑙 = 0 ,то 𝛼𝑖− натуральное число.
При всех 𝑘 положим

𝑓0,𝑘 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1,𝑘)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1,𝑘)𝑛 𝑧
𝑛, 𝑓𝑚−1,𝑘 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1,𝑘 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1,𝑘 + 1)𝑛 𝑧
𝑛, (2.7)

а при 𝑖 = 1, ...,𝑚− 2

𝑓𝑖,𝑘 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1,𝑘 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑖,𝑘 + 1)𝑛 (𝛼𝑖+1,𝑘)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1,𝑘)𝑛 𝑧
𝑛. (2.8)

Кроме того, будем рассматривать (имеющие вид (1.1)) ряды

𝑓0 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1)𝑛 𝑧
𝑛, 𝑓𝑚−1 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1 + 1)𝑛 𝑧
𝑛, (2.9)

а при 𝑖 = 1, ...,𝑚− 2
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𝑓𝑖 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑖 + 1)𝑛 (𝛼𝑖+1)𝑛 . . . (𝛼𝑚−1)𝑛 𝑧
𝑛. (2.10)

Все ряды (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) в любом поле 𝑄𝑝 сходятся при |𝑧|𝑝 < 𝑝
𝑚−1
𝑝−1 .

Отметим важное для дальнейшего тождество, которое легко следует из определений (2.7):

𝑓0,𝑘 (𝑧) = 1 + 𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑚−1,𝑘𝑧𝑓𝑚−1,𝑘 (𝑧) . (2.11)

Сформулируем основной результат работы. Пусть 𝑀− натуральное число. Рассмотрим
приведенную систему вычетов поmod(𝑀). Число элементов этой системы обозначается 𝜙(𝑀),
где 𝜙 (𝑀)− функция Эйлера. Пусть произвольным образом выбраны 𝜌 различных элементов
𝑎1, . . . , 𝑎𝜌 этой приведенной системы вычетов. Обозначим 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌 множества натуральных
значений, принимаемых прогрессиями 𝑎𝑖 + Mk , 𝑘∈Z. Используя стандартное обозначение P
для множества простых чисел, будем обозначать P( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌 ) множество простых чисел,
входящих в объединение множеств 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌.

Теорема 1. Пусть 𝑚≥3,𝑀, 𝜌− натуральные числа. Пусть 𝑘≥𝐾0, где 𝐾0− эффективная
постоянная,

𝜙 (𝑀) > 𝑚, 𝜌m > 𝜙 (𝑀) (𝑚− 1) .

Тогда для любых целых чисел ℎ0, . . . , ℎ𝑚−1, не равных нулю одновременно таких, что их
абсолютные величины не превосходят

exp(𝐶0𝑠𝑘
√︀

ln 𝑠𝑘)

и любого натурального числа 𝜉 существует простое число 𝑝𝑘 = 𝑝 ,

exp
√︀
ln 𝑠𝑘≤𝑝≤𝑠𝑘 + 𝐶1 (ln 𝑠𝑘)

2

из множества P( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌 ) такое, что в поле Q𝑝 выполняется неравенство

|𝐿(𝜉)|𝑝 = |ℎ0𝑓0 (𝜉) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1 (𝜉)|𝑝 > (exp((𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶2𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘))
−1 (2.12)

Пусть натуральные числа 𝜗𝑘 удовлетворяют при любом 𝑘 неравенству

𝜗𝑘≤𝜆𝑘. (2.13)

Пусть

Ξ =

∞∑︁
𝑙=0

𝜗𝑙𝜆𝑙. (2.14)

Теорема 2. Пусть 𝑚≥3,𝑀, 𝜌 − натуральные числа. Пусть 𝑘≥𝐾0, где 𝐾0− эффективная
постоянная,

𝜙 (𝑀) > 𝑚, 𝜌m > 𝜙 (𝑀) (𝑚− 1) .

Тогда для любых целых чисел ℎ0, . . . , ℎ𝑚−1, не равных нулю одновременно таких, что их
абсолютные величины не превосходят

exp(𝐶0𝑠𝑘
√︀

ln 𝑠𝑘)

и числа Ξ, определённого равенством (2.14) и условиями (2.13), существует простое число
𝑝𝑘 = 𝑝, √︀

ln 𝑠𝑘≤𝑝≤𝑠𝑘 + 𝐶1 (ln 𝑠𝑘)
2

из множества P( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌) такое, что в поле Q𝑝 выполняется неравенство

|𝐿(Ξ)|𝑝 = |ℎ0𝑓0 (Ξ) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1 (Ξ)|𝑝 > (exp((𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶3𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘))
−1. (2.15)

Отметим, что в неравенствах (2.12) и (2.15) символы 𝑓0 (𝜉),..., 𝑓𝑚−1 (𝜉) , 𝑓0 (Ξ),..., 𝑓𝑚−1 (Ξ)
означают суммы этих рядов в поле Q𝑝.
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3. Доказательство теорем

При каждом натуральном 𝑘 рассмотрим числа (2.4) и обозначим 𝛼𝑚,𝑘 = 1. Для любого
𝑁 = ms + 𝑟, где 1≤𝑟≤𝑚, полагаем

𝛼𝑁,𝑘 = 𝛼𝑟,𝑘 + s. (3.1)

Число 𝑡 определим равенством 𝑡 =
[︁
𝑁−1
𝑚−1

]︁
. Используя обычное обозначение

𝑚𝐹0 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑚)𝑛
𝑛!

𝑧𝑛,

положим

𝑓𝑁,𝑘 (𝑧) = 𝑚𝐹0 (𝛼𝑁+1,𝑘, . . . , 𝛼𝑁+𝑚,𝑘, 𝑧) . (3.2)

Обозначим

𝑢𝑁,𝑘 (𝑧) = 𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑁,𝑘𝑧
𝑡𝑓𝑁,𝑘 (𝑧) . (3.3)

Лемма 1. (Лемма 1 из [1])
Для любого 𝑁 существуют многочлены 𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (𝑧) , 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1 такие, что выполня-

ется равенство

𝑢𝑁,𝑘 (𝑧) = 𝑃𝑁,0,𝑘 (𝑧)𝑢0,𝑘 (𝑧) + . . . + 𝑃𝑁,𝑚−1,𝑘 (𝑧)𝑢𝑚−1,𝑘 (𝑧) . (3.4)

При этом степени многочленов 𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (𝑧) , 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1 не превосходят числа 𝑡 − 𝑠,
ряды 𝑓0,𝑘 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚−1,𝑘 (𝑧) линейно независимы над C(z) и выполняются рекуррентные со-
отношения:

𝑢𝑁+𝑚,𝑘 (𝑧) = 𝑢𝑁+1,𝑘 (𝑧)− 𝛼𝑁+1,𝑘𝑢𝑁,𝑘 (𝑧) , (3.5)

если 𝑁 = 0 или 𝑁≥1 и число 𝑁 не делится на число 𝑚− 1,

𝑢𝑁+𝑚,𝑘 (𝑧) = 𝑢𝑁+1,𝑘 (𝑧)− 𝛼𝑁+1,𝑘zu𝑁,𝑘 (𝑧) , (3.6)

если 𝑁≥1 и число 𝑁 делится на число 𝑚− 1, и для любого 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚− 1

𝑃𝑁+𝑚,𝑖,𝑘 (𝑧) = 𝑃𝑁+1,𝑖,𝑘 (𝑧)− 𝛼𝑁+1,𝑘𝑃𝑁,𝑘 (𝑧) , (3.7)

если 𝑁 = 0 или 𝑁≥1 и число 𝑁 не делится на число 𝑚− 1,

𝑃𝑁+𝑚,𝑖,𝑘 (𝑧) = 𝑃𝑁+1,𝑖,𝑘 (𝑧)− 𝛼𝑁+1,𝑘zP𝑁,𝑘 (𝑧) , (3.8)

если 𝑁≥1 и число 𝑁 делится на число 𝑚− 1.

При этом для всех неотрицательных целых значений 𝑁 имеет место равенство

Δ𝑁,𝑘 (𝑧) = (−1)mN𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑁,𝑘𝑧
𝑡, (3.9)

где

Δ𝑁,𝑘 (𝑧) = |𝑃𝑁+𝑗,𝑖,𝑘 (𝑧)|𝑖,𝑗=0,1,...,𝑚−1 . (3.10)
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Отметим, что из равенства (3.4) следуют равенства

𝑃0,0,𝑘 (𝑧) = 1, 𝑃0,1,𝑘 (𝑧) = 0, . . . , 𝑃0,𝑚−1,𝑘(𝑧) = 0,

𝑃1,0,𝑘 (𝑧) = 0, 𝑃1,1,𝑘 (𝑧) = 1, . . . , 𝑃1,𝑚−1,𝑘(𝑧) = 0

. . .

𝑃𝑚−1,0,𝑘 (𝑧) = 0, 𝑃𝑚−1,1,𝑘 (𝑧) = 0, . . . , 𝑃𝑚−1,𝑚−1,𝑘(𝑧) = 1.

(3.11)

Рассмотрим при каждом 𝑘 величину max (𝛼1,𝑘, . . . , 𝛼𝑚,𝑘) . Из (2.2) и (2.6) следует, что

2≤max (𝛼1,𝑘, . . . , 𝛼𝑚,𝑘) + 1≤𝑐0 (𝑘) = 𝐶4 (ln 𝑠𝑘)
2 (3.12)

с независящей от числа 𝑘 постоянной 𝐶4.
По определению, высотой 𝐻 (𝑃 (𝑧)) многочлена 𝑃 (𝑧) с целыми коэффициентами назы-

вается максимум абсолютных величин его коэффициентов.

Лемма 2. (Лемма 2 из [1])
Пусть 𝑘∈N, 𝑘≥𝐾4, 𝑠∈N, 𝑠 = 𝑠𝑘, где число 𝑠𝑘 определено равенством (2.2). Пусть 𝑁 =

= 𝑚𝑠𝑘 + 𝑟, 1≤𝑟≤𝑚. Тогда высота 𝐻(𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (𝑧)) многочлена 𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (𝑧) , 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1 не
превосходит числа

exp (𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶3𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) (3.13)

Следствие 1. Пусть 𝜉∈N . При условиях леммы при всех 𝑘≥𝐾5 выполняется неравен-
ство

|𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (𝜉)| ≤ exp (𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶5𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) . (3.14)

Следствие 2. Пусть Ξ определено равенством (2.14). Пусть Ξ𝑘=
∑︀𝑘

𝑙=0 𝜗𝑙𝜆𝑙. При усло-
виях леммы при всех 𝑘≥𝐾6 выполняется неравенство

|𝑃𝑁,𝑖,𝑘 (Ξ𝑘)| ≤ exp (𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶6𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) . (3.15)

Вместе с формой 𝐿 (𝜉) , определенной формулой (2.12), рассмотрим форму

𝐿𝑘 (𝜉) = ℎ0𝑓0,𝑘 (𝜉) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1,𝑘 (𝜉) (3.16)

и связанную с ней форму

𝑙𝑘 (𝜉) = 𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑚−1,𝑘𝐿𝑘 (𝜉) = 𝐻0𝑢0,𝑘 (𝜉) + . . . +𝐻𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑘 (𝜉) , (3.17)

где функции 𝑢𝑁,𝑘 (𝑧) определены равенством (3.3). По условию, не все из целых чисел
ℎ0, . . . , ℎ𝑚−1 равны нулю. Пусть ℎ = max (ℎ0, . . . , ℎ𝑚−1). Тогда

𝐻 = max (𝐻0, . . . ,𝐻𝑚−1)≤𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑚−1,𝑘h.

Ввиду неравенств (3.12),

𝐻≤𝐶𝑚−1
2 (ln 𝑠𝑘)

2𝑚−2 . (3.18)

По лемме 1 , равенство (3.9) означает, что определитель (3.10), составленный из вычислен-
ных в точке 𝜉 коэффициентов линейных форм 𝑢𝑁,𝑘 (𝜉) , . . . , 𝑢𝑁+𝑚,𝑘 (𝜉) , определенных равен-
ством (3.3), отличен от 0. Поэтому среди этих форм найдутся 𝑚 − 1 форм, линейно незави-
симых с формой 𝑙𝑘 (𝜉) , определенной в (3.17). Пусть это - формы
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𝑢𝑁1,𝑘 (𝜉) , . . . , 𝑢𝑁𝑚−1,𝑘 (𝜉) ,

где

{𝑁1, . . . , 𝑁𝑚−1}⊂{𝑁,𝑁 + 1, . . . , 𝑁 +𝑚− 1} . (3.19)

Рассмотрим определитель полученной системы форм

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝐻0 . . . 𝐻𝑚−1

𝑃𝑁1,0,𝑘 (𝜉)
. . .

. . .
. . .

𝑃𝑁1,𝑚−1,𝑘 (𝜉)
. . .

𝑃𝑁𝑚−1,0,𝑘 (𝜉) . . . 𝑃𝑁𝑚−1,𝑚−1,𝑘 (𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ (3.20)

представляющий собой, согласно сказанному выше, отличное от 0 целое число.
Рассмотрим формы (3.16) и (3.17) в точке Ξ𝑘=

∑︀𝑘
𝑙=0 𝜗𝑙𝜆𝑙. Для формы 𝑙𝑘 (Ξ𝑘) тоже суще-

ствуют 𝑚− 1 линейных форм среди форм 𝑢𝑁,𝑘 (Ξ𝑘) , . . . , 𝑢𝑁+𝑚,𝑘 (Ξ𝑘) линейно независимых
с ней. Пусть это - формы

𝑢𝑁1,𝑘 (Ξ𝑘) , . . . , 𝑢𝑁𝑚−1,𝑘 (Ξ𝑘)

где
{𝑁1, . . . , 𝑁𝑚−1}⊂{𝑁,𝑁 + 1, . . . , 𝑁 +𝑚− 1} .

Отметим, что теперь выбор чисел 𝑁1, . . . , 𝑁𝑚−1 может быть отличен от того выбора (3.19),
что ранее соответствовал определителю (3.20). Тем не менее, мы сохраним для определителя
вновь полученной системы из 𝑚 линейно независимых форм прежнее обозначение Δ𝑙,𝑁,𝑘 (Ξ𝑘).

Далее числа 𝐾𝑖 зависят от числа ℎ, постоянного для рассматриваемой формы 𝐿𝑘 (𝜉) .

Лемма 3. Для любого 𝑘≥𝐾7 выполняются неравенства

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)| ≤ℎ exp((𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶7𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘), (3.21)

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (Ξ𝑘)| ≤ℎ exp((𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶8𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) (3.22)

Лемма 4. Пусть 𝑘∈N, 𝑘≥𝐾8, где 𝐾8 − эффективная постоянная, 𝑠∈ N, причем
𝑠 = 𝑠𝑘. Пусть 𝑀, 𝜌 − натуральные числа. Пусть 𝜌 > 𝜙(𝑀)(𝑚−1)

𝑚 . Тогда для любого
𝑁𝑖∈{𝑁,𝑁 + 1 < . . . ,𝑁 +𝑚− 1} справедливы неравенства.∏︁

𝑝

max
𝑖
|𝑢𝑁𝑖,𝑘 (𝜉)|𝑝≤ exp

(︂
−𝜌m
𝜙 (𝑀)

𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶9𝑠𝑘
√︀
ln 𝑠𝑘

)︂
, (3.23)

где произведение в левой части этого неравенства взято по всем простым числам 𝑝 из
множества P ( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌), удовлетворяющим неравенствам

𝑒𝑥𝑝
√︀

ln 𝑠𝑘≤𝑝≤𝑠𝑘 + 𝐶1 (ln 𝑠𝑘)
2 . (3.24)

Лемма 5. Пусть 𝑘∈N, 𝑘≥𝐾9, где 𝐾9 − эффективная постоянная, 𝑠∈N, причем
𝑠 = 𝑠𝑘. Пусть 𝑀, 𝜌 − натуральные числа. Пусть 𝜌 > 𝜙(𝑀)(𝑚−1)

𝑚 . Тогда для любого
𝑁𝑖∈{𝑁,𝑁 + 1 < . . . ,𝑁 +𝑚− 1} справедливы неравенства∏︁

𝑝

max
𝑖
|𝑢𝑁𝑖,𝑘 (Ξ𝑘)|𝑝≤ exp

(︂
−𝜌m
𝜙 (𝑀)

𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶10𝑠𝑘
√︀
ln 𝑠𝑘

)︂
, (3.25)

где произведение в левой части этого неравенства взято по всем простым числам 𝑝 из
множества P ( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌), удовлетворяющим неравенствам (3.24).
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Проделаем с определителем (3.20) такие преобразования: умножим его первый столбец на
величину 𝑢0,𝑘 (𝜉) и прибавим к полученному первому столбцу остальные столбцы определи-
теля, умноженные на соответствующие 𝑢𝑗,𝑘 (𝜉) , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 − 1. С учетом равенств (3.4) и
(3.17) получаем

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)𝑢0,𝑘 (𝜉) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑙𝑘 (𝜉) . . . 𝐻𝑚−1

𝑢𝑁1,𝑘 (𝜉)
. . .

. . .
. . .

𝑃𝑁1,𝑚−1,𝑘 (𝜉)
. . .

𝑢𝑁𝑚−1,𝑘 (𝜉) . . . 𝑃𝑁𝑚−1,𝑚−1,𝑘 (𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (3.26)

Аналогично, умножим последний столбец определителя (36) на величину 𝑢𝑚−1,𝑘 (𝜉) и при-
бавим к полученному последнему столбцу остальные столбцы определителя, умноженные на
соответствующие 𝑢𝑗,𝑘 (𝜉) , 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 2. С учетом равенств (20) и (33), получаем

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)𝑢𝑚−1,𝑘 (𝜉) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝐻0 . . . 𝑙𝑘 (𝜉)
𝑃𝑁1,0,𝑘 (𝜉)

. . .

. . .
. . .

𝑢𝑁1,𝑘 (𝜉)
. . .

𝑃𝑁𝑚−1,0,𝑘 (𝜉) . . . 𝑢𝑁𝑚−1,𝑘 (𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (3.27)

Из равенств (2.11) и (3.3) следует, что

𝑢0,𝑘 (𝜉) = 1 + 𝜉𝑢𝑚−1,𝑘 (𝜉) . (3.28)

Обозначая 𝛿0,𝑖,𝑗 алгебраическое дополнения элемента, стоящего на пересечении строки с
номером 𝑖 и столбца с номером 𝑗 определителя (3.26) и 𝛿𝑚−1,𝑖,𝑗 алгебраическое дополнение
соответствующего элемента определителя (3.27), соответственно, получаем

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)𝑢0,𝑘 (𝜉) = 𝑙𝑘 (𝜉) 𝛿0,1,1 +

𝑚∑︁
𝑖=2

𝛿0,𝑖,1𝑢𝑁𝑖−1,𝑘 (𝜉) , (3.29)

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)𝑢𝑚−1,𝑘 (𝜉) = 𝑙𝑘 (𝜉) 𝛿𝑚−1,1,𝑚 +
𝑚∑︁
𝑖=2

𝛿𝑚−1,𝑖,𝑚𝑢𝑁𝑖−1,𝑘 (𝜉) . (3.30)

Из равенств (3.28), (3.29), (3.30) следует

Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉) = 𝑙𝑘 (𝜉) (𝛿0,1,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,1,𝑚) +

𝑚∑︁
𝑖=2

(𝛿0,𝑖,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,𝑖,𝑚)𝑢𝑁𝑖−1,𝑘 (𝜉) . (3.31)

Лемма 6. Пусть 𝑘∈N, 𝑘≥𝐾10. Тогда существует простое число 𝑝𝑘, удовлетворяющее
неравенствам (3.25), для которого справедливы оценки

|𝑙𝑘 (𝜉)|𝑝𝑘 ≥ exp
(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶11𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
, (3.32)

|𝐿𝑘 (𝜉)|𝑝𝑘 ≥ℎ
−1 exp

(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶12𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
. (3.33)

Доказательство. Докажем сначала, что существует простое число 𝑝𝑘, удовлетворяющее
неравенствам (3.24), для которого выполнено неравенство (3.31). Предположим противное,
т.е. что для всех простых чисел 𝑝, удовлетворяющее неравенствам (3.24), имеем неравенство

|𝑙𝑘 (𝜉)|𝑝 < exp
(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶11𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
. (3.34)
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В равенстве (3.32) коэффициент при форме 𝑙𝑘 (𝜉)− целое число. Определитель (3.20)
отличен от нуля. Для отличных от нуля целых чисел 𝐴 выполнено неравенство

|𝐴|𝑝≥
1

|𝐴|
,

из которого, с учетом (3.21) следует, что для всех рассматриваемых простых чисел 𝑝 выпол-
нено неравенство

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝≥ℎ
−1 exp (− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶7𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) ,

что, вместе с (3.34) при 𝑘≥𝐾11 дает

|𝑙𝑘 (𝜉)|𝑝 < |Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝 . (3.35)

Тогда равенства (3.31) и неравенство (3.35) означают, согласно известным свойствам 𝑝−
адического нормирования, что для всех рассматриваемых простых чисел 𝑝 выполнено равен-
ство

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑖=2

(𝛿0,𝑖,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,𝑖,𝑚)𝑢𝑁𝑖−1,𝑘 (𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

. (3.36)

Так как числа (𝛿0,𝑗,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,𝑗,𝑚−1)−? целые, получаем справедливые для всех рассмат-
риваемых простых чисел 𝑝 неравенства

|𝛿0,𝑗,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,𝑗,𝑚−1|𝑝≤1

и из равенства (3.36) следует⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑖=2

(𝛿0,𝑖,1 + 𝜉𝛿𝑚−1,𝑖,𝑚)𝑢𝑁𝑖−1,𝑘 (𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

≤max
𝑗

⃒⃒
𝑢𝑁𝑗 ,𝑘 (𝜉)

⃒⃒
𝑝
.

Поэтому

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝≤max
𝑗

⃒⃒
𝑢𝑁𝑗 ,𝑘 (𝜉)

⃒⃒
𝑝
. (3.37)

Из (3.37) следует, что для любого подмножества 𝑃0 множества простых чисел P имеет
место неравенство ∏︁

𝑝∈𝑃0

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝≤
∏︁
𝑝∈𝑃0

max
𝑗

⃒⃒
𝑢𝑁𝑗 ,𝑘 (𝜉)

⃒⃒
𝑝
. (3.38)

По лемме 4, неравенство (3.23),∏︁
𝑝

max
𝑖
|𝑢𝑁𝑖,𝑘 (𝜉)|𝑝≤ exp

(︂
−𝜌m
𝜙 (𝑀)

𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 + 𝐶9𝑠𝑘
√︀
ln 𝑠𝑘

)︂
,

где произведение в левой части этого неравенства взято по всем простым числам 𝑝 из множе-
ства P ( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌), удовлетворяющим неравенствам (3.24).

Известна формула произведения: для рационального числа 𝐴̸=0∏︁
𝑝

|𝐴|𝑝 =
1

|𝐴|
.
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Поэтому из неравенства (3.21) следует неравенство∏︁
𝑝

|Δ𝑙,𝑁,𝑘 (𝜉)|𝑝≥ exp (− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶7𝑠𝑘 ln ln 𝑠𝑘) , (3.39)

где произведение в левой части этого неравенства взято по всем простым числам 𝑝 из
множества P( 𝑎1, . . . , 𝑎𝜌), удовлетворяющим неравенствам (3.25).

Полученные оценки (3.38), (3.23), (3.39) противоречат друг другу при 𝑘≥𝐾12 ввиду нера-
венства 𝜌m

𝜙(𝑀) > 𝑚−1. При 𝐾10 = max (𝐾11,𝐾12) это опровергает сделанное предположение и
доказывает справедливость неравенства (3.32) при некотором 𝑝𝑘, удовлетворяющем неравен-
ствам (3.24). Поскольку 𝑙𝑘 (𝜉), определенная равенством (3.17), отличается от 𝐿𝑘 (𝜉), опре-
деленной равенством (3.16), лишь множителем 𝛼1,𝑘 . . . 𝛼𝑚−1,𝑘 , из неравенств (3.32) , (3.18)
следует неравенство (3.27) и лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть 𝑘∈𝑁, 𝑘≥𝐾13. Тогда существует простое число 𝑝𝑘, удовлетворяющее
неравенствам (3.24), для которого справедливы оценки

|𝑙𝑘 (Ξ𝑘)|𝑝𝑘 ≥ exp
(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶13𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
, (3.40)

|𝐿𝑘 (Ξ𝑘)|𝑝𝑘 ≥ℎ
−1 exp

(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶14𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
. (3.41)

Доказательство неравенств (3.40), (3.41) дословно повторяет доказательство леммы 6.
Единственное отличие состоит в использовании неравенства (3.25) вместо неравенства (3.23)
и неравенства (3.21) вместо неравенства (3.20).

Рассматриваем простое число 𝑝𝑘, удовлетворяющее неравенствам (3.24).
Рассмотрим линейную форму

𝐿 (𝜉) = ℎ0𝑓0 (𝜉) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1 (𝜉) .

Как отмечено выше, она представляет собой целое 𝑝𝑘− адическое число, поэтому разность
форм

𝐿 (𝜉)− 𝐿𝑘 (𝜉) = ℎ0𝑓0 (𝜉) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1 (𝜉)− (ℎ0𝑓0,𝑘 (𝜉) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1,𝑘 (𝜉)) (3.42)

тоже представляет собой целое 𝑝𝑘− адическое число. В [1] доказано

|𝐿 (𝜉)− 𝐿𝑘 (𝜉)|𝑝𝑘 ≤𝑝
−𝑚𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘
𝑘 . (3.43)

В лемме 6 доказано, что для любого 𝑘≥𝐾10 выполнено неравенство (3.33), т.е.

|𝐿𝑘 (𝜉)|𝑝𝑘 ≥ℎ
−1 exp

(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶15𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
Вместе с неравенством (3.43) это дает

|𝐿 (𝜉)|𝑝𝑘 = |𝐿𝑘 (𝜉)|𝑝𝑘 ≥ℎ
−1 exp

(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶15𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
. (3.44)

Неравенство (3.44) и является доказываемым неравенством (2.12).
Рассмотрим линейную форму

𝐿(Ξ) = ℎ0𝑓0 (Ξ) + . . . + ℎ𝑚−1𝑓𝑚−1 (Ξ) .

Как отмечено выше, она представляет собой целое 𝑝𝑘− адическое число. В работе [1]
доказано

|𝐿(Ξ)− 𝐿𝑘 (Ξ𝑘)|𝑝𝑘 ≤𝑝
−𝑚𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘
𝑘 . (3.45)

Неравенства (3.42) леммы 7 и (3.45) показывают, что при 𝑘≥𝐾14 выполняются соотношения

|𝐿(Ξ)|𝑝𝑘 = |𝐿𝑘 (Ξ𝑘)|𝑝𝑘 > ℎ−1 exp
(︁
− (𝑚− 1) 𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 − 𝐶15𝑠𝑘

√︀
ln 𝑠𝑘

)︁
,

иными словами, доказано неравенство (2.15).
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4. Заключение

Следует отметить, что полученные оценки выражены не только через ℎ = max (ℎ0, . . . ,
ℎ𝑚−1), но и через 𝑠𝑘− величину, зависящую от рассматриваемого k . Это связано с тем, что
одна и та же линейная форма рассматривается в бесконечном множестве полей 𝑄𝑝, 𝑝 = 𝑝𝑘.
При этом с ростом 𝑘 величина ℎ очень мала по сравнению с 𝑠𝑘. В дальнейшем планиру-
ется продолжение исследований количественных оценок, связанных со значениями рядов с
трансцендентными параметрами. Задачи, связанные с этим направлением, рассматриваются
в работах [1], [2], [3], [4], [7], [8].
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