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Аннотация

Исследуется задача нахождения орбит группы 𝐺𝐿(𝑉 ) на пространстве 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) всех би-
линейных отображений 𝑉 ×𝑉 → 𝑉. В работе рассматриваются только двумерные алгебры
над полем Z2 без использования методов теории инвариантов. Рассматривается класси-
фикация алгебр с новых позиций. Для выделения большого класса алгебр используется
отображение 𝑃 , которое естественно возникает как отображение 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) → 𝑉 * × 𝑉 *, со-
поставляющее каждой структуре алгебры на пространстве 𝑉 пару линейных форм 𝑇𝑟1 и
𝑇𝑟2, задаваемых как следы операторов левого и правого умножения в этой алгебре.

Изучено 𝜏 -действие группы 𝐺𝐿(2,Z2), состоящей из невырожденных квадратных мат-
риц 𝑔, на множество MSC(A) — матрицы структурных констант. Данное действие в
общем виде записывается как 𝜏 : (𝑔,MSC(A))→ 𝑔MSC(A)(𝑔−1)⊗2. Действие 𝜏 задаёт экви-
валентность между матричными операторами двумерных алгебр и определяет структуру
для описания орбит действия. Для данного действия было использовано 𝑃 -отображение,
которое имеет вид 𝑃 (𝜏(𝑔,MSC(A))) = 𝑃 (MSC(A))𝑔−1.

Для матричных представителей двумерных алгебр предложена полная матричная
классификация с различными орбитами над Z2. Изложена связь 𝑃 (𝑔MSC(A)(𝑔−1)⊗2) = 𝑒,
между MSC(A) и задающей ее линейно независимой системой {𝑇𝑟𝑘} = {𝑇𝑟1, 𝑇 𝑟2}. Данная
связь различных матричных представителей орбит равна 𝑞4. В работе также учтена связь
того, что матричные представители орбит при действии 𝜏 могут пересекаться, однако в
исследовании строго доказана их непересекаемость.

Показана взаимосвязь в виде системы равенств между элементами эквивалентных ор-
бит 𝜏 -действия группой 𝐺𝐿(2,Z2) на MSC(A) для дальнейшего изучения над полями более
высшего порядка. Результаты показывают, что количество различных орбит 𝜏 -действия
равняется 52. Как следствие в теоретико-групповом смысле, данная задача эквивалентна
описанию умножения на двупорожденной абелевой группе вида Z2 ⊕ Z2 с точностью до
изоморфизма.

В заключение приводятся некоторые свойства решётки Z𝑞 × Z𝑞 (𝑇𝑟𝑘) с использо-
ванием системы векторов {𝑇𝑟𝑘}, из которых, в частности, следует описание эквива-
лентных матриц с точностью до числа по пяти непересекающимся линейным формам
{𝑇𝑟𝑘} = {𝑇𝑟1(MSC(A)), 𝑇 𝑟2(MSC(A))} = {𝑇𝑟1(𝐴), 𝑇 𝑟2(𝐴)} двойственного пространства
алгебры A.

Ключевые слова: двумерные алгебры, действие групп на множестве, орбиты, абелева
группа, умножения на абелевой группе.
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Abstract

The problem of finding orbits of the group 𝐺𝐿(𝑉 ) on the space 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) of all bilinear
mappings 𝑉 ×𝑉 → 𝑉 is investigated. The work considers only two-dimensional algebras over the
field Z2 without using methods of invariant theory. The classification of algebras is considered
from new perspectives. To distinguish a large class of algebras, a mapping 𝑃 is used, which
naturally arises as a mapping 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) → 𝑉 * × 𝑉 *, assigning to each algebra structure on the
space 𝑉 a pair of linear forms 𝑇𝑟1 and 𝑇𝑟2, defined as traces of the left and right multiplication
operators in this algebra.

The 𝜏 -action of the group 𝐺𝐿(2,Z2), consisting of non-degenerate square matrices 𝑔, on
the set MSC(A) — matrices of structural constants is studied. This action is generally written
as 𝜏 : (𝑔,MSC(A)) → 𝑔MSC(A)(𝑔−1)⊗2. The action 𝜏 defines equivalence between matrix
operators of two-dimensional algebras and determines the structure for describing action orbits.

For this action, the 𝑃 -mapping was used, which has the form 𝑃 (𝜏(𝑔,MSC(A))) =
= 𝑃 (MSC(A))𝑔−1.

For matrix representatives of two-dimensional algebras, a complete matrix classification with
various orbits over Z2 is proposed. The connection 𝑃 (𝑔MSC(A)(𝑔−1)⊗2) = 𝑒 between MSC(A)
and its defining linearly independent system {𝑇𝑟𝑘} = {𝑇𝑟1, 𝑇 𝑟2} is presented. This connection
of different matrix representatives of orbits equals 𝑞4. The work also addresses the fact that the
matrix representatives of the orbits under the action of 𝜏 could potentially intersect; however,
the study rigorously proves their non-intersection.

The interrelation in the form of a system of equalities between elements of equivalent orbits
of 𝜏 -action by the group 𝐺𝐿(2,Z2) on MSC(A) for further study over fields of higher order is
shown. The results show that the number of different orbits of 𝜏 -action equals 52.

As a consequence in the group-theoretic sense, this problem is equivalent to describing
multiplication on a two-generated abelian group of the form Z2 ⊕ Z2 up to isomorphism.

In conclusion, some properties of the lattice Z𝑞×Z𝑞 (𝑇𝑟𝑘) using the system of vectors {𝑇𝑟𝑘}
are given, from which, in particular, follows the description of equivalent matrices with respect
to number by five disjoint linear forms {𝑇𝑟𝑘} = {𝑇𝑟1(MSC(A)), 𝑇 𝑟2(MSC(A))} = {𝑇𝑟1(𝐴),
𝑇 𝑟2(𝐴)} of the dual space of the algebra A.
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1. Введение

Рассмотрим произвольные 𝑛 ∈ N и действие группы 𝐺𝐿(𝑉 ) на пространстве 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) всех
билинейных отображений 𝑉×𝑉 → 𝑉 , которое имеет вид: 𝜏 : 𝐺𝐿(𝑉 )×𝐴𝑙𝑔(𝑉 )→ 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ), опреде-
ляемое формулой: 𝜏(𝑔,𝐴)→ 𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2, где 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) = 𝐺𝐿(𝑛,Z𝑞) — группа невырожденных
линейных преобразований пространства 𝑉 , а 𝐴 = MSC(A) — матрица структурных констант
𝑛-мерной алгебры A над полем Z𝑞, соответствующая билинейному отображению из 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ).
Предположим, что существует непустое 𝐺𝐿(𝑉 )-инвариантное подмножество 𝑉0 ⊂ 𝐴𝑙𝑔(𝑉 ) и
отображение 𝑃 : 𝑉0 → 𝐺𝐿(𝑉 ) такое, что для любых 𝐴 ∈ 𝑉0 и 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) выполняется условие
𝐺𝐿(𝑉 )-эквивариантности:

𝑃 (𝜏(𝑔,𝐴)) = 𝑃 (𝐴)𝑔−1,

Следующее утверждение опирается на это свойство 𝑃 -отображения.
Утверждение 1.1. Произвольные элементы 𝐴 = u, 𝐵 = v ∈ 𝑉0 являются эквива-

лентными, то есть u = 𝜏(𝑔,v) для некоторого 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ), тогда и только тогда, когда
𝜏(𝑃 (u),u) = 𝜏(𝑃 (v),v).

Доказательство. Если u = 𝜏(𝑔,v), тогда 𝜏(𝑃 (u),u) = 𝜏(𝑃 (𝜏(𝑔,v)), 𝜏(𝑔,v)) = 𝜏(𝑃 (v)𝑔−1,
𝜏(𝑔,v)) = 𝜏(𝑃 (v), 𝜏(𝑔−1, 𝜏(𝑔,v))) = 𝜏(𝑃 (v),v).

С другой стороны, если 𝜏(𝑃 (u),u) = 𝜏(𝑃 (v),v), тогда
𝜏(𝑃 (u)−1𝑃 (v),v) = 𝜏(𝑃 (u)−1, 𝜏(𝑃 (v),v)) = 𝜏(𝑃 (u)−1, 𝜏(𝑃 (u),u)) = u.
Отсюда получаем u = 𝜏(𝑔,v), где 𝑔 = 𝑃 (u)−1𝑃 (v).

Пусть A будет 𝑛-мерной алгеброй над Z𝑞 и e = (𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛) его базис. Тогда произвольное
умножение · можно представить в терминах матриц размерностью 𝑛×𝑛2 (называемых матри-
цами структурных констант). Зафиксируем обозначение фиксированной матрицы структур-
ных констант как

MSC(A) = 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝐴1

11 𝐴1
12 ... 𝐴1

1𝑛 𝐴1
21 ... 𝐴1

2𝑛 𝐴1
𝑛1 ... 𝐴1

𝑛𝑛

𝐴2
11 𝐴2

12 ... 𝐴2
1𝑛 𝐴2

21 ... 𝐴2
2𝑛 𝐴2

𝑛1 ... 𝐴2
𝑛𝑛

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
𝐴𝑛11 𝐴𝑛12 ... 𝐴𝑛1𝑛 𝐴𝑛21 ... 𝐴𝑛2𝑛 𝐴𝑛𝑛1 ... 𝐴𝑛𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐴 =

(︂
𝐴1

11 𝐴1
12 𝐴1

21 𝐴1
22

𝐴2
11 𝐴2

12 𝐴2
21 𝐴2

22

)︂
.

Данное представление следует из

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘, где 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Следовательно, умножение на A относительно базиса e = (𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛) имеет запись

u · v = e𝐴(𝑢⊗ 𝑣)

Для любого u = 𝑒𝑢,v = 𝑒𝑣, где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛)
𝑇 , и 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛)

𝑇 столбцы с координа-
тами векторов 𝑢 и 𝑣, а 𝑢⊗ 𝑣 — тензорное умножение векторов 𝑢 и 𝑣.

В случае двумерной алгебры, где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)
𝑇 и 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)

𝑇 , получаем равенство тензор-
ного произведения элементов (𝑢⊗ 𝑣) = (𝑢1𝑣1, 𝑢1𝑣2, 𝑢2𝑣1, 𝑢2𝑣2)

𝑇 , а также умножения базисных
элементов 𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 𝐴1

𝑖,𝑗𝑒1 +𝐴2
𝑖,𝑗𝑒2 для 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}.

В дальнейшем мы предполагаем, что базис e фиксирован, и мы не различаем алгебру A и
MSC(A)=𝐴.

Определение 1.2. Произвольные алгебры A и B одной размерности изоморофны, тогда
и только тогда, когда существует обратимое линейное отображение 𝑓 : A → B, для любых
𝑥, 𝑦 ∈ A выполняется 𝑓(𝑥 · 𝑦) = 𝑓(𝑥) · 𝑓(𝑦).
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Существует эквивалентное определение изоморфности двух алгебр. Рассмотрим разложе-
ния u и v в базисе 𝑒′ = (𝑒′1, 𝑒′2), где 𝑒′𝑔 = 𝑒.

u · v = 𝑒𝐴(𝑢⊗ 𝑣) = 𝑒′𝐵(𝑢′ ⊗ 𝑣′) = 𝑒𝑔−1𝐵(𝑔𝑢⊗ 𝑔𝑣) = 𝑒𝑔−1𝐵(𝑔 ⊗ 𝑔)(𝑢⊗ 𝑣).
Следовательно получаем равенство

𝐵 = 𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2,

где 𝑔−1 =

(︂
𝜉1 𝜂1
𝜉2 𝜂2

)︂
, 𝑔 = 1

Δ

(︂
𝜂2 −𝜂1
−𝜉2 𝜉1

)︂
,Δ = 𝜉1𝜂2 − 𝜉2𝜂1, 𝑔 ∈ 𝐺 = 𝐺𝐿(2,Z𝑞),

а также (𝑔−1)⊗2 =

⎛⎜⎜⎝
𝜉21 𝜉1𝜂1 𝜉1𝜂1 𝜂21
𝜉1𝜉2 𝜉1𝜂2 𝜉2𝜂1 𝜂1𝜂2
𝜉1𝜉2 𝜉2𝜂1 𝜉1𝜂2 𝜂1𝜂2
𝜉22 𝜉2𝜂2 𝜉2𝜂2 𝜂22

⎞⎟⎟⎠ . Перепишем [Определение 1.2].

Определение 1.3.Произвольные алгебры A и B размерности 𝑛 с задающими их структур-
ными константами MSC(A)=𝐴 и MSC(B)=𝐵 изоморофны, если верно для алгебр тождество
𝐵 = 𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2 для некоторого 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,Z𝑞).

Далее, мы будем рассматривать только двумерные алгебры 𝑛 = 2 и для простоты исполь-
зуем обозначение

MSC(A) = 𝐴 =

(︂
𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

)︂
, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ Z𝑞, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}.

Заметим, следующие тождества системы векторов {𝑇𝑟𝑘}, где 𝑘 ∈ {1, 2}

𝑇𝑟1(𝑔𝐴(𝑔
−1)⊗2) = 𝑇𝑟1(𝐴)𝑔

−1, 𝑇 𝑟2(𝑔𝐴(𝑔
−1)⊗2) = 𝑇𝑟2(𝐴)𝑔

−1,

для любой алгебры 𝐴 ∈𝑀𝑎𝑡(2× 4,Z𝑞), и любого 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,Z𝑞), где

𝑇𝑟1(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽3, 𝛼2 + 𝛽4), 𝑇 𝑟2(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽2, 𝛼3 + 𝛽4)

являются значениями линейных форм 𝑉 *.
Обратим внимание, что компоненты векторов 𝑇𝑟1(𝐴) и 𝑇𝑟2(𝐴) являются значениями ли-

нейных форм из двойственного пространства 𝑉 *. А именно, рассмотрим линейные функцио-
налы 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝑉 *, определяемые как следы операторов левого и правого умножения:

𝑇1(𝑥) = tr(𝐿𝑥), 𝑇2(𝑥) = tr(𝑅𝑥) для 𝑥 ∈ 𝑉.
Тогда в базисе e = (𝑒1, 𝑒2) пространства 𝑉 и дуальном базисе (𝜀1, 𝜀2) пространства 𝑉 *

имеем:

𝑇𝑟1(𝐴) = (𝑇1(𝑒1), 𝑇1(𝑒2)), 𝑇 𝑟2(𝐴) = (𝑇2(𝑒1), 𝑇2(𝑒2)).

Это объясняет 𝐺𝐿(𝑉 )-эквивариантность преобразования 𝑇𝑟𝑘(𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2) = 𝑇𝑟𝑘(𝐴)𝑔
−1, ко-

торая соответствует естественному действию 𝐺𝐿(𝑉 ) на двойственном пространстве 𝑉 *.
Опираясь на тождества системы {𝑇𝑟𝑘} и применяя 𝑃 -отображение, о котором было ска-

зано выше, [Утверждение 1.1] можно переписать для двух произвольных алгебр A и B.
Следствие 1.4. Произвольные алгебры A и B размерности 𝑛 с задающими их структур-

ными константами 𝐴 и 𝐵 изоморофны, тогда и только тогда, когда выполняется тождество

𝑃 (𝐵)𝐵(𝑃 (𝐵)−1 ⊗ 𝑃 (𝐵)−1) = 𝑃 (𝐴)𝐴(𝑃 (𝐴)−1 ⊗ 𝑃 (𝐴)−1),

где 𝑃 (𝐴) =

(︂
𝛼1 + 𝛽3 𝛼2 + 𝛽4
𝛼1 + 𝛽2 𝛼3 + 𝛽4

)︂
=

(︂
𝑇𝑟1
𝑇𝑟2

)︂
, так как 𝑃 (𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2) = 𝑃 (𝐴)𝑔−1.

Мы разделяем 𝑀𝑎𝑡((2× 4),Z𝑞) на следующие пять непересекающихся подмножеств, кото-
рые относятся к матрице 𝐴:
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1. {𝑇𝑟1(𝐴), 𝑇 𝑟2(𝐴)} линейно независимая;

2. {𝑇𝑟1(𝐴), 𝑇 𝑟2(𝐴)} линейно зависима и 𝑇𝑟1(𝐴), 𝑇 𝑟2(𝐴) ̸= 0;

3. 𝑇𝑟1(𝐴) ̸= 0 и 𝑇𝑟2(𝐴) = (0, 0);

4. 𝑇𝑟1(𝐴) = (0, 0) и 𝑇𝑟2(𝐴) ̸= 0;

5. 𝑇𝑟1(𝐴) = 𝑇𝑟2(𝐴) = (0, 0).

2. Основной результат

Предложение 2.1. Пусть группа 𝐺 действует слева на множестве 𝑀 и 𝑃 :𝑀 → 𝐺 —
такая функция, что

𝑃 (𝑔𝑚) = 𝑃 (𝑚)𝑔−1

для любых 𝑚 ∈ 𝑀 и 𝑔 ∈ 𝐺. Рассмотрим множество 𝑁 = {𝑚 ∈ 𝑀 | 𝑃 (𝑚) = 𝑒}. Тогда любая
орбита 𝐺𝑚 пересекает множество 𝑁 ровно в одной точке 𝑃 (𝑚)𝑚.

Доказательство.
Непустота. Мы получаем

𝑃 (𝑃 (𝑚)𝑚) = 𝑃 (𝑚)𝑃 (𝑚)−1 = 𝑒.

Следовательно, 𝑃 (𝑚)𝑚 ∈ 𝑁 ∩𝐺𝑚.
Единственность. Предположим, что 𝑔𝑚 ∈ 𝑁 и 𝑔′𝑚 ∈ 𝑁 для двух
𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺. По определению множества 𝑁 мы получаем 𝑒 = 𝑃 (𝑔𝑚) = 𝑃 (𝑚)𝑔−1. Аналогично,

𝑒 = 𝑃 (𝑚)(𝑔′)−1. Сокращая на элемент группы 𝑃 (𝑚) слева, получаем 𝑔−1 = (𝑔′)−1. Отсюда
𝑔𝑚 = 𝑔′𝑚.

Следствие 2.2. Если в условии [Предложение 2.1] множество 𝑀 конечно, то количе-
ство орбит группы 𝐺 на множестве 𝑀 равно мощности 𝑁 .

Рассмотрим матрицы структурных констант для которых выполнено условие существова-
ния 𝑃 (𝑚)−1. Данные матрицы относяться к случаю, когда система {𝑇𝑟𝑘} линейно независи-
мая.

Следствие 2.3. Число орбит на двумерной алгебре 𝐴, состоящей из линейно независи-
мой системы {𝑇𝑟𝑘} равно 𝑞4.

Лемма 2.4. Любой представитель орбиты матриц структурных констант двумерной
алгебры над полем Z𝑞 для которого выполнено условие существования 𝑃 (𝑚)−1, имеет вид

𝑚 = 𝐴1 =

(︂
𝛼1 𝛼2 1 + 𝛼2 𝛼4

𝛽1 −𝛼1 1− 𝛼1 −𝛼2

)︂
, где 𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛽1 ∈ Z𝑞 и 𝑃 (𝐴1) = 𝑒.

Доказательство. Пусть 𝑚 = 𝐴 =

(︂
𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

)︂
— произвольная алгебра. Тогда

отображение 𝑃 , имеет вид 𝑃 (𝑚) =

(︂
𝛼1 + 𝛽3 𝛼2 + 𝛽4
𝛼1 + 𝛽2 𝛼3 + 𝛽4

)︂
, со строками

𝑇𝑟1(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽3, 𝛼2 + 𝛽4), 𝑇 𝑟2(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽2, 𝛼3 + 𝛽4).

Если система {𝑇𝑟𝑘} линейно независимая =⇒ ∃𝑃 (𝑚)−1. Применив равенство в
[Следствие 1.4], мы получим

𝐴1 = 𝐴′ =

(︂
𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
3 𝛼′

4

𝛽′1 𝛽′2 𝛽′3 𝛽′4

)︂
= 𝑃 (𝐴)𝐴(𝑃 (𝐴)−1)⊗2, где 𝑃 (𝐴) = 1

Δ

(︂
𝜂2 −𝜂1
−𝜉2 𝜉1

)︂
, а обратная

матрица имеет вид 𝑃 (𝐴)−1 =

(︂
𝜉1 𝜂1
𝜉2 𝜂2

)︂
, 𝜉𝑖, 𝜂𝑖 ∈ Z𝑞.
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Данная матрица состоит из столбцов(︃
−𝛽1𝜂1𝜉21

Δ +
𝛼1𝜂2𝜉21

Δ + 2𝛼1𝜂1𝜉1𝜉2
Δ − 2𝛽4𝜂2𝜉1𝜉2

Δ − 2𝜂1𝜂2𝜉1𝜉2
Δ2 +

𝜂2𝜉21𝜉2
Δ2 − 𝛽4𝜂1𝜉22

Δ +
𝛼4𝜂2𝜉22

Δ +
𝜂1𝜉1𝜉22
Δ2

𝛽1𝜉31
Δ − 3𝛼1𝜉21𝜉2

Δ +
𝜂2𝜉21𝜉2
Δ2 +

3𝛽4𝜉1𝜉22
Δ +

𝜂1𝜉1𝜉21
Δ2 − 2𝜉21𝜉

2
2

Δ2 −
𝛼4𝜉32
Δ

)︃
,(︃

−𝛽1𝜂21𝜉1
Δ + 2𝛼1𝜂1𝜂2𝜉1

Δ − 𝛽4𝜂22𝜉1
Δ − 𝜂1𝜂22𝜉1

Δ2 +
𝛼1𝜂21𝜉2

Δ − 2𝛽4𝜂1𝜂2𝜉2
Δ − 𝜂21𝜂2𝜉2

Δ2 +
𝛼4𝜂22𝜉2

Δ + 2𝜂1𝜂2𝜉1𝜉2
Δ2

𝛽1𝜂1𝜉21
Δ − 𝛼1𝜂2𝜉21

Δ − 2𝛼1𝜂1𝜉1𝜉2
Δ + 2𝛽4𝜂2𝜉1𝜉2

Δ + 2𝜂1𝜂2𝜉1𝜉2
Δ2 − 𝜂2𝜉21𝜉2

Δ2 +
𝛽4𝜂1𝜉22

Δ − 𝛼4𝜂2𝜉22
Δ − 𝜂1𝜉1𝜉22

Δ2

)︃
,(︃

−𝛽1𝜂21𝜉1
Δ + 2𝛼1𝜂1𝜂2𝜉1

Δ − 𝛽4𝜂22𝜉1
Δ − 𝜂1𝜂22𝜉1

Δ2 +
𝜂22𝜉

2
1

Δ2 +
𝛼1𝜂21𝜉2

Δ − 2𝛽4𝜂1𝜂2𝜉2
Δ − 𝜂21𝜂2𝜉2

Δ2 +
𝛼4𝜂22𝜉2

Δ +
𝜂21𝜉

2
2

Δ2

𝛽1𝜂1𝜉21
Δ − 𝛼1𝜂2𝜉21

Δ +
𝜂22𝜉

2
1

Δ2 − 2𝛼1𝜂1𝜉1𝜉2
Δ + 2𝛽4𝜂2𝜉1𝜉2

Δ − 𝜂2𝜉21𝜉2
Δ2 +

𝛽4𝜂1𝜉22
Δ +

𝜂21𝜉
2
2

Δ2 −
𝛼4𝜂2𝜉22

Δ − 𝜂1𝜉1𝜉22
Δ2

)︃
,(︃

−𝛽1𝜂31
Δ +

3𝛼1𝜂21𝜂2
Δ − 3𝛽4𝜂1𝜂22

Δ − 2𝜂21𝜂
2
2

Δ2 +
𝛼4𝜂32
Δ +

𝜂1𝜂22𝜉1
Δ2 +

𝜂21𝜂2𝜉2
Δ2

𝛽1𝜂21𝜉1
Δ − 2𝛼1𝜂1𝜂2𝜉1

Δ +
𝛽4𝜂22𝜉1

Δ +
𝜂1𝜂22𝜉1
Δ2 − 𝛼1𝜂21𝜉2

Δ + 2𝛽4𝜂1𝜂2𝜉2
Δ +

𝜂21𝜂2𝜉2
Δ2 − 𝛼4𝜂22𝜉2

Δ − 2𝜂1𝜂2𝜉1𝜉2
Δ2

)︃
.

Из столбцов выше, мы может видеть, что

𝛼′
1 = −𝛽′2, 𝛼′

3 = 𝛼′
2 + 1, 𝛽′3 = 𝛽′2 + 1 и 𝛽′4 = −𝛼′

2 → 𝐴1 =

(︂
𝛼1 𝛼2 1 + 𝛼2 𝛼4

𝛽1 −𝛼1 1− 𝛼1 −𝛼2

)︂
.

Матричное представление орбиты 𝐴1 и следствие о том, что таких орбит равно 𝑞4, кор-
ректно только в условии непересекаемости орбит в случае линейно независимых векторов
{𝑇𝑟𝑘}, что доказано в [Предложениние 2.1].

Теорема 2.5. Любая двумерная алгебра над полем Z2 с точностью до эквивалентности
орбит, имеет вид :

� 𝐴1 =

(︂
𝛼1 𝛼2 1 + 𝛼2 𝛼4

𝛽1 𝛼1 1 + 𝛼1 𝛼2

)︂
,

� 𝐴2−3.1 =

(︂
1 1 1 0
𝛽1 0 0 1

)︂
, 𝐴2−3.2 =

(︂
1 0 0 0
𝛽1 1 0 0

)︂
, 𝐴2−3.3 =

(︂
0 1 1 0
𝛽1 0 1 1

)︂
,

𝐴2−3.4 =

(︂
0 0 0 0
𝛽1 1 1 0

)︂
, 𝐴2−3.5 =

(︂
0 0 0 1
𝛽1 𝛽2 1 0

)︂
, 𝐴2−3.6 =

(︂
1 1 1 0
0 1 0 1

)︂
,

𝐴2−3.7 =

(︂
0 1 1 1
𝛽1 𝛽2 1 1

)︂
, 𝐴2−3.8 =

(︂
1 0 0 0
0 0 0 0

)︂
, 𝐴2−3.9 =

(︂
0 1 1 0
0 1 1 1

)︂
,

𝐴2−3.10 =

(︂
0 0 0 0
0 0 1 0

)︂

� 𝐴4.1 =

(︂
1 0 0 0
𝛽1 0 1 0

)︂
, 𝐴4.2 =

(︂
0 1 1 0
𝛽1 1 0 1

)︂
, 𝐴4.3 =

(︂
0 0 0 1
𝛽1 1 0 0

)︂
,

𝐴4.4 =

(︂
1 1 1 0
0 0 1 1

)︂
, 𝐴4.5 =

(︂
1 0 0 1
𝛽1 0 1 0

)︂
, 𝐴4.6 =

(︂
0 0 0 0
0 1 0 0

)︂

� 𝐴5.1 =

(︂
0 0 0 𝛼4

1 0 0 0

)︂
, 𝐴5.2 =

(︂
1 1 1 0
0 1 1 1

)︂
, 𝐴5.3 =

(︂
1 0 0 1
1 1 1 0

)︂
, 𝐴5.4 =

(︂
1 0 0 0
0 1 1 0

)︂

� 𝐴0 =

(︂
0 0 0 0
0 0 0 0

)︂
При этом элементы 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 принимают значения из Z2, что дает в общей сложности 52

попарно неизоморфных алгебр.
Доказательство.
Случай 1. Когда {𝑇𝑟𝑘} линейно независимая, описана в [Лемма 2.4].
Случай 2-3. Когда {𝑇𝑟𝑘} линейно зависима и 𝑇𝑟1(𝐴) ̸= 0, а 𝑇𝑟2(𝐴) ≥ 0.
Заметим, что для 𝑔−1 ∈ 𝐺𝐿(2,Z2) коэффициенты матрицы 𝑔−1 берутся из поля Z2, тогда

для произвольной алгебры 𝐴, верно
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∀𝑇𝑟1(𝐴) ∃𝑔−1(𝑇𝑟1(𝐴)𝑔
−1 = (1, 0) =⇒ 𝑇𝑟2(𝐴)𝑔

−1 = (𝜆, 0)).

Из выше сказаного можно сделать вывод, что для любой двумерной алгебры 𝐴, у кото-
рой вектора 𝑇𝑟𝑘 — линейно зависимые, найдется 𝑔−1, что эквивалентная матрица 𝑃 (𝐴)𝑔−1,
будет содержать вектора 𝑇𝑟1 = (1, 0) и 𝑇𝑟2 = (𝜆, 0) по строкам. Тогда, для того чтобы опи-
сать эквивалентные матрицы, достаточно рассмотреть произвольную алгебру, содержащую
вектора 𝑇𝑟1(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽3, 𝛼2 + 𝛽4) = (1, 0) и 𝑇𝑟2(𝐴) = (𝛼1 + 𝛽2, 𝛼3 + 𝛽4) = (𝜆, 0), где
𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ Z2. Для данных векторов 𝑇𝑟𝑘, матрица структурных констант будет иметь вид в

𝐴 =

(︂
𝛼1 𝛼2 𝛼2 𝛼4

𝛽1 𝜆− 𝛼1 1− 𝛼1 −𝛼2

)︂
.

Из (1, 0)𝑔−1=(1, 0) следует 𝑔−1=

(︂
1 0
𝜉2 𝜂2

)︂
. Рассмотрим действие элементом 𝑔=

(︃
1 0

− 𝜉2
𝜂2

1
𝜂2

)︃
на 𝐴.

𝐴′ =

(︂
𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
2 𝛼′

4

𝛽′1 𝜆− 𝛼′
1 1− 𝛼′

1 −𝛼′
2

)︂
=𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2 =⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼1 + 2𝛼2𝜉2 + 𝛼4𝜉

2
2 ,

𝛼′
2 = (𝛼2 + 𝛼4𝜉2)𝜂2,

𝛼′
4 = 𝛼4𝜂

2
2,

𝛽′1 =
𝛽1+(1+𝜆−3𝛼1)𝜉2−3𝛼2𝜉22−𝛼4𝜉22

𝜂2
.

В случае Z2 система имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼1 + 𝛼4𝜉2,

𝛼′
2 = 𝛼2 + 𝛼4𝜉2,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝜉2 + 𝜆𝜉2 + 𝛼1𝜉2 + 𝛼2𝜉2 + 𝛼4𝜉2,

𝜂2 = 1.

Над полем Z2 матрицы для которых выполнено условие 𝑇𝑟1 = (1, 0) и 𝑇𝑟2 = (𝜆, 0), исчер-
пываются

𝐴1=

(︂
1 1 1 𝛼4

𝛽1 𝜆− 1 0 1

)︂
, 𝐴2=

(︂
1 0 0 𝛼4

𝛽1 𝜆− 1 0 0

)︂
, 𝐴3=

(︂
0 1 1 𝛼4

𝛽1 𝜆 1 1

)︂
,

𝐴4=

(︂
0 0 0 𝛼4

𝛽1 𝜆 1 0

)︂
.

Для описания всех возможных орбит с точностью до эквивалентности над Z2, следует

рассмотреть действие элементом 𝑔 = 𝑔−1 =

(︂
1 0
1 1

)︂
на 𝐴𝑖.

Рассмотрим все орбиты, где запись 𝐴𝑖(𝛽1𝛼4𝜆) с различными 𝛽1, 𝛼4, 𝜆 ∈ Z2, рассматривают-
ся как разные случаи. Для удобства дальнейшего подсчёта будем помечать справа от матриц
индексом «+1» те случаи, в которых алгебра при действии группы 𝐺𝐿(2,Z2) переходит в са-
му себя, то есть 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖. Такие формы считаются «однократными представителями орбит»,
и «→ +1» означает вклад одной орбиты в общий счёт.

𝑔𝐴1(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
2 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆+ 1.
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≃
(︂

𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆+ 1 𝛼4 + 𝜆+ 1 𝛼4 𝛼4 + 1

)︂
,

𝐴1(111) =

(︂
1 1 1 1
1 0 0 1

)︂
≃ 𝐴4(011) =

(︂
0 0 0 1
0 1 1 0

)︂
,

𝐴1(101) =

(︂
1 1 1 0
1 0 0 1

)︂
≃ 𝐴1(101) =

(︂
1 1 1 0
1 0 0 1

)︂
→ +1,

𝐴1(011) =

(︂
1 1 1 1
0 0 0 1

)︂
≃ 𝐴4(111) =

(︂
0 0 0 1
1 1 1 0

)︂
,

𝐴1(001) =

(︂
1 1 1 0
0 0 0 1

)︂
≃ 𝐴1(001) =

(︂
1 1 1 0
0 0 0 1

)︂
→ +1,

𝐴1(110) =

(︂
1 1 1 1
1 1 0 1

)︂
≃ 𝐴4(110) =

(︂
0 0 0 1
1 0 1 0

)︂
,

𝐴1(100) =

(︂
1 1 1 0
1 1 0 1

)︂
≃ 𝐴1(000) =

(︂
1 1 1 0
0 1 0 1

)︂
,

𝐴1(010) =

(︂
1 1 1 1
0 1 0 1

)︂
≃ 𝐴4(010) =

(︂
0 0 0 1
0 0 1 0

)︂
,

𝐴1(000) =

(︂
1 1 1 0
0 1 0 1

)︂
≃ 𝐴1(100) =

(︂
1 1 1 0
1 1 0 1

)︂
.

𝑔𝐴2(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
2 = 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝜆+ 𝛼4.

≃
(︂

𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆 𝛼4 + 𝜆+ 1 𝛼4 𝛼4

)︂
,

𝐴2(111) =

(︂
1 0 0 1
1 0 0 0

)︂
≃ 𝐴3(111) =

(︂
0 1 1 1
1 1 1 1

)︂
,

𝐴2(101) =

(︂
1 0 0 0
1 0 0 0

)︂
≃ 𝐴2(001) =

(︂
1 0 0 0
0 0 0 0

)︂
,

𝐴2(011) =

(︂
1 0 0 1
0 0 0 0

)︂
≃ 𝐴3(011) =

(︂
0 1 1 1
0 1 1 1

)︂
,

𝐴2(001) =

(︂
1 0 0 0
0 0 0 0

)︂
≃ 𝐴2(101) =

(︂
1 0 0 0
1 0 0 0

)︂
,

𝐴2(110) =

(︂
1 0 0 1
1 1 0 0

)︂
≃ 𝐴3(010) =

(︂
0 1 1 1
0 0 1 1

)︂
,

𝐴2(100) =

(︂
1 0 0 0
1 1 0 0

)︂
≃ 𝐴2(100) =

(︂
1 0 0 0
1 1 0 0

)︂
→ +1,

𝐴2(010) =

(︂
1 0 0 1
0 1 0 0

)︂
≃ 𝐴3(110) =

(︂
0 1 1 1
1 0 1 1

)︂
,

𝐴2(000) =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0

)︂
≃ 𝐴2(000) =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0

)︂
→ +1.

𝑔𝐴3(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼4,

𝛼′
2 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆.
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≃
(︂

𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆 𝛼4 + 𝜆 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1

)︂
,

𝐴3(111) =

(︂
0 1 1 1
1 1 1 1

)︂
≃ 𝐴2(111) =

(︂
1 0 0 1
1 0 0 0

)︂
,

𝐴3(101) =

(︂
0 1 1 0
1 1 1 1

)︂
≃ 𝐴3(001) =

(︂
0 1 1 0
0 1 1 1

)︂
,

𝐴3(011) =

(︂
0 1 1 1
0 1 1 1

)︂
≃ 𝐴2(011) =

(︂
1 0 0 1
0 0 0 0

)︂
,

𝐴3(001) =

(︂
0 1 1 0
0 1 1 1

)︂
≃ 𝐴3(101) =

(︂
0 1 1 0
1 1 1 1

)︂
,

𝐴3(110) =

(︂
0 1 1 1
1 0 1 1

)︂
≃ 𝐴2(010) =

(︂
1 0 0 1
0 1 0 0

)︂
,

𝐴3(100) =

(︂
0 1 1 0
1 0 1 1

)︂
≃ 𝐴3(100) =

(︂
0 1 1 0
1 0 1 1

)︂
→ +1,

𝐴3(010) =

(︂
0 1 1 1
0 0 1 1

)︂
≃ 𝐴2(110) =

(︂
1 0 0 1
1 1 0 0

)︂
,

𝐴3(000) =

(︂
0 1 1 0
0 0 1 1

)︂
≃ 𝐴3(000) =

(︂
0 1 1 0
0 0 1 1

)︂
→ +1.

𝑔𝐴4(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼4,

𝛼′
2 = 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆+ 1.

≃
(︂

𝛼4 𝛼4 𝛼4 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 𝜆+ 1 𝛼4 + 𝜆 𝛼4 + 1 𝛼4

)︂
,

𝐴4(111) =

(︂
0 0 0 1
1 1 1 0

)︂
≃ 𝐴1(011) =

(︂
1 1 1 1
0 0 0 1

)︂
,

𝐴4(101) =

(︂
0 0 0 0
1 1 1 0

)︂
≃ 𝐴4(101) =

(︂
0 0 0 0
1 1 1 0

)︂
→ +1,

𝐴4(011) =

(︂
0 0 0 1
0 1 1 0

)︂
≃ 𝐴1(111) =

(︂
1 1 1 1
1 0 0 1

)︂
,

𝐴4(001) =

(︂
0 0 0 0
0 1 1 0

)︂
≃ 𝐴4(001) =

(︂
0 0 0 0
0 1 1 0

)︂
→ +1,

𝐴4(110) =

(︂
0 0 0 1
1 0 1 0

)︂
≃ 𝐴1(110) =

(︂
1 1 1 1
1 1 0 1

)︂
,

𝐴4(100) =

(︂
0 0 0 0
1 0 1 0

)︂
≃ 𝐴4(000) =

(︂
0 0 0 0
0 0 1 0

)︂
,

𝐴4(010) =

(︂
0 0 0 1
0 0 1 0

)︂
≃ 𝐴1(010) =

(︂
1 1 1 1
0 1 0 1

)︂
,

𝐴4(000) =

(︂
0 0 0 0
0 0 1 0

)︂
≃ 𝐴4(100) =

(︂
0 0 0 0
1 0 1 0

)︂
.

Выше описанные орбиты имеют ярко выраженную особенность, а именно 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖 или
𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖, где 𝑖 ̸= 𝑗. Мощность различных орбит действия вида 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖 рав-
на 8 → 𝐴1(101), 𝐴1(001), 𝐴2(100), 𝐴2(000), 𝐴3(100), 𝐴3(000), 𝐴4(101), 𝐴4(101), а мощность вида
𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖 равна 4·8−8

2 = 12.
Выбрав представителей орбит для которых 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖, получим
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𝐴1(101) ∪𝐴1(001) =⇒ 𝐴2−3.1 =

(︂
1 1 1 0
𝛽1 0 0 1

)︂
,

𝐴2(100) ∪𝐴2(000) =⇒ 𝐴2−3.2 =

(︂
1 0 0 0
𝛽1 1 0 0

)︂
,

𝐴3(100) ∪𝐴3(000) =⇒ 𝐴2−3.3 =

(︂
0 1 1 0
𝛽1 0 1 1

)︂
,

𝐴4(101) ∪𝐴4(001) =⇒ 𝐴2−3.4 =

(︂
0 0 0 0
𝛽1 1 1 0

)︂
.

Далее выбрав случай 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖, получим

𝐴4(011) ∪𝐴4(111) ∪𝐴4(110) ∪𝐴4(010) =⇒ 𝐴2−3.5 =

(︂
0 0 0 1
𝛽1 𝛽2 1 0

)︂
,

𝐴1(000) =⇒ 𝐴2−3.6 =

(︂
1 1 1 0
0 1 0 1

)︂
,

𝐴3(111) ∪𝐴3(011) ∪𝐴3(010) ∪𝐴3(110) =⇒ 𝐴2−3.7 =

(︂
0 1 1 1
𝛽1 𝛽2 1 1

)︂
,

𝐴2(001) =⇒ 𝐴2−3.8 =

(︂
1 0 0 0
0 0 0 0

)︂
,

𝐴3(001) =⇒ 𝐴2−3.9 =

(︂
0 1 1 0
0 1 1 1

)︂
,

𝐴4(000) =⇒ 𝐴2−3.10 =

(︂
0 0 0 0
0 0 1 0

)︂
.

Случай 4. Когда 𝑇𝑟1(𝐴) = (0, 0) и 𝑇𝑟2(𝐴) ̸= 0.

𝐴′ =

(︂
𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
2 𝛼′

4

𝛽′1 1− 𝛼′
1 −𝛼′

1 −𝛼′
2

)︂
= 𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2 =⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼1 + 2𝛼2𝜉2 + 𝛼4𝜉

2
2 ,

𝛼′
2 = (𝛼2 + 𝛼4𝜉2)𝜂2,

𝛼′
4 = 𝛼4𝜂

2
2,

𝛽′1 =
𝛽1+𝜉2−3𝛼1𝜉2−3𝛼2𝜉22−𝛼4𝜉32

𝜂2
.

В случае Z2 система имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼1 + 𝛼4𝜉2,

𝛼′
2 = 𝛼2 + 𝛼4𝜉2,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝜉2 + 𝛼1𝜉2 + 𝛼2𝜉2 + 𝛼4𝜉2,

𝜂2 = 1.

Над полем Z2 матрицы для которых выполнено условие 𝑇𝑟1 = (0, 0) и 𝑇𝑟2 = (1, 0), исчер-
пываются

𝐴1=

(︂
1 1 1 𝛼4

𝛽1 0 1 1

)︂
, 𝐴2=

(︂
1 0 0 𝛼4

𝛽1 0 1 0

)︂
, 𝐴3=

(︂
0 1 1 𝛼4

𝛽1 1 0 1

)︂
, 𝐴4=

(︂
0 0 0 𝛼4

𝛽1 1 0 0

)︂
.

Аналогично случаю 2—3. Для описания орбит над Z2, возьмем фиксированный обратимый

элемент 𝑔 = 𝑔−1 =

(︂
1 0
1 1

)︂
. Запись 𝐴𝑖(𝛽1𝛼4) с различными коэффициентами 𝛽1, 𝛼4 ∈ Z2,

рассматриваются как различные случаи.
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𝑔𝐴1(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
2 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1.

≃
(︂

𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1

)︂
,

𝐴1(11) =

(︂
1 1 1 1
1 0 1 1

)︂
≃ 𝐴4(11) =

(︂
0 0 0 1
1 1 0 0

)︂
,

𝐴1(10) =

(︂
1 1 1 0
1 0 1 1

)︂
≃ 𝐴1(00) =

(︂
1 1 1 0
0 0 1 1

)︂
,

𝐴1(01) =

(︂
1 1 1 1
0 0 1 1

)︂
≃ 𝐴4(01) =

(︂
0 0 0 1
0 1 0 0

)︂
,

𝐴1(00) =

(︂
1 1 1 0
0 0 1 1

)︂
≃ 𝐴1(10) =

(︂
1 1 1 0
1 0 1 1

)︂
.

𝑔𝐴2(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
2 = 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4.

≃
(︂
𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4

)︂
,

𝐴2(11) =

(︂
1 0 0 1
1 0 1 0

)︂
≃ 𝐴3(01) =

(︂
0 1 1 1
0 1 0 1

)︂
,

𝐴2(10) =

(︂
1 0 0 0
1 0 1 0

)︂
≃ 𝐴2(10) =

(︂
1 0 0 0
1 0 1 0

)︂
→ +1,

𝐴2(01) =

(︂
1 0 0 1
0 0 1 0

)︂
≃ 𝐴3(11) =

(︂
0 1 1 1
1 1 0 1

)︂
,

𝐴2(00) =

(︂
1 0 0 0
0 0 1 0

)︂
≃ 𝐴2(00) =

(︂
1 0 0 0
0 0 1 0

)︂
→ +1.

𝑔𝐴3(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼4,

𝛼′
2 = 1 + 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4.

≃
(︂

𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4 + 1

)︂
,

𝐴3(11) =

(︂
0 1 1 1
1 1 0 1

)︂
≃ 𝐴2(01) =

(︂
1 0 0 1
0 0 1 0

)︂
,

𝐴3(10) =

(︂
0 1 1 0
1 1 0 1

)︂
≃ 𝐴3(10) =

(︂
0 1 1 0
1 1 0 1

)︂
→ +1,

𝐴3(01) =

(︂
0 1 1 1
0 1 0 1

)︂
≃ 𝐴2(11) =

(︂
1 0 0 1
1 0 1 0

)︂
,

𝐴3(00) =

(︂
0 1 1 0
0 1 0 1

)︂
≃ 𝐴3(00) =

(︂
0 1 1 0
0 1 0 1

)︂
→ +1.
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𝑔𝐴4(𝑔
−1)⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼′
1 = 𝛼4,

𝛼′
2 = 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1.

≃
(︂

𝛼4 𝛼4 𝛼4 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4

)︂
,

𝐴4(11) =

(︂
0 0 0 1
1 1 0 0

)︂
≃ 𝐴1(11) =

(︂
1 1 1 1
1 0 1 1

)︂
,

𝐴4(10) =

(︂
0 0 0 0
1 1 0 0

)︂
≃ 𝐴4(00) =

(︂
0 0 0 0
0 1 0 0

)︂
,

𝐴4(01) =

(︂
0 0 0 1
0 1 0 0

)︂
≃ 𝐴1(01) =

(︂
1 1 1 1
0 0 1 1

)︂
,

𝐴4(00) =

(︂
0 0 0 0
0 1 0 0

)︂
≃ 𝐴4(10) =

(︂
0 0 0 0
1 1 0 0

)︂
.

Мощность орбит вида 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖 равна 4 → 𝐴2(10), 𝐴2(00), 𝐴3(10), 𝐴3(00), а 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖
равна 4·4−4

2 = 6.
Выбрав представителей орбит для которых 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖, получим

𝐴2(10) ∪𝐴2(00) =⇒ 𝐴4.1 =

(︂
1 0 0 0
𝛽1 0 1 0

)︂
,

𝐴3(10) ∪𝐴3(00) =⇒ 𝐴4.2 =

(︂
0 1 1 0
𝛽1 1 0 1

)︂
.

Далее выбрав случай 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖, получим

𝐴4(11) ∪𝐴4(01) =⇒ 𝐴4.3 =

(︂
0 0 0 1
𝛽1 1 0 0

)︂
,

𝐴1(00) =⇒ 𝐴4.4 =

(︂
1 1 1 0
0 0 1 1

)︂
,

𝐴2(11) ∪𝐴2(01) =⇒ 𝐴4.5 =

(︂
1 0 0 1
𝛽1 0 1 0

)︂
,

𝐴4(00) =⇒ 𝐴4.6 =

(︂
0 0 0 0
0 1 0 0

)︂
.

Случай 5. Когда 𝑇𝑟1(𝐴) = 𝑇𝑟2(𝐴) = (0, 0).

Пусть 𝑔−1 =

(︂
𝜉1 𝜂1
𝜉2 𝜂2

)︂
и Δ = 𝜉1𝜂2 − 𝜉2𝜂1 ̸= 0.

𝐴′=

(︂
𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
2 𝛼′

4

𝛽′1 −𝛼′
1 −𝛼′

1 −𝛼′
2

)︂
=𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2 =⇒

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 =

1
Δ(−𝛽1𝜂1𝜉21 + 𝛼1𝜂2𝜉

2
1 + 2𝛼1𝜂1𝜉1𝜉2 + 2𝛼2𝜂2𝜉1𝜉2 + 𝛼2𝜂1𝜉

2
2 + 𝛼4𝜂2𝜉

2
2),

𝛼′
2 = − 1

Δ(𝛽1𝜂
2
1𝜉1 − 2𝛼1𝜂1𝜂2𝜉1 − 𝛼2𝜂

2
2𝜉1 − 𝛼1𝜂

2
1𝜉2 − 2𝛼2𝜂1𝜂2𝜉2 − 𝛼4𝜂2𝜉

2
2),

𝛼′
4 = − 1

Δ(𝛽1𝜂
3
1 − 3𝛼1𝜂

2
1𝜂2 − 3𝛼2𝜂1𝜂

2
2 − 𝛼4𝜂

3
2) = − 1

Δ𝜂
3
1𝑃 (

𝜂2
𝜂1
) = − 1

Δ𝜂
3
2𝑄(𝜂1𝜂2 ),

𝛽′1 =
1
Δ(𝛽1𝜉

3
1 − 3𝛼1𝜉

2
1𝜉2 − 3𝛼2𝜉1𝜉

2
2 − 𝛼4𝜉

3
2) = − 1

Δ𝜉
3
1𝑃 (

𝜉2
𝜉1
) = − 1

Δ𝜉
3
2𝑄( 𝜉1𝜉2 ).

В случае Z2 система имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛽1𝜂1𝜉1 + 𝛼1𝜂2𝜉1 + 𝛼2𝜂1𝜉2 + 𝛼4𝜂2𝜉2,

𝛼′
2 = 𝛽1𝜂1𝜉1 + 𝛼2𝜂2𝜉1 + 𝛼1𝜂1𝜉2 + 𝛼4𝜂2𝜉2,

𝛼′
4 = 𝛽1𝜂1 + 𝛼1𝜂1𝜂2 + 𝛼2𝜂1𝜂2 + 𝛼4𝜂2,

𝛽′1 = 𝛽1𝜉1 + 𝛼1𝜉1𝜉2 + 𝛼2𝜉1𝜉2 + 𝛼4𝜉2.
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Группа обратимых матриц размером 2× 2 над полем Z2, представляется как

𝑒 = 𝑔1 =

(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝑔2 =

(︂
1 1
0 1

)︂
, 𝑔3 =

(︂
1 0
1 1

)︂
, 𝑔4 =

(︂
1 1
1 0

)︂
, 𝑔5 =

(︂
0 1
1 1

)︂
, 𝑔6 =

(︂
0 1
1 0

)︂
.

Элементы 𝑔−1
𝑖 , где 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5, 6}, обладают следующими свойствами

𝑔−1
2 = 𝑔2, 𝑔

−1
3 = 𝑔3, 𝑔

−1
4 = 𝑔5, 𝑔

−1
5 = 𝑔4, 𝑔

−1
6 = 𝑔6.

В случае Z2 матрицы для которых выполнено условие 𝑇𝑟1 = (0, 0) и 𝑇𝑟2 = (0, 0), исчер-
пываются

𝐴1=

(︂
1 1 1 𝛼4

𝛽1 1 1 1

)︂
, 𝐴2=

(︂
1 0 0 𝛼4

𝛽1 1 1 0

)︂
, 𝐴3=

(︂
0 1 1 𝛼4

𝛽1 0 0 1

)︂
, 𝐴4=

(︂
0 0 0 𝛼4

𝛽1 0 0 0

)︂
.

Для описания случая 5 нам достаточно рассмотреть действие всех элементов 𝑔𝑖 на
𝐴𝑖(𝛽1, 𝛼4).

𝑔2𝐴1(𝑔
−1
2 )⊗2 = 𝑔2𝐴1(𝑔2)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
2 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
4 = 𝛽1 + 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1.

≃
(︂
𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 𝛼4

𝛽1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1

)︂
,

𝑔3𝐴1(𝑔
−1
3 )⊗2 = 𝑔3𝐴1(𝑔3)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
2 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4.

≃
(︂
𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1

)︂
,

𝑔4𝐴1(𝑔
−1
4 )⊗2 = 𝑔4𝐴1(𝑔5)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
2 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
4 = 𝛽1 + 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛼4.

≃
(︂
𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛽1 + 𝛼4

𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1

)︂
,

𝑔5𝐴1(𝑔
−1
5 )⊗2 = 𝑔5𝐴1(𝑔4)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
2 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
4 = 𝛽1,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4.

≃
(︂
𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1
𝛽1 + 𝛼4 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1

)︂
,

𝑔6𝐴1(𝑔
−1
6 )⊗2 = 𝑔6𝐴1(𝑔6)

⊗2= ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 1,

𝛼′
2 = 1,

𝛼′
4 = 𝛽1,

𝛽′1 = 𝛼4.



Матричная классификация двумерных алгебр над полем Z2 411

≃
(︂

1 1 1 𝛽1
𝛼4 1 1 1

)︂
,

𝐴1(11) =

(︂
1 1 1 1
1 1 1 1

)︂
≃ 𝐴4(10) =

(︂
0 0 0 0
1 0 0 0

)︂
≃ 𝐴4(01) =

(︂
0 0 0 1
0 0 0 0

)︂
→ +1,

𝐴1(01) =

(︂
1 1 1 1
0 1 1 1

)︂
≃ 𝐴4(11) =

(︂
0 0 0 1
1 0 0 0

)︂
≃ 𝐴1(10) =

(︂
1 1 1 0
1 1 1 1

)︂
→ +1,

𝐴1(00) =

(︂
1 1 1 0
0 1 1 1

)︂
→ +1.

𝑔2𝐴2(𝑔
−1
2 )⊗2 = 𝑔2𝐴2(𝑔2)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
2 = 𝛽1,

𝛼′
4 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1,

𝛽′1 = 𝛽1.

≃
(︂
𝛽1 + 1 𝛽1 𝛽1 𝛽1 + 𝛼4 + 1
𝛽1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1

)︂
,

𝑔3𝐴2(𝑔
−1
3 )⊗2 = 𝑔3𝐴2(𝑔3)

⊗2 = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
2 = 𝛼4,

𝛼′
4 = 𝛼4,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1.

≃
(︂

𝛼4 + 1 𝛼4 𝛼4 𝛼4

𝛽1 + 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛼4

)︂
,

𝑔4𝐴2(𝑔
−1
4 )⊗2 = 𝑔4𝐴2(𝑔5)

⊗2= ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛼4,

𝛼′
2 = 𝛼4 + 1,

𝛼′
4 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1,

𝛽′1 = 𝛼4.

≃
(︂
𝛼4 𝛼4 + 1 𝛼4 + 1 𝛽1 + 𝛼4 + 1
𝛼4 𝛼4 𝛼4 𝛼4 + 1

)︂
,

𝑔5𝐴2(𝑔
−1
5 )⊗2 = 𝑔5𝐴2(𝑔4)

⊗2= ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 𝛽1,

𝛼′
2 = 𝛽1 + 1,

𝛼′
4 = 𝛽1,

𝛽′1 = 𝛽1 + 𝛼4 + 1.

≃
(︂

𝛽1 𝛽1 + 1 𝛽1 + 1 𝛽1
𝛽1 + 𝛼4 + 1 𝛽1 𝛽1 𝛽1 + 1

)︂
,

𝑔6𝐴2(𝑔
−1
6 )⊗2 = 𝑔6𝐴2(𝑔6)

⊗2= ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼′
1 = 0,

𝛼′
2 = 1,

𝛼′
4 = 𝛽1,

𝛽′1 = 𝛼4.

≃
(︂

0 1 1 𝛽1
𝛼4 0 0 1

)︂
,
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𝐴2(11) =

(︂
1 0 0 1
1 1 1 0

)︂
≃ 𝐴3(11) =

(︂
0 1 1 1
1 0 0 1

)︂
→ +1,

𝐴2(00) =

(︂
1 0 0 0
0 1 1 0

)︂
≃ 𝐴2(01) =

(︂
1 0 0 1
0 1 1 0

)︂
≃ 𝐴2(10) =

(︂
1 0 0 0
1 1 1 0

)︂
≃

≃ 𝐴3(00) =

(︂
0 1 1 0
0 0 0 1

)︂
≃ 𝐴3(01) =

(︂
0 1 1 1
0 0 0 1

)︂
≃ 𝐴3(10) =

(︂
0 1 1 0
1 0 0 1

)︂
→ +1.

Заметим, что на данном этапе все представители орбит действия представлены, кроме

𝐴4(00) =

(︂
0 0 0 0
0 0 0 0

)︂
→ +1

Мощность орбит вида 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑖 равна 2→ 𝐴1(00), 𝐴4(00), а 𝐴𝑖 ≃ 𝐴𝑗 ≃ 𝐴𝑖 равна 4.
Выберем представителей орбит

𝐴4(10) ∪𝐴4(11) =⇒ 𝐴5.1 =

(︂
0 0 0 𝛼4

1 0 0 0

)︂
,

𝐴1(00) =⇒ 𝐴5.2 =

(︂
1 1 1 0
0 1 1 1

)︂
,

𝐴2(11) =⇒ 𝐴5.3 =

(︂
1 0 0 1
1 1 1 0

)︂
,

𝐴2(00) =⇒ 𝐴5.4 =

(︂
1 0 0 0
0 1 1 0

)︂
,

𝐴4(00) =⇒ 𝐴0 =

(︂
0 0 0 0
0 0 0 0

)︂
.

Проверка по лемме Бернсайда
Группа 𝐺 = 𝐺𝐿(2,Z2) порядка 6 действует на множестве матриц структурных констант

ℳ (|ℳ| = 28 = 256) по формуле:
𝑔 ·𝐴 = 𝑔𝐴(𝑔−1)⊗2

По лемме Бернсайда число орбит:

|𝑋/𝐺| = 1

|𝐺|
∑︁
𝑔∈𝐺
|𝑋𝑔|

Вычислим |𝑋𝑔| = |{𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑔 · 𝑥 = 𝑥}| для каждого 𝑔 ∈ 𝐺:

� 𝑔1 = 𝐼: 𝑋𝑔1 =ℳ, |𝑋𝑔1 | = 256

� 𝑔2 =

(︂
1 1
0 1

)︂
: Условие 𝑔2 ·𝐴 = 𝐴 дает систему:

𝛽1 = 0, 𝛽4 = 0, 𝛽2 = 𝛽3, 𝛼2 = 𝛼3

4 свободных параметра, |𝑋𝑔2 | = 24 = 16

� 𝑔3 =

(︂
1 0
1 1

)︂
: По симметрии |𝑋𝑔3 | = 16

� 𝑔4 =

(︂
1 1
1 0

)︂
: Система из 2 уравнений, |𝑋𝑔4 | = 22 = 4

� 𝑔5 =

(︂
0 1
1 1

)︂
: По симметрии |𝑋𝑔5 | = 4

� 𝑔6 =

(︂
0 1
1 0

)︂
: Система из 4 уравнений, |𝑋𝑔6 | = 16
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Подставляя в формулу Бернсайда:

|𝑋/𝐺| = 1

|𝐺|
∑︁
𝑔∈𝐺
|𝑋𝑔| = 256 + 16 + 16 + 4 + 4 + 16

6
=

312

6
= 52

Результат совпадает с Теоремой 2.5.

Далее, под обозначением |𝐴𝑖| = |𝑂𝑟𝑏(𝐴𝑖)|, мы будем понимать число эквивалентных орбит
действия.

Опишем в теоретико-групповом смысле двумерную алгебру над Z2. Т.е. число изоморфных
умножений на абелевой группе Z2⊕Z2. Умножения на данной группе задают структуру коль-
ца. Имеем алгебраическую систему, модуль которого задается с поля Z2, сама система задает
кольцо. Получаем двумерную алгебру над Z2. Применяя [Теорема 2.5], получаем следующее
следствие.

Следствие 2.6. Количество не изоморфных умножений на абелевой группе Z2⊕Z2, равно

|
∑︀
𝐴𝑖| = 52, где |𝐴𝑖| = |𝑂𝑟𝑏(𝐴𝑖)| — число орбит действия (𝑖 = 1, (2− 3.1), ..., 5.3, 5.4, 0).

Алгебры, полученные из [Теоремы 2.5], являются результатом рассмотрения пяти под-
множеств, связанных с {𝑇𝑟𝑘}. В связи с этим, интерес представляет подсчитать количество
всех матриц, относящихся к данным формам, и тем самым разделить общее число матриц и
число эквивалентных матриц. Дальнейшие рассуждения предполагают обозначение решетки
Z𝑞×Z𝑞 порожденными векторами {𝑇𝑟𝑘}, как 𝑇𝑟𝑘, а также 𝑇𝑟1 = 𝑇𝑟1(𝐴) и 𝑇𝑟2 = 𝑇𝑟2(𝐴), где
𝐴 — произвольная двумерная алгебра.

Эта задача вытекает из описания строения решетки 𝑇𝑟𝑘 над полем Z𝑞. Для этого введем
некоторые обозначения:

� |𝐴𝑖|* — количество матриц, эквивалентных матрицам 𝐴𝑖 (𝑖 = 1, (2− 3.1), ..., 5.3, 5.4, 0);

� ⊙ — узлы, лежащие на перпендикулярных осях первой четверти и диагонали, исходя-
щей из начала координат квадрата 𝑞2 (за исключением узла (0, 0));

� ⊙* — узлы, отличные от узлов ⊙;

� ⊙𝑖𝑗 — число представлений 𝑇𝑟𝑘 = (𝑖, 𝑗) в узле (𝑖, 𝑗), где коэффциенты 𝑖, 𝑗 ∈ Z𝑞, 𝑘 ∈ {1, 2}.

Пример. При 𝑞 = 2 и 𝑇𝑟1 = (0, 1), мы получим число представлений
⊙01 = |{(0+0, 1+0), (0+0, 0+1), (1+1, 1+0), (1+1, 0+1)}| = 2 · 2 = 22. При 𝑞 = 3, имеем
⊙01 = |{(0 + 0, 0 + 1), (0 + 0, 1 + 0), (0 + 0, 2 + 2), (1 + 2, 0 + 1),

(1 + 2, 1 + 0), (1 + 2, 2 + 2), (2 + 1, 1 + 0), (2 + 1, 0 + 1), (2 + 1, 2 + 2)}| = 3 · 3 = 32.

Главный вывод примера

Рассмотренный пример наглядно демонстрирует общее комбинаторное свойство: для про-
извольного вектора следов 𝑇𝑟𝑘 = (𝑖, 𝑗), где 𝑖, 𝑗 ∈ Z𝑞, количество способов его реализации через
коэффициенты матрицы структурных констант 𝐴 равно 𝑞2.

Формально:

⊙𝑖𝑗 = 𝑞2 для всех 𝑖, 𝑗 ∈ Z𝑞

Это следует из того, что для каждой из двух координат вектора 𝑇𝑟𝑘 существует ровно 𝑞
различных пар элементов поля Z𝑞, дающих в сумме требуемое значение:

� Для координаты 𝑖: |{(𝛼, 𝛽) ∈ Z𝑞 × Z𝑞 : 𝛼+ 𝛽 = 𝑖}| = 𝑞

� Для координаты 𝑗: |{(𝛾, 𝛿) ∈ Z𝑞 × Z𝑞 : 𝛾 + 𝛿 = 𝑗}| = 𝑞
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Таким образом, общее число представлений составляет 𝑞 · 𝑞 = 𝑞2. Данное комбинаторное
тождество является фундаментальным для подсчёта мощности классов эквивалентности в
классификации двумерных алгебр.

За
∑︀
𝑞
⊙* и

∑︀
𝑞
⊙ обозначим число узлов (точек) решетки 𝑇𝑟𝑘 над полем Z𝑞 (целочисленной

решетке, первая координатная четверть).
Заметим, что при 𝑞 = 2 узлы вида ⊙* отсутствуют. Далее, во всех результатах 𝑞 рассмат-

ривается в теоретико-числовом формате.
Утверждение 2.7. Решетка 𝑇𝑟𝑘 над полем Z𝑞, обладает следующими свойствами:

1.
∑︀
𝑞
⊙* +

∑︀
𝑞
⊙ = 𝑞2 − 1, где

∑︀
𝑞
⊙* = (𝑞 − 1)(𝑞 − 2),

∑︀
𝑞
⊙ = 3(𝑞 − 1);

2. Число линейно независимых векторов {𝑇𝑟𝑘}, когда 𝑇𝑟𝑖 ∈ {⊙,⊙*} равно 𝑞2 − 𝑞;

3. |𝐺𝐿(2,Z𝑞)| = (𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞);

4. |𝐺𝐿(𝑛,Z𝑞)| =
∏︀𝑛−1
𝑘=0(𝑞

𝑛 − 𝑞𝑘) = (𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛 − 𝑞) · · · (𝑞𝑛 − 𝑞𝑛−1).

Доказательство.

1. Решетка 𝑇𝑟𝑘 над Z𝑞 представляется как квадрат, отсюда
∑︀
𝑞
⊙*+

∑︀
𝑞
⊙ = 𝑞2−1. Мы исклю-

чаем из рассмотрения узел (0, 0) квадрата 𝑞2. Рассмотрев число узлов расположенных
на осях и дигональной линии, получим

∑︀
𝑞
⊙ = 3(𝑞 − 1), а остальные узлы найдем путём

вычитания из числа узлов квадрата, получим 𝑞2 − 1−
∑︀
𝑞
⊙ =

∑︀
𝑞
⊙* = (𝑞 − 1)(𝑞 − 2).

2. Легко заметить, что при размещении 𝑇𝑟𝑘 в ⊙ для линейной независимости другого век-
тора, существуют допустимые узлы, расположенные вне направления 𝑇𝑟𝑘, а их число
равно (𝑞2−1−(𝑞−1)) = 𝑞2−𝑞. Если же разместить 𝑇𝑟𝑘 в ⊙*, то число допустимых распо-
ложений другого вектора, будет также 𝑞2− 𝑞, так как всегда найдется 𝑞− 1 (исключаем
узел (0, 0)) пар к узлу ⊙*, которые в сумме с парой дадут (0, 0) (𝑇𝑟1 = 𝜆 · 𝑇𝑟2, 𝜆 ∈ Z𝑞).

3. Из пункта 1 и 2 вытекает ∀𝑘 ∈ {1, 2} 𝑇𝑟𝑘 ∈ {⊙,⊙*} → (𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞).

4. Для построения 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,Z𝑞) на 𝑘-м шаге (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1) выбираем (𝑘 + 1)-й столбец
из 𝑞𝑛 − 𝑞𝑘 векторов, линейно независимых с предыдущими 𝑘 столбцами.

Предложение 2.8. Число матриц |𝐴|* над полем Z𝑞, когда система является:

1. {𝑇𝑟𝑘} — линейно независимой, равно

|𝐴1|* = 𝑞8 − 𝑞7 − 𝑞6 + 𝑞5;

2. {𝑇𝑟𝑘} ∧ {𝑇𝑟1 ̸= 0, 𝑇 𝑟2 ≥ (0, 0)} — линейно зависимой, равно

2−3.10∑︁
𝑖=2−3.1

|𝐴𝑖|* = 𝑞7 − 𝑞5;

3. {𝑇𝑟1 = 0, 𝑇 𝑟2 ̸= 0}, равно

4.6∑︁
𝑖=4.1

|𝐴𝑖|* = 𝑞6 − 𝑞4;
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4. {𝑇𝑟1 = 0, 𝑇 𝑟2 = 0}, равно

5.4∑︁
𝑖=5.1

|𝐴𝑖|* + |𝐴0|* = 𝑞4.

Доказательство. Для того чтобы подсчитать число матриц, при которых данная система
{𝑇𝑟𝑘} относится к пяти случаям, мы будем ориентироваться на |𝑀𝑆𝐶(𝐴)| = |𝐴| = 𝑞8, где 𝐴 —
произвольная двумерная алгебра над Z𝑞. Подмножества, состоящие из случаев 2—3 системы
{𝑇𝑟𝑘}, мы объединяем в единое семейство.

Заметим, что для произвольной пары (𝑇𝑟1, 𝑇 𝑟2) количество матриц 𝐴, реализующих эту
пару, равно 𝑞4, поскольку параметры 𝛽1 и 𝛼4 не влияют на следы и дают множитель 𝑞2, а
оставшиеся 6 параметров (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4), связанных уравнениями, при фиксированных
𝑇𝑟1 и 𝑇𝑟2 образуют ещё число представлений ⊙𝑖𝑗 = 𝑞2 (что даёт ещё 𝑞2 решений).

Случай 1: {𝑇𝑟1, 𝑇 𝑟2} линейно независимы.
Количество линейно независимых пар: (𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞).
Тогда число матриц:

|𝐴1|* = (𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞) · 𝑞4 = 𝑞4(𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞).

Случай 2–3: {𝑇𝑟1, 𝑇 𝑟2} линейно зависимы и 𝑇𝑟1 ̸= 0.
Количество таких пар: (𝑞2 − 1) · 𝑞.
Тогда число матриц:

2−3.10∑︁
𝑖=2−3.1

|𝐴𝑖|* = (𝑞2 − 1) · 𝑞 · 𝑞4 = 𝑞5(𝑞2 − 1).

Случай 4: 𝑇𝑟1 = (0, 0) и 𝑇𝑟2 ̸= 0.
Количество таких пар: 1 · (𝑞2 − 1).
Тогда число матриц:

4.6∑︁
𝑖=4.1

|𝐴𝑖|* = (𝑞2 − 1) · 𝑞4.

Случай 5: 𝑇𝑟1 = 𝑇𝑟2 = (0, 0).
Количество таких пар: 1.
Тогда число матриц:

5.4∑︁
𝑖=5.1

|𝐴𝑖|* + |𝐴0|* = 1 · 𝑞4 = 𝑞4.

Суммируя по всем случаям, получаем общее число матриц:

𝑞4(𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑞) + 𝑞5(𝑞2 − 1) + 𝑞4(𝑞2 − 1) + 𝑞4 = 𝑞8,

что подтверждает корректность разбиения.

3. Заключение

В данной работе проведено исследование действия группы 𝐺𝐿(2,Z2) на множестве мат-
риц структурных констант двумерных алгебр над полем Z2. Использование отображения
𝑃 (𝐴) = (𝑇𝑟1(𝐴), 𝑇 𝑟2(𝐴)), связывающего структуру алгебры с линейными формами двойствен-
ного пространства, позволило получить матричное представление орбит действия и выявить
их взаимосвязь с классами эквивалентных алгебр.
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В отличие от работы H. Ahmed, U. Bekbaev, I. Rakhimov (Complete Classification of Two-
Dimensional Algebras, 2018) [3], где классификация приводится без строгого доказательства
непересекаемости орбит, в настоящем исследовании строго доказано, что орбиты действия
группы 𝐺𝐿(2,Z2) являются непересекающимися. Это позволило построить полную матрич-
ную и конечную классификацию двумерных алгебр над полем Z2, состоящую из 52 попарно
неизоморфных алгебр.

Следует отметить, что классификация, представленная в работе [4], корректна лишь в
частных случаях и не учитывает пересечение орбит действия группы при различных характе-
ристиках поля. В частности, при характеристике 2 непересекаемость орбит выполняется лишь
формально, поскольку конечность поля Z2 исключает появление непрерывных параметров, и
это можно рассматривать скорее как частное везение конструкции. Однако при переходе к
произвольным полям характеристики, не равной 2 и 3, их описание орбит перестаёт быть
корректным: появляются различные алгебры, которые фактически оказываются изоморфны-
ми. Например, над полем F5 алгебры 𝐴2(0, 1, 0) и 𝐴2(0, 4, 0) оказываются изоморфными при
замене базиса 𝑔 = diag(1, 4), поскольку в F5 элемент 4 совпадает с −1. Этот пример демонстри-
рует, что предложенная в [4] классификация не гарантирует непересекаемость орбит действия
группы 𝐺𝐿(2,F) и, следовательно, не является строгой при произвольной характеристике по-
ля. Настоящая работа устраняет данный недостаток в строгом виде. Для случая линейной
независимости векторов {𝑇𝑟𝑘} непересекаемость орбит действия группы 𝐺𝐿(2,Z2) доказана в
Предложение 2.1, из которого следует, что число различных орбит 𝑉0 = {𝐴 : 𝑑𝑒𝑡𝑃 (𝐴) ̸= 0}
равно 𝑞4, что, в свою очередь, гарантирует корректность классификации и отсутствие изо-
морфных алгебр в данном случае. Для оставшихся конфигураций, соответствующих линей-
но зависимым или нулевым векторам {𝑇𝑟𝑘}, непересекаемость орбит подтверждена прямой
проверкой всех возможных случаев действия группы 𝐺𝐿(2,Z2). Такое сочетание обеспечивает
полноту и корректность полученной классификации.

Существенным достоинством настоящего исследования является Теорема 2.5, в которой
приведено явное перечисление всех двумерных алгебр над полем Z2 с точностью до эквива-
лентности орбит, а также Предложение 2.8, устанавливающее структуру действия группы
на множестве матриц структурных констант и задающее систему непересекающихся орбит,
эквивалентных относительно 𝜏 -действия. Эти результаты обеспечивают не только полноту
классификации, но и позволяют интерпретировать задачу в терминах действия группы на
пространстве алгебр, что подчёркивает глубину и оригинальность подхода.

Таким образом, результаты настоящей работы уточняют и корректируют известную клас-
сификацию для случая конечного поля Z2, формируя строгую математическую основу для
дальнейшего обобщения на поля Z𝑞 при 𝑞 > 2.

Сформулируем несколько задач для дальнейшего исследования:

1. подробно рассмотреть двумерные алгебры над полем Z2: ассоциативные, ассоциативные
с единицей, алгебры Ли, Йордановы алгебры;

2. дать матричную классификацию двумерных алгебр над полем Z3;

3. дать матричную классификацию двумерных алгебр над полем Z𝑞>3;

4. описать все возможные умножения на абелевой группе Z𝑞⊕Z𝑞, где 𝑞 — не простое число.
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